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Teil I
Einfiihrung

1 Die Entstehung der Algebra

Das Erbe der Griechen '

Wahrend mit dem Zerfall des Romischen Reiches in der abendléndischen
Welt viele der kulturellen Leistungen der Antike in Vergessenheit gerieten, er-
lebte der islamische Kulturkreis eine zivilisatorische Bliite.

Eine hervorragende Rolle spielte dabei die vom Kalifen al-Ma’miin (reg. 813-833)
gegriindete Akademie von Bagdad. Fiihrer der dortigen “Griechischen Schule”
war al-Hajjaj, der die Elemente des Euklid ins Arabische ibersetzte.

Im Gegensatz zu ihm stand al-Kwarizmi, der sich auf indisch-persische Quel-
len abstiitzte. Sein Hauptwerk iiber die Losung von Gleichungen durch al-jabr 2
und al-mugabala war denn auch fiir ein grofieres, nicht rein wissenschaftliches
Publikum bestimmt. Wahrend der erste Teil Losungmethoden fiir lineare und
quadratische Gleichungen enthielt, ging es im zweiten um die Berechnung von
Fldachen und Volumen. Der dritte Teil behandelte ausschlieflich Erbschaftsfra-
gen. Immerhin gab Kwarizmi die sehr gute Approximation

62832
T~ ——
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an, wobei er sich als Quelle auf einen hinduistischen Astronomen berief.

= 3.1416

Kwarizmis Nachfolger Tabit ben Qurra (836-901) zeigte sich wieder als Anhéinger
der Griechischen Schule und benutzte die geometrische Anschauung zur Lésung
algebraischer Probleme.

Die Renaissance in Italien

Vom 13. Jh. an bildete sich in Europa eine neue Schicht “international” téti-
ger Hindler und Financiers heran. Fiir ihren Geschéftsverkehr und ihre Buchhal-
tung waren die althergebrachten romischen Ziffern nicht geeignet. Das arabisch-
hinduistische Zahlsystem erwies sich als sehr viel effizienter.

Die Werke Kwarizmi waren in Italien in lateinischer Uebersetzung bekannt. Die
Technik des al-jabr und al-mugabala wurde von einer Reihe italienischer Ma-
thematiker weitergefiihrt und verfeinert. Zu nennen sind Leondardo da Pisa,
genannt Fibonacci und Luca Pacioli, der in seinem 1494 erschienenen Haupt-
werk “Summa de arithmetica, geometria, proportioni e proportionalita” das

fiir diesen Abschnitt cf. B.L. van der Waerden: A History of Algebra, Springer oder Science:
Dossier Les mathématiciens, janvier 1994.

2al-jabr ist der ethymologische Ursprung des Begriffs Algebra ! Seine Bedeutung war, zu
beiden Seiten einer Gleichung denselben Term hinzuzufiigen, um so negative Terme zu elimi-
nieren.



Problem der kubischen und biquadratischen Gleichungen aufwarf.
Auf dem Weg zur modernen Algebra

Von da an zog sich das Problem der Losung algebraischer Gleichungen wie ein
roter Faden durch die Entstehungsgeschichte der Algebra, bis hin zum Beginn
der modernen Algebra mit Evariste Galois.

Die kubischen und biquadratischen Fille wurden noch im 16. Jh. von Nicolo
Tartaglia, Gerolamo Cardano und Lodovico Ferrari gelost.

An dieser Stelle mufl auch auf die Leistungen René Descartes (1596-1650)
hingewiesen werden, den Erfinder der analytischen Geometrie. In seinem Werk
“Discours de la méthode” fiihrte er die noch heute gebréuchliche Schreibweise
algebraischer Probleme ein. Seine Vorgénger benutzten zwar schon Bezeichnun-
gen wie a, b, ... oder x,v, ... fir bekannte oder unbekannte Gréfien, kamen aber
bei der Beschreibung mathematischer Operationen noch nicht ohne Worte aus.
So schrieb Frangis Viete (1540-1603) anstelle von bx? + dx = z immer noch B
in A Quadratum, plus D plano in A, aequari Z solido.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) schlieflich zeigte die Losbarkeit der zyklo-
tomischen Gleichung
" —=1=0

durch Radikale. Gauss war es auch, der den sogenannten Fundamentalsatz der
Algebra fand: Jede algebraische Gleichung hat Losungen in der Form komplexer
Zahlen a + ib.

Den ganz grofien Schritt nach vorn schaffte aber erst Evariste Galois (1811-
1832). Er erkannte, daf} die Losungen algebraischer Gleichungen durch die Sym-
metrien der Gleichung bestimmt werden kénnen: Heute studiert man die zu-
gehorige Galoisgruppe.

Aus den Arbeiten Galois entwickelte sich der abstrakte Gruppenbegriff heraus,
dem der erste Teil des vorliegenden Skriptums gewidmet ist.

2 Transformationen und Symmetrien

Der Gruppenbegriff entwickelte sich aus dem Begriff der “Transformationsgrup-
pe”. In dieser Form tauchen auch die meisten Gruppen in der Mathematik,
Physik, Chemie, Kristallographie, Kunst, Architektur und Musik auf.

Definition 1 Eine Transformation auf einer Menge X ist eine bijektive Abbil-
dung T : X — X.

Zwei Transformationen S und 7" kénnen hintereinander ausgefiihrt werden:

SoT: X — X
v (SoT)(x) = S(T(x)).



Die Identitét [ : X — X, z — I(x) = z ist eine Transformation. Transfor-
mationen kénnen invertiert werden, d.h. zu jeder Transformation T" gibt es eine
Transformation 77 : X — X mit T oT’ = T' o T = I. Man schreibt T~ fiir
T.

Definition 2 Eine Menge G von Transformationen auf einer Menge X heift
Transformationsgruppe, falls I € G und mit T, Ty, Ty auch T~ sowie Ty o Ty in
G liegen.

Beispiele:
i) X ={1,...,n}, G = v,, die Permutationsgruppe von einer Menge mit n
Elementen, also die Menge der Bijektionen o : {1,...,n} — {1,...,n}.

ii.) X=Vektorraum V iiber einem Kérper K,
G=GL(V)={¢: V — V; ¢ linear und bijektiv}.

iii.) X = E = (V,<>)= euklidischer Vektorraum, G = O(V) = {¢p: V —
V; ¢ orthogonal}. Dabei heifit eine lineare Abbildung ¢ € GL(V') ortho-
gonal, falls fiir alle v,w € V gilt < ¢(v), p(w) >=< v,w >.

2.1 Affine und euklidische Riume

Sehr hiufig treten Transformationsgruppen als Bewegungsgruppen in affinen
oder euklidischen Rédumen auf. Wir wollen den Begriff eines affinen bzw. eukli-
dischen Raumes kurz prézisieren.

Definition 3 Ein affiner Raum A besteht aus einem n-dimensionalen reellen
Vektorraum V, einer Menge P und einer Abbildung v : P x P — V, die je
zwei Elementen P,Q aus P einen Vektor v(P,Q) € V zuordnet und folgende
Eigenschaften besitzt:

i.) Fiir alle P € P und alle v € V ezistiert genau ein Q € P mit v(P,Q) = v.
ii.) Fiir alle P,Q,R € P gilt v(P,R) = v(P,Q) + v(Q, R).

Fiir v(P, Q) schreiben wir auch PQ. Elemente aus P nennt man Punkte.
Aus ii.) mit R = Q folgt v(P,Q) = v(P, Q) + v(Q, Q) und somit v(Q,Q) = 0.
Setzt man R = P, so erhélt man v(P, Q) = —v(Q, P).

Beispiel:

i.) Wir setzen P = V und fiir v,w € P v(v,w) = w — v. Dann ist A =
(P,V,v) ein affiner Raum.



ii.) Wir betrachten den Losungsraum £ eines inhomogenen linearen Glei-
chungssystems Az = b. Sei Ly der Losungsraum des zugehorigen homo-
genen Gleichungssystems Az = 0. Dann ist (£, Lo, v) ein affiner Raum,
wenn

v: Lx L — Ly
definiert ist als v(z,y) =y — =.

Die Dimension von A ist definiert als die Dimension von V. In einem affi-
nen Raum gilt das Parallelogrammgesetz, d.h. es gilt fiir Punkte P, P/, Q,Q’ €
P v(P,Q)=uv(P,Q") genau dann, wenn v(P, P") = v(Q, Q’).

Q Q

P P

In Zukunft identifizieren wir den affinen Raum A mit seinen Punkten P
und schreiben P € A fiir P € P. Ein affiner Unterraum A’ von A ist eine
Teilmenge von A mit der Eigenschaft, dafi die Menge der v(P, Q) mit P,Q € A’
einen Untervektorraum von V' bilden. Affine Unterriume der Dimension 1,2,n-1
heiflen Geraden, Ebenen und Hyperebenen. Zwei affine Unterrdume A;, Ay mit
zugehorigen Vektorrdumen Vi, Vo heiflen parallel, falls V3 C V5 oder Vo C Vi
gilt.

Definition 4 Eine Abbildung a: A — A heifit affine Abbildung, falls folgende
Bedingungen erfillt sind:

i.) PiQy = PyQ2 = a(P)a(Q1) = a(P2)a(Q2).
ii.) Die Abbildung &@: V — V gegeben druch G(PQ) = a(P)&(Q) ist linear.

Eine bijektive affine Abbildung heifit affine Transformation. Die Menge der
affinen Transformationen eines affinen Raumes bildet eine Transformationsgrup-

pe.

Ist der VektorraumV in der Definition eines affinen Raumes sogar ein eu-
klidischer Vektorraum, so erhédlt man einen euklidischen Raum. Hier ist dann
zusitzlich der Abstand p(P, Q) von zwei Punkten P und @ erklirt durch

p(P,Q) =< PQ,PQ >* .



Ist « eine affine Transformation in einem euklidischen Raum, fiir die die Ab-
bildung & orthogonal ist, so nennt man « eine Bewegung. Die Gesamtheit der
Bewegungen ist eine Teilmenge der Transformationsgruppe der affinen Trans-
formationen und selbst Transformationsgruppe.

2.2 Die Bewegungsgruppe in der
Euklidischen Ebene

Sei nun E ein euklidischer Raum, d.h. dimE = 2. Dann gibt es neben der
Identitéat I noch drei weitere Typen von Bewegungen:

- Translationen
- Drehungen
- Spiegelungen

Translationen haben keine Fixpunkte, Drehungen genau einen und bei Spie-
gelungen gibt es eine Gerade, die festgehalten wird. Man definiert zum Beispiel
die Translationen folgendermaflen. Sei w € V ein Vektor. Dieser fiihrt in der
folgenden Weise zu einer Translation T, : E — E: Fiir P € E gibt es genau ein
Q € E mit PQ = w. Wir setzen T, (P) = Q. Dies definiert eine affine Abbildung
und sogar eine Bewegung. Aehnlich geht man bei Spiegelungen und Drehungen
vor. Es gilt dann der folgenden Satz:

Satz 2.1 Jede Bewegung in einer euklidischen FEbene ist entweder eine Trans-
lation oder die Hintereinanderschaltung einer Translation und einer Drehung
oder Spiegelung.

Beweis: siche H. Knorrer, Geometrie.

In dhnlicher Weise kann man die Bewegung des euklidischen Raums beschrei-
ben. Hier setzt sich eine solche Bewegung aus Translationen, Drehungen um eine
Achse, Spiegelungen an einer Ebene sowie Punktspiegelungen zusammen.

2.3 Symmetrien

In einer euklidischen Ebene betrachten wir nun ein Dreieck. Die Bewegungen,
die das Dreieck fest lassen, bilden die Symmetriegruppe des Dreiecks. Es gibt
drei Moglichkeiten fiir ein Dreieck:

i.) gleichseitig
ii.) gleichschenklig

iii.) allgemeine Lage, d.h. weder i.) noch ii.)



Im Fall i.) erhédlt man als Symmetrien die Identitét, die Drehung S um den
Schwerpunkt um 120° und die Drehung 52 um 240°. Daneben erhilt man die
drei Spiegelungen an den drei Winkelhalbierenden,die mit 77,75, T5 bezeichnet
werden. Die Symmetriegruppe ist dann gegeben durch D3 = {I, S, S, T, ST, S*T},
wo T € {T1,T>,T5} beliebig. Dies ist eine Diedergruppe. Sie ist in diesem Fall
isomorph zur Gruppe 3, die auf den drei Winkelhalbierenden operiert und diese
permutiert.

Im Fall ii.) erhélt man die zyklische Gruppe {I,T}, wobei S die Spiegelung
an der von den gleichen Schenkeln definierten Winkelhalbierdenden ist. Es gilt
{I,T} 27Z/27.

Im Fall iii.) ist die Symmetriegruppe die triviale Gruppe.

Allgemein koénnen Transformationen, die ein Objekt festhalten, oft als die Men-
ge der Symmetrien dieses Objekts interpretiert werden. Bezeichnet M dieses
Objekt, M C X, und ist G eine Transformationsgruppe von X, so ist die Menge
~(M) der Symmetrien von M gegeben durch

YM)={T € G; T(M)=M}.

Es ist klar, daB I € y(M) und daf mit S, S, S2 auch S~! und S; o Sy in (M)
liegen. Wir nennen (M) die Symmetriegruppe von M.

Beispiele:
i.) X =E = euklidische Ebene

I A
\VV

ii.) Symmetriegruppen von reguldren Polyedern im euklidischen Raum, ins-
besondere die

(a) Platonischen Kérper:
- Tetraeder
- Wiirfel
Oktaeder
- Dodekaeder
- Tkosaeder



(b) Fullerene: Das sind regelméBige Polyeder, die in der Kohlenstoffche-
mie Bedeutung haben.

(¢) Kristalle, z.Bsp. NaCl

RSEEEAN

Symmetrien:
- Permutationen der Koordinatenachsen
- Spiegelung an den Koordinatenachsen
- Translationen mit Vektoren mit ganzzahligen Koordinaten



Teil 11
Gruppentheorie

3 Gruppen

Definition 5 FEine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Operation
o: GxG— G, (g,h) —> goh mit

(Gl) Ve GYh e HYk € G: (goh)ok =go (hok),
(G2) e GVgeG:eog=y,
(G3) Vge G,3h e G: hog=ce.
Die Gruppe G heifst abelsch oder kommutativ, falls zusdtzlich noch gilt
(G4) Vge GYh e G: goh=hog.

Beispiele:

i) (Z/nZ,+)

i) (Z/nZ)", +)

i) pn ={z € Cjz™ =1}
iv.) 7y, symmetrische Gruppe
v.) D, Diedergruppe

vi.) V4 Kleinsche Vierergruppe: Vj = Ds.

Realisierung der Diedergruppe:

S: Drehung um Achse g mit Winkel 27/n
T} : Drehung um Achse g;, j = 1,...,n, mit Winkel ©

Dann gelten folgende Relationen:

smo= 1
P =1
ST, = T;8°"

Uebungsaufgabe: Gruppentafel fiir Dy, D3, Dy.

Proposition 3.1 Das Linksinverse ist gleich dem Rechtsinversen.

10



Beweis: Sei g € G und h ein Linksinverses von g, d.h. h o g = e, sowie k ein
Linksinverses von h. Dann gilt:

goh = (eog)oh=((koh)og)oh=(ko(hog))oh
= (koe)oh=koh=ce.

Proposition 3.2 Jede Linkseins ist Rechtseins, und die Eins ist eindeutig be-
stimmd.

Beweis: Sei g € G und hog = e. Dann gilt (goe) =go(hog) = (goh)og=
eog=g. Sind e, ¢’ Einselemente, so gilt e = ¢’ oce=coe’ =¢'.

Proposition 3.3 Seien g,h € G.
i.) gr = h und yg = h besitzen eine Lisung.
ii.) Es gilt die Kiirzungsregel: gr = g2’ => x =2 undzg=2'g >z =1a'.

Beweis: Multiplikation von links und rechts mit g~—*.

Proposition 3.4 i) (¢71)"t =g,
i.) (gh)~t =h~tg=1.

Beweis: Uebungsaufgabe

Man kann leicht zeigen, dafl ein Produkt von n Elementen aus G unabhéngig
von der Klammerung ist und schreibt dafiir g; o- - g,,. Fiir ¢ € G definieren wir

*=e g' =g, 9" =g" " og, (induktiv)

sowie
g g t=(golg™h),....g =g "

Rechenregeln: g™ o g® = g™, (¢g")% = g"*.

0g.

Definition 6 Seig € G. Die Ordnung von g ist die kleinste positive Zahl n mit
g™ = e. Gibt es keine solche Zahl, so hat g unendliche Ordnung. Wir bezeichnen
die Ordnung von g mit ordg.

Unter der Ordnung einer Gruppe versteht man die Anzahl ihrer Elemente.

Beispiele:

i) G = vy, Zykel 0 = (124), 0%(1) = 4,0%(2) = 1,0%(4) = 2 = 0% =
(142), 03 =id = ordo = 3

11



ii.)

(Z/30Z)* = Menge der Restklassen k mit (k,30) = 1
{1,7,11,13,17,19,23,29}
I(Z/30Z)"] = ¢(30) = ¢(2-3-5) = ¢(2) - ¢(3) - ¢(5)

Da ¢(p) = p — 1 fiir Primzahlen p folgt |(Z/30Z)*| =1-2 -4 = 8. Weiter
haben wir 7, 72 =19, 73 =13, 7 =1, d.h. ord 7 = 4.

iii.) S C C, S' = {2 € C;|z| = 1}. Wir definieren die Abbildung

D:S'— 82— Vs,

Dann gilt D" =1 = ¢"V2™ = 1 = ny/2 € 2Z = /2 € Q. Dies ist ein
Widerspruch, somit ord D = oc.

iv.) A= ( _aﬁ g ) € SO(2), d.h. o + 3% = 1. Dann gilt a = cos ¢, 3 =
sin ¢ und 54200
00 ™
ordA:{ s ¢=2mL, (r;s)=1

Die Gruppe (Z/nZ)* spielt in der Kryptologie eine wichtige Rolle. Eines
der wichtigsten Verfahren ist die RSA-Kodierung, das von Rivest, Shamir und
Adlema 1977 erntwickelt wurde. Es beruht darauf, dafl endliches Exponentieren
polynomial in der Zeit ist, endliches Logarithmieren jedoch exponentiell. Man
wéhlt groBe Primzahlen p,q und setzt n = p - ¢. Dann werden e und f so
bestimmt, dafl ef = 1(¢(n)) ist. Eine Nachricht M < p,¢ wird nun kodiert
durch £ = M°modn, n und e werden verdffentlicht, der Empfénger kennt f
und dekodiert durch Exponentieren von E : E4 = Me¢? = M*(™) = M modn.

3.1 Untergruppen

Definition 7 Fine nichtleere Teilmenge H C G ist eine Untergruppe, falls mit
g,h € H auch gh~* € H ist.

Lemma 3.1 Eine Untergruppe ist eine Gruppe.

Beweis: Sei h € H. Dann gilt e = hh™! € H und auch h=! = eh™! € H.
Mit g, h € H sind dann auch gh = g(h=1)"! € H.

Beispiele:

i.) nZ C Z ist Untergruppe, und jede Untergruppe H C Z ist von der Form
H = nZ fiir ein n € Z. Denn ist H # 0, so gibt es ein n € Z mit n > 0 und
minimal, sodal n € H gilt. Daher gilt nZ C H C Z. Sei m € H. Dann
gilt m = In+r mit 0 < r < n. Dann liegt aber auch » € H und somit gilt
wegen Minimalitit von n, dafl r = 0, dh. H C nZ gilt. Zusammen folgt
H =nZ.

12



ii.) A, C S, alternierende Gruppe; die Elemente, die A = []
festhalten.

i<j(Xi - Xj)

iii.) G beliebige Gruppe, g € G fest. Dann ist < g >= {¢",n € Z} eine
Untergruppe.

iv.) S C G Teilmenge, < S >= {s{'---sir;s; € S,¢; € {£1},n € N} ist
Untergruppe.

v.) H; C G, i € I Familie von Untergruppen. Dann ist (), .; H; Untergruppe.

iel
vi.) S C G Teilmenge. Dann gilt < S >= (| H.

sca
HCGUG

Offensichtlich gilt < S >C NH, da mit s1,...,s, € 5,5 C H, d.h.
< S >C NH. Weil § €< S > gilt und < S > Untergruppe ist, folgt
< S >2 NH. Zusammen somit < S >=NH.

Man nennt < .S > die von S erzeuge Untergruppe von S.

3.2 Homomorphismen, Nebenklassen, Aktionen

Definition 8 Seien G,G’ Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — G’ heifit Grup-
penhomomorphismus, falls fir alle g, h € G gilt:

d(gh) = o(g)¢(h).

Die Menge kerg = {g € G;¢(g) = e} heifst Kern, die Menge Im¢ = {$(g);g €
G} heifst Bild von ¢.

Proposition 3.5 Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus.
i.) kere, Img sind Untergruppen.
i1.) Die Abbildung ¢ ist genau dann injektiv, wenn ker¢g = 0.

Beweis: (i) trivial, (ii) folgt wegen ¢(z) = ¢(y) <= d(x—y) =0 <= x—y €
kerao.

Definition 9 Fine Aktion einer Gruppe H auf M ist ein Homomorphismus
p:H —~y(M).

Ist p eine Aktion von H auf M, so erhilt man eine Abbildung

HxM — M
(g:;m) = plg)(m).
Man nennt dies auch eine Operation von H auf M und schreibt kurz g.m

anstelle von p(g)(m). Es gilt

13



< g+ (hm) = (gh) - m

fiir alle g, h € H.

Beispiele fiir Operationen
i.) Die triviale Operation ist definiert via p(g) = id fiir alle g € H, d.h.
g-m = pl(g)(m) = id(m) = m
fiir alle g € H und alle m € M.

ii.) Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe. Wir erhalten eine Aktion
ad : H — Aut(G) C v(G) durch

ad(h)(g) =hgh™*, h€ Hg € G,
denn es gilt fir h,k e Hge G
ad(hk)(g) = hkg(hk)™ = h(kgk=")h™!
= ad(h)(kgk™")

= ad(h)(ad(F)(9))
= (ad(h)ad(k))(g)

und somit ad(hk) = ad(h)ad(k), d.h. ad ist ein Homomorphismus.

iii.) Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe. Die Linksmultiplikation mit
Elementen aus H ergibt eine Aktion

I:H — ~(G)
h +— Il(h): g hg.

Man beachte, dafl das Bild nicht in Aut(G), der Automorphismengruppe
von G, liegt.

iv.) Die Gruppe

SLy(R) = {< ‘C’ Z );a,b,c,deRad—bc_l}

operiert auf der oberen Halbebene H = {z € C; Imz > 0}. Fiir v =

a b .
( ¢ d ) € SLy(R) setzen wir

z:aZ—_H),ze(C.
cz+d

14



Es gilt

(az 4 b)(cz + d)
|cz + d|?
= ez +d]*Imz

Im = |cz +d|"2Im((az + b)(cz + d))

Imy.z

Daher gilt 7.z € H fiir z € H und SL2(R) operiert auf H.
Sei p: G — (M) eine Aktion. Man nennt
G-m={g-m;geG}
den Orbit oder die Bahn von m unter GG. Ferner heifit
Gn={9€G:g-m=m}
die Stabilisatoruntergruppe von m oder kurz der Stabilisator von m.

Proposition 3.6  i.) G,, ist eine Untergruppe von G.
i.) (G-m)N(G-m) £V« G- m=G-m'.

Beweis: (i) ist klar.
Zu (ii): Es gilt (G-m)N(G-m') # 0 < es gibt g,¢' € G: ¢m =g-m' <
(g7rg)ym=m' <= Gm=Gg g m < Gm=G(gm) = Gm=Gm.

Wihlt man nun eine Menge S C M mit G-s # G - ¢ fir s £ ¢, 5,5 € S,
so gilt
M= UG-S
seS

und die Vereinigung ist disjunkt.

Beispiele:

i) G = GL(n,K)M = M, ,(K)K = K Korper, p wie in 2),d.h. p = ad.
Ist J die Menge der Jordanschen Normalformen, so erhélt man nach dem
bekannten Satz aus der Linearen Algebra eine disjunkte Zerlegung von M
in Konjugationsklassen:

M, n(K) = | J GL(n,K).s.
seJ

ii.) G = SL(2,Z) C R operiert auf ‘H. Wir konnen S in folgender Weise
wihlen.
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-1 -1/2 1/2 1

F ={r € H;—3 < Re(r) < 3|r| > 1} heiBt Fundamentalbereich, d.h.
jeder Orbit enthilt ein Element in F und zwei Elemente in F liegen in
demselben Orbit genau dann, wenn sie auf dem Rand von F liegen.

iii.) Sei r =z +iy € Hund A(1)Z+ Zr = {k+17; k,l € Z} ein Gitter; dieses
operiert auf C vermoge

zrz4+ A, A€ A(T).

AV

1

Sei H C G eine Untergruppe und die Aktion von H auf G wie im Beispiel
3). Dann nennt man die Orbiten H.g auch Nebenklassen von H modulo G. Thre

Anzahl heifit Indez von H in G; man schreibt dafiir (G : H). Der Index kann
endlich oder unendlich sein.

Satz 3.7 Seien K C H C G Untergruppen, H = Ujer K - hy, G = Uje H - g;
disjunkte Vereinigungen in Nebenklassen. Dann ist

G = Uier,jes K - (higj)
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eine disjunkte Vereinigung, d.h.
(G:K)=(G:H)(H:K).

Insbesondere gilt
(G:1)=(G:H)(H:1).

Beweis: Fir g,¢' € {g;,5 € J},h,h' € {h;,i € I} folgt aus Khg = Kh'¢':
(HKh)g = (HKK)gy = Hg = Hg = g =g = Kh = Kh = h = k. Die
Vereinigung ist deswegen disjunkt.

3.3 Normalteiler und Faktorgruppen

Definition 10 Fine Untergruppe H einer Gruppe G heifst normal, falls fiir alle
g € G gilt, daff gH = Hg. Normale Untergruppen nennt man auch Normalteiler.

Proposition 3.8 i.) H C G ist Normalteiler genau dann, wenn gH C Hg
fiir alle g.

ii.) Der Kern eines Homomorphismus ¢ : G — G’ ist ein Normalteiler.

Beweis: (i): Die Richtung “=" ist klar. Umgekehrt: aus gH C Hg fiir alle g
folgt durch Ersetzen von g durch ¢g=1, dal g ™*H C Hg~! und somit Hg C gH,
also Hg = gH gilt.

(ii) Sei H = ker ¢ und e’ das neutrale Element von G’. Dann gilt ¢(ghg™!) =
#(g)p(R)p(g™1) = ¢(g)p(g9) ™! = €’ und somit ghg™* C H fiir alle g € G, d.h.
gHg™! C H fiir alle g € G. Daher gilt gH C Hyg.

Wir beweisen nun die Umkehrung von (ii) in Proposition 9.1.

Satz 3.9 Sei H C G normal. Dann gibt es eine Gruppe G' und einen surjekti-
ven Homomorphismus 7 : G — G’ mit H = ker.

Beweis: Wir setzen G' = {gH |g € G} als Menge. Die Multiplikation von
zwei Nebenklassen gH und ¢'H ist wegen

(9H)(g'H) = g(Hg')H = g(¢'H)H = (9g')H.

wieder eine Nebenklasse, d.h. in G’. Die Nebenklasse H ist neutrales Element
von G’ und die Nebenklasse ¢~ 'H invers zu gH. Die Abbildung 7 : G — G’
ist definiert durch g — gH. Sie ist trivialerweise surjektiv und ein Element h
liegt im Kern dieser Abbildung genau dann, wenn H = hH gilt, d.h. h in H liegt.

Wir schreiben G’ = G/H und nennen diese Gruppe die Faktorgruppe von G
nach der (normalen) Untergruppe H.

17



Satz 3.10 Die Gruppe G/H besitzt die folgende universelle Figenschaft: Sei
¢: G — G ein Gruppenhomomorphismus mit H C Ker¢ dann existiert genau
ein Homomorphismus ¢, : G/H — G', so daf das Diagramm

G

G/H o G

kommutativ ist, d.h. ¢ = ¢, om gilt.

Beweis: Wir setzen ¢.(gH) := ¢(g). Die Abbildung ist wohldefiniert. Gilt
nimlich ¢'H = gH, d.h. ¢’ = gh fiir ein h € H, so folgt ¢.(¢'H) = ¢(¢’) nach
Definition von ¢, dies ist gleich ¢(gh) und wegen der Voraussetzung H C Kergo
weiter gleich ¢(g) = ¢« (g). Die Eindeutigkeit folgt aus der Kommutativitit des
Diagramms.

Satz 3.11 (1. Isomorphiesatz)
Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe und K C H ein Normalteiler von
G. Dann ist K Normalteiler von H, und es gilt

(G/H)/(G/K)—G/H.

Beweis: Da K ein Normalteiler von G ist, ist a fortiori K auch ein Nor-
malteiler von H. In dem vorangehenden Satz setzen wir G’ = G/H. Die Ab-
bildung ¢ : G/K — G’ sei gegeben durch gK — gH. Dann ist ¢(gK) = 0
genau dann, wenn gH = H, d.h. ¢ € H. Somit ist Ker¢ = H/K. Nach Kon-
struktion ist ¢ surjektiv und deswegen auch ¢.. Wir wissen, daf3 die Abbil-
dung 7 ist surjektiv ist, und daher 148t sich jedes Element aus Kerg, schreiben
als 7(g) fiir ein g € G/K. Aufgrund der Kommutativitit des Diagramms gilt
#(g) = ¢«(7(g)) = 0 und somit § € H/K = kern. Also ist w(g) = 0, woraus
sich die Injektivitit von ¢, ergibt. Zusammen folgt, dafl ¢, ein Isomorphismus
ist.

Satz 3.12 (2. Isomorphiesatz)
Sei G eine Gruppe, H ein Normalteiler von G und K eine Untergruppe.
Dann st HN K C K normal in K, und es gilt

HK/H-K/(HNK).

Beweis: Da H ein Normalteiler von G ist, ist wegen (HK)(HK) C H?K? C HK
die Menge HK ist eine Untergruppe von G, die H als normale Untergruppe
enthilt. Weiter ist HNK wegen K(HNK) CKHCK CHKNK C(HNK)K
eine normale Untergruppe von K. Wir setzen nun G’ = HK/H und definieren
¢: K — G durch k — kH € HK/H. Dann gilt k € Ker¢$ genau dann, wenn
k € H, also Ker¢p = H N K. Weiter ist ¢ surjektiv nach Konstruktion, somit
auch die induziert Abbildung ¢. : HK/H—K/(H N K).
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Satz 3.13 (3. Isomorphiesatz)

Sei ¢ : G — G’ ein Homomorphismus, H' C G’ eine normale Untergruppe
und H = f~Y(H'). Dann ist H ein Normalteiler von G, und es gibt einen
kanonischen injektiven Homomorphismus

f:G/H—G'/H'.
Ist dariber hinaus f surjektiv, so ist f ein Isomorphismus.

Beweis: Die Komposition von f und dem kanonischen Homomorphismus 7 :
G' — G'/H' hat als Kern die Untergruppe H. Also gibt es eine kanonische
Injektion G/H — G’/H'. Diese Abbildung ist offensichtlich surjektiv, wenn f
surjektiv ist.

3.4 Zyklische Gruppen

Definition 11 Fin Gruppe G heifit zyklisch, falls es ein g € G gibt mit (g) =
G. Solch ein Element g nennt man ein erzeugendes Element von G

Aus der Definition folgt sofort, dafl eine Gruppe G zyklisch ist genau dann, wenn
es ein g aus G gibt, sodal der Homomorphismus ¢ : Z — G, definiert durch
m +— g™, surjektiv ist. Ist die Gruppe G zyklisch und gilt kery = 0, so nennt
man die Gruppe unendlich zyklisch. In diesem Fall ist G isomorph zur Gruupe
Z. Gilt jedoch keryp # 0 so ist, wie wir gesehen haben, kery = dZ fiir eine
positive ganze Zahl d, die wir die Ordnung von g genannt haben. In diesem Fall
nennt man die Gruppe eine endliche zyklische Gruppe. Ein Element g € G der
Ordnung ord(g) = d erzeugt g eine zyklische Untergruppe von G der Ordnung
d. Ist allgemeiner m eine positive ganze Zahl mit ¢"* = 0, so gilt m = ds, und
m heiflt Ezponent von g. Ist G eine endliche Gruppe, so nennt man m einen
Exponent von G, falls g™ = 0 fiir alle g € G.

Satz 3.14 (Satz von Lagrange) Seien G eine endliche Gruppe der Ordnung
ord(G) > 1 und e # g € G. Dann teilt ord(g) die Ordnung ord(G) von G. Ist
diese eine Primzahl, so ist die Gruppe G zyklisch und wird von jedem FElement
e # g € G erzeugt.

Beweis: Sei H = (g) die von g erzeugte zyklische Untergruppe von G. Dann
gilt aufgrund von Satz 0.1.3

G:1=(G:H)H:1)=(G:H)
und deswegen d|ord(G). Der zweite Teil des Satzes ist klar.

Satz 3.15 Sei G eine zyklische Gruppe und H eine Untergruppe von G. Dann
ist H zyklisch. Ist ¢ : G — G ein Homomorphismus, so ist p(G) zyklisch.
Insbesondere ist f(G) = (p(g)) falls G = {g) gilt.
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Beweis: Wir haben gesehen, daf} eine unendliche zyklische Gruppe isomorph
zu Z ist. Die Untergruppen hiervon haben wir bestimmt. Sie sind von der Gestalt
dZ und somit zyklisch. Ist hingegen G = (g) endlich zyklisch und H # 0, so
gibt es ein minimales d > 0 mit g¢ € H. Ein beliebiges Element von H lat sich
in der Form h = ¢ schreiben. Wir stellen nun m in der Form m = kd + r mit
0 <7 < d dar. Aufgrund der Minimalit#it von d folgt » = 0 und somit h € (g%).
Also gilt H = (g%). Der letzte Teil der Aussage ist offensichtlich.

Ein Element g aus einer Gruppe G heif3t primitives Element, falls die von g
erzeugte Untergruppe (g) in keiner zykischen Untergruppe von G echt enthalten
ist. Dies ist offensichtlich gleichbedeutend damit dal g eine maximale zyklische
Untergruppe erzeugt.

Satz 3.16 Sei G = (g) eine endliche zyklische Gruppe. Dann ist G = (g") fir
alle v # 0 mit (r,ord(g)) = 1. Insbesondere ist die Anzahl der verschiedenen
Erzeugenden von G gleich dem Wert der Eulerschen p-Funktion p(ord(G)).

Beweis: Sei m die Ordnung ¢". Dann wird mr durch die Gruppenordnung
d = ord(G) geteilt, d.h. mr = 0(d). Hieraus folgt m = 0(d) wegen (r,d) = 1 und
somit m = d wegen der Minimalitdt von m. Der zweite Teil der Behauptung
folgt aus der Definition der Eulerschen p-Funktion.

4 Die Satze von Sylow

Sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe. Nach dem Satz von La-
grange teilt die Ordnung von H die Ordnung von G. Wenn p ein Primteiler von
|G| ist, so existiert zu jedem Teiler p* von |G| eine Untergruppe der Ordnung
p¥. Dieses Resultat ist zuerst von L. Sylow (1832-1918) bewiesen worden. Die
sogenannten Sylow-Sitze sind ein wichtiges Hilfsmittel, um die Struktur einer
gegebenen endlichen Gruppe zu verstehen.

4.1 Die Klassengleichung einer endlichen Gruppe
Sei S eine Menge auf der eine Gruppe G operiert. Zu s € S heifit
Gs={g-s|geG}
die Bahn oder der Orbit von s unter der Operation von G. Die Gruppe
Gs={ge€Glg-s=s}

heifit der Stabilisator von s. Es bezeichne |Gs| die Kardinalitéit der Bahn Gs.
Dann gilt
|Gs| = (G : Gs) .

Beweis  Die Abbildung ¢Gs — g - s von G/Gs nach Gs ist eine Bijektion. O
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Sei S eine endliche Menge. Dann ist S ist die disjunkte Vereinigung endlich
vieler Orbiten, d.h. S = |J_, Gs; fiir Elemete s; € S und es gilt deswegen die
folgende Orbitzerlegungsformel

S| =) (G:Gy,). (1)
i=1

Wir betrachten nun die Situation, in der eine Gruppe G auf sich selbst durch

Konjugation operiert, d.h. S = G und fiir 7,9 € G ist g -7 = Ad (9)x = grg~ L.

Definition 4.1 Der Stabilisator Z, = {g € G | gzg~" = z} von z € G unter der
Konjugationsaktion heif$t der Zentralisator von x € G. Die Bahn Ad (G)x heifst
die Konjugationsklasse von z. Die Gruppe Z(G) = {z € G|gzg™' = 2, V4ec }
heif$t das Zentrum von G.

Bemerkung  Z(G) ist ein Normalteiler von G. Es ist z € Z(G), genau dann
wenn |Ad (G)z| = 1.

Ist G eine endliche Gruppe und C' ein Représentantensystem fiir die unter-
schiedlichen Konjugationsklassen von G, dann schreibt sich (1) als die Klassen-
gleichung

Gl= > (G:Z)=12@)|+ Y. (G:Z). (2)

zeC ze C—-Z(G)

4.2 Exponenten

G sei eine Gruppe. Eine natiirliche Zahl m € N heifit Fzponent fiir G, falls
vgeG gm = 1

Satz 4.2 Die Ordnung |G| einer endlichen Gruppe G ist ein Exponent fir G.

Beweis Sei g € G mit Ordnung ord(g). Nach dem Satz von Lagrange gilt
ord(g) | |G|, also |G| = ord(g)k. Dann ist g% = gord@k = (gord(@)k =1, O

Lemma 4.3 G sei abelsch, endlich und m ein Exponent fiir G. Dann gilt |G|
teilt m! fiir ein 1 € N.

Beweis Durch Induktion nach der Gruppenordnung. Sei 1 # b € G und
H =<b> die von b erzeugte zyklische Gruppe. m ist Exponent fiir H und G/H.
Fiir die zyklische Gruppe H gilt: |H]| ’ m. Mit Induktion gilt fiir den Quotienten

|G/H||m". Da |G| = (G : H)|H| folgt |G| | m!+*. O

Satz 4.4 G sei abelsch, endlich und p ein Primteiler von |G|. Dann gibt es eine
Untergruppe H von G mit Ordnung p.

Beweis Aus dem vorhergehenden Lemma folgern wir, daf§ es ein z € G
gibt mit p|ord(x). (Das Produkt der Ordnungen aller Elemente von G ist ein
Exponent fiir G) Also gilt ord(z) = pk fiir ein k € N. Die zyklische Untergruppe
H =<2*> hat Ordnung p. ]
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4.3 p-Sylow Untergruppen

p sei eine Primzahl.

Definition 4.5 FEine endliche Gruppe G heifit p-Gruppe, wenn ihre Ordnung
eine Potenz von p ist.

Sei G eine endliche Gruppe und H C G eine Untergruppe.

Definition 4.6 H heifst eine p-Sylow Untergruppe von G, wenn H eine p-
Gruppe ist und |H| die grofite Potenz von p ist, die die Ordnung von G teilt.

G sei eine endliche Gruppe. Es gelten die Sylow-Sétze:

Satz 4.7 (Sylow) p sei eine Primzahl, k € N und p* teile |G|. Dann besitzt G
eine Untergruppe der Ordnung p*. Insbesondere hat G eine p-Sylow Untergrup-

pe.

Zwei Untergruppen H,H' von G heiflen konjugiert in G, wenn es ein g € G
gibt mit Ad (9)H = gHg™! = H'.

Satz 4.8 (Sylow)
i.) Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylow Untergruppe enthalten.
11.) Alle p-Sylow Untergruppen von G sind konjugiert zueinander.

iii.) Die Anzahl der p-Sylow Untergruppen von G teilt die Ordnung von G und
ist =1 mod p.

Beweis von Satz 4.7  (Induktion nach der Ordnung von G)

Falls p die Ordnung |Z(G)| des Zentrums teilt, so folgt nach Lemma 4.4,
daB8 Z(G) eine Untergruppe H der Ordnung p hat. H ist ein Normalteiler in
G; 7 : G — G/H sei der Quotientenhomomorphismus. Nun gilt p*~!||G/H|
und mit Induktion hat G/H also eine Untergruppe H’ der Ordnung p*~!. Sei
L =n"'(H'). Da Kern 7, = H, folgt |L| = p".

Wir nehmen nun an, daf§ p nicht die Ordnung des Zentrums teilt. Die Klas-
sengleichung fiir G lautet

Gl=1Z@)]+ Y (G:Z).
ze C—-Z(G)

Es gibt wenigstens ein x € C' — Z(G), so daf p den Index (G : Z,;) nicht teilt.
(Andernfalls wire p kein Primfaktor von |G|) Da |G| = |Z;| (G : Z,), mu$} gelten
pk‘ | Z,|. Mit Induktion folgt, da8 Z, eine Untergruppe der Ordnung p* hat, also
auch G. o

Die Gruppe G operiert durch Konjugation auf der Menge ihrer Untergrup-
pen: Sei H eine Untergruppe von G, dann g- H = gHg~!. Die Bahn Ad (G)H =
{gHg™'| g € G} wird auch Konjugationsklasse von H genannt. Der Stabilisator
von H unter Konjugation ist der Normalisator No(H) = {g € G |gHg™' = H}
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von H in G.

Beweis von Satz 4.8  Es sei S die Menge der Sylow Untergruppen von G. G
operiert auf § durch Konjugation: sei H € S eine Sylow Untergruppe dann ist
auch g- H = gHg ' € S. Es sei Sy = {gHg ! |g € G} die Konjugationklasse
von H € §. Die Bahngleichung lautet

G| = [Na(H)||SH| -

Da die Ordnung von H C N¢g(H) bereits die maximale Potenz von p in |G| ist,
ist p kein Teiler von |Sg|. Wir lassen nun eine beliebige p-Untergruppe L C G
auf der Konjugationsklasse Sy operieren. Sy zerfillt in disjunkte L-Orbiten
S; = Ad (L) H; fiir gewisse H; € Sy und es gilt

S| = lezw.

Da L eine p-Gruppe ist, ist |S;| = p'. Da |Sg| keinen Teiler p hat, muB es
ein j geben, so daB |S;| = 1. Das heifit, L C Ng(H;) normalisiert die Sylow
Untergruppe H;. Die Sequenz

Hj — LHj — LH;/H; = L/(LN Hj)

zeigt, dal LH; eine p-Untergruppe von G ist. Aus der Maximalitdt der Sylow
Untergruppe H; folgt L C H;. Wir haben also gezeigt: jede p-Untergruppe L
von G liegt in einer Konjugierten von H. Daraus folgen Behauptung 1. und 2.
des Satzes.

Zu 3. : Wir haben bewiesen, dal} & = Sy. Wir lassen nun die Sylow Un-
tergruppe H auf Sy operieren. Die Orbiten Ad(H)H] fir Orbitrepréisentanten
H! € Sy haben p'i Elemente. Es ist l; = 0, genau dann, wenn H C Ng(H;).
Nach dem Argument von oben ist dies genau dann der Fall, wenn H = H;.
Die Orbitzerlegungsformel fiir die Operation von H auf S ist deswegen von der

Gestalt
Sl=1+ »",
i

wobei I; > 0. Also gilt 3. . O

5 Normalreihen und der Satz von Jordan-Ho6lder
Definition 5.1 G sei eine Gruppe. Fine Folge von Untergruppen
G=Gy>G...0G,={1}

heifst Normalreihe von G, wenn G;y1 ein Normalteiler in G; ist. Die Quotien-
tengruppen G;/Gi+1 heiffen Faktoren der Normalreihe.
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5.1 Auflésbare und einfache Gruppen

Eine Gruppe G heifit aufidsbar, falls G eine Normalreihe besitzt deren Faktoren
alle abelsch sind. Eine Gruppe G # {1} heiit einfach, wenn G und {1} die
einzigen Normalteiler von G sind.

Beispiele fiir einfache Gruppen sind:

i.) abelsche Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl ist

ii.) PSL(n,R) = SL(n,R)/Z(SL(n,R)), n > 2. Hier bezeichnet Z(SL(n,R))
das Zentrum von SL(n,R) und ist die Gruppe der Diagonalmatrizen in
SL(n,R), die alle den gleichen Eintrag auf der Diagonalen haben.

iii.) die alternieren Gruppen A4,, n > 5

iv.) PSL(n,F,) = SL(n,F;)/Z(SL(n,F,)). Hier ist ¢ Potenz einer Primzahl,
sowie n > 2 oder n = 2 und ¢ > 3. F ist der Kérper mit ¢ Elementen.

v.) die 26 sporadischen endlichen Gruppen. Hierzu gehéren die Mathieu--
Gruppen, die Fischer-Gruppen, das Monster und das Baby-Monster.

Wir haben bereits gesehen, dafl die Gruppen in 1. keine echten Untergruppen be-
sitzen. Die Gruppen aus 2. sind Beispiele fiir kontinuierliche einfache Gruppen.
Ende der Siebziger Jahre dieses Jahrhunderts ist die Klassifikation der endlichen
einfachen Gruppen abgeschlossen worden. Die Liste dieser Gruppen besteht aus
Familien in der Art von 3. und 4. sowie den sogenannten sporadischen einfachen
Gruppen wie denen in 5. Wir werden die Mathieu-Gruppe M7, (das einfachste
Beispiel einer sporadischen einfachen Gruppe) in Ubung 8 kennenlernen. Die
Einfachheit der Gruppen A,,, n > 5 werden wir spéter beweisen.

Definition 5.2 FEine Sequenz von Gruppen und Homomorphismen
1—HS G EN L—1

heifit eine kurze exakte Sequenz (von Gruppen), wenn i injektiv ist, j surjektiv
und Kern j = Bildq.

Bemerkung: Es gilt L = G/Kernj = G/i(H). Die Gruppe G wird dann auch
eine Erweiterung von L durch H genannt.

Beispiele fiir auflosbare Gruppen sind:
i.) abelsche Gruppen
ii.) endliche p-Gruppen

iii.) Tr(n, K) C GL(n, K), die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen in GL(n, K),
wobei K ein Korper ist

iv.) Untergruppen auflésbarer Gruppen
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v.) Erweiterungen auflgsbarer Gruppen

Die Aussage, dafl endliche p-Gruppen aufldsbar sind, beweisen wir in Ubung 7.
Die Beweise von 3. - 5. sind nicht schwierig. Auflésbare Gruppen lassen sich mit
Hilfe schrittweiser Erweiterung durch abelsche Gruppen gewinnen.

5.2 Verfeinerung von Normalreihen

Definition 5.3 Zwei Normalreihen G = Gg D ... D G, = {1} und G = G{ D
... D G, = {1} heiffen isomorph, wenn es eine Bijektion o : {0...r} — {0...s}
gibt, so daf§ die Faktoren G;/Git1 und G’ )/G;( | isomorph sind.

o(i

i)+

Definition 5.4 Die Normalreihe G = Gj; D ... D G, = {1} heifit eine Ver-
feinerung von G = Gy D ... D G, = {1}, falls es fir alle i € {1...r} ein
je{l...s} gibt, so daff G; = G

Bemerkung  Man erhilt jede Verfeinerung der Normalreihe G = Gog D ... D
G, = {1} durch Einfiigen endlich vieler Gruppen in die Normalreihe.

Satz 5.5 (Schreier) Je zwei Normalreihen der Gruppe G besitzen isomorphe
Verfeinerungen.

Eine wichtige Konsequenz aus diesem Resultat ist der folgende Satz von
Jordan-Holder:

Definition 5.6 Eine Normalreihe G = Gg O ... D G, = {1} heifit Kompositi-
onsreihe von G, wenn alle Faktoren der Reihe einfache Gruppen sind.

Satz 5.7 (Jordan-Hélder) Je zwei Kompositionsreihen von G sind zueinan-
der isomorph.

Beweis  Essei G =Gy D ... D G, = {1} eine Kompositionsreihe von G. Dann
sind die Faktoren G;/G;4+1 einfach. Jeder Normalteiler N von G; projeziert in
einen Normalteiler von G;/G;41. Wenn G; D N D G;41, so folgt N = G; oder
N = G;41. Dies zeigt, daf} bei jeder Verfeinerung einer Kompositionsreihe nur
triviale Faktoren hinzukommen. Also sind Kompositionsreihen mit isomorphen
Verfeinerungen bereits isomorph. O

Der Satz von Jordan-Holder besagt, dafl die in einer Kompositionsreihe auf-
tretenden Faktoren und die zugehorigen Multiplizitdten nur von der Gruppe G
abhingen und nicht von der Wahl der Kompositionsreihe. Wir zeigen in Ubung
7, daf} jede endliche Gruppe eine Kompositionsreihe besitzt. Die einfachen end-
lichen Gruppen lassen sich deswegen als Bausteine auffassen, aus denen man
alle endlichen Gruppen durch schrittweise Erweiterung gewinnt.
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Fiir den Beweis von Satz 5.5 bendtigen wir ein Lemma:

Lemma 5.8 Wenn G=Gy > ...D0 G, ={1} und G=G; > ... DG, ={1}
isomorphe Normalreihen sind, so gibt es zu jeder Verfeinerung der zweiten eine
zu dieser isomorphe Verfeinerung der ersten.

Beweis G, sei Verfeinerung der zweiten Normalreihe, wobei G}, = G und
G, DG DG . o:{l...r} — {1...r} sei die Bijektion so, da8 G;/G/+1 und

G;(i) / G;( D1 isomorph sind durch einen Isomorphismus ¢;. Dann definiert

Go@iyj = &7 '(Gij/Giva)
eine zu Gj; isomorphe Verfeinerung von G = Go O ... D G, = {1}. O

Beweis von Satz 5.5 G=GpD...0G ={1}undG=G{ D ... DG, ={1}
seien Normalreihen von G. Wir fithren, den Beweis durch Induktion nach der
Lénge s der zweiten Reihe und beginnen mit dem Fall s=2. (Fiir s=1 oder r =1
ist die Behauptung des Satzes offensichtlich richtig) Es seien also

*Y G=GyD...0G, ={1} und
(%) G=G) >G> Gy =1{1}

Normalreihen von G. Betrachte P = G1G} und D = G1 NG sowie die Normal-
reihen

i) P>Gy > D> {1}
ii) P>G} >D>{1}.

Da P/Gy; 2 G /D und P/G} = G1/D sind die Reihen i) und ii) isomorph. Mit
Induktion nach r gibt es eine Verfeinerung i)’ von i), so daff i)’ isomorph zu
einer Verfeinerung von

PO>GiODGyD...DG,

ist. Nach dem vorhergehenden Lemma besitzt ii) eine zu i)’ isomorphe Verfei-
nerung ii)’. Nun ist die Reihe i)’ isomorph zu einer Verfeinerung von (*) und
ii)’ eine Verfeinerung von (**). Da i)’ und ii)’ isomorph sind folgt der Satz fiir
s =2.

Wir fithren jetzt den Induktionsschritt fiir s. Es seien

*YG=GyD...0G, ={1} und
(**)Y G=G{D...DG, ={1}
Normalreihen von G. Betrachte nun
(***) G > G, > {1}.

Nach dem ersten Teil des Beweises (s = 2) gibt es isomorphe Verfeinerungen i)
und iii) von (*) und (***). Die Reihe iii) sei von der Gestalt
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(i) G>...2G; D...D{1}.

Die Reststiicke Gf D ... D {1} von iii) und G} D ... D G, = {1} von (*¥)
besitzen mit Induktion isomorphe Verfeinerungen. Diese lassen sich ergénzen zu
isomorphen Verfeinerungen von iii) und (**). Da i) und iii) isomorph sind, 148t
sich nach dem Lemma die Verfeinerung i) von (*) weiter verfeinern, so dafl die
neue Verfeinerung isomorph ist zu der Verfeinerung von (**). ad

6 Endliche erzeugte abelsche Gruppen

6.1 Freie abelsche Gruppen

Wir benutzen in diesem Abschnitt die additive Notation fiir abelsche Gruppen.
Das heif3t wir schreiben + fiir die Verkniipfung und 0 fiir das neutrale Element
in einer abelschen Gruppe. Fiir das direkte Produkt A x B zweier abelscher
Gruppen A und B schreiben wir A ® B.

S sei eine Menge und f : S — A sei eine Abbildung von S in eine abelsche
Gruppe A.

Definition 6.1 FEine abelsche Gruppe A zusammen mit f : S — A heiffit freie
abelsche Gruppe erzeugt von S, wenn gilt: fiir alle Abbildungen f' : S — B in
eine abelsche Gruppe B gibt es eindeutigen Homomorphismus ¢ : A — B mit

pof=/f.

Diagramm:

Bemerkungen

1. Eine freie abelsche Gruppe beziiglich S ist eindeutig bestimmt bis auf
Isomorphie. Die Isomorphieklasse hingt nur von der Kardinalitdt von S
ab. Seien hierzu f : S — A und f': S — A’ frei beziiglich S, dann gibt
es eindeutige Homomorphismen ¢ : A — A’, ¢’ : A’ — A mit po f = f’
und ¢’ o f/ = f. Nun ist ¢’ o p : A — A ein Homomorphismus mit
(¢’ o) f = f. Also folgt (¢’ o ) = id. Ebenso folgt (¢ o ¢’) = id. Also ist
o ein Isomorphismus.

2. Die Menge f(S) erzeugt A als Gruppe und wir nennen f(.S) ein freies
erzeugendes System fiir A, die Elemente von f(5) freie Erzeuger.

Satz 6.2 Z" =Z®Z®---®Z (n-mal) ist eine freie abelsche Gruppe beziiglich
der Menge S = {s1,...,8,} mit n verschiedenen Symbolen s;.
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Beweis  Setze f(s;) = (0,...0,1,0...0) (wobei die 1 an der i-ten Stelle steht).
Dann bilden die f(s;) ein freies erzeugendes System (= Z-Basis) von Z". (Ho-
momorphismen lassen sich auf der Basis eindeutig vorgeben.) o

Lemma 6.3 A und A’ seien abelsche Gruppen und A’ sei frei. ¢ + A — A’
sei ein surjektiver Homomorphismus mit B = Kernp. Dann gibt es eine Un-
tergruppe C C A, so daff A = B ® C und ¢ induziert einen Isomorphismus

p: C = A

Beweis  Sei {z}} freies Erzeugendes-System von A’. Und x; € A mit p(z;) = }.
Sei C die von {x;} erzeugte Untergruppe. Dann ist ¢ : C' — A ein Isomorphis-
mus, d.h. C N B = {0}. Bleibt zu zeigen, daf die Untergruppen C' und B die
Gruppe A erzeugen: sei x € A, p(z) = >0 a;a). Dann (z — 377 | ajx;) €
Kernp = B, also gilt x € B& C. O

Satz 6.4 Sei A eine freie abelsche Gruppe mit n freien Erzeugern, B eine Un-
tergruppe, dann ist B frei mit m < n freien Erzeugern. Jede Basis von A hat
die gleiche Kardinalitit n.

Beweis  Induktion nach Anzahl der Erzeuger von A. A = Zz1 @ - ® Zx,,.
Betrachte die Projektion ¢ : B — Zx;. Nach dem Lemma gilt B = Kernyp & C
und C' = Bild ¢, auf jeden Fall aber Kernp C Zxy @ - - - @ Zzx,,. Mit Induktion
folgt, dal B frei ist mit m < n Erzeugern. Fiir den Beweis, daf} jede Basis von
A genau n Elemente hat, betrachte fiir eine Primzahl p

A/pA = @(Z/pz) ,

wobei n also die Dimension von A/pA tiber F), ist. ad

Definition 6.5 Die Anzahl der freien Erzeuger von A (= Kardinalitit einer
Basis) heifit der Rang von A.

6.2 Torsion in endlich erzeugten abelschen Gruppen

Definition 6.6 G sei eine Gruppe. g € G heifst Torsionselement, wenn 3n € N
mit g" = 1. Das kleinste n mit dieser Eigenschaft heifit die Periode von g.

- Im allgemeinen ist die Menge G; = {g € G | g ist Torsionselement} kei-
ne Untergruppe. Beispiel: G = SO(3), die Gruppe der eigentlichen or-
thogonalen Abbildungen von R3. Torsionselemente von G sind genau die
Drehungen mit rationalem Winkel (7)27.

- Fiir abelsche Gruppen gilt mit additiver Schreibweise

a€ A & Jpenn-a=0.
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Lemma 6.7 A sei abelsch, dann ist A; eine Untergruppe von A.

Beweis a habe Periode m € N und b Periode n € N, dann hat a + b das
kleinste gemeinsame Vielfache kgV(m, n) als Periode. a

Charakterisierung endlich erzeugter freier abelscher Gruppen:

Satz 6.8 Eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, die torsionsfrei ist, ist frei
(und von endlichem Rang).

Beweis  Sei A abelsch, torsionsfrei mit endlichem Erzeugendensystem X. X
besitzt eine maximale linear unabhéingige Teilmenge {z1,...,z,} C X, d.h. es
gilt

aiEA,ZaixiZO = a; =0.

Dann ist B = {(x;) frei (& Z™) und es gilt
Vye X, 3meN mit m-ye B.

Sei m das kgV der endlichen vielen y € X — {«;}. Multiplikation mit 7 definiert
einen injektiven Homomorphismus

om:A— B
und Bild ¢ ist frei mit Rang < n nach Satz 6.4. Also ist A frei und hat Rang

n. O

Satz 6.9 Eine endlich erzeugte abelsche Gruppe A zerfillt als direkte Summe
A=A o A

wobei A’ endlich erzeugt und frei mit endlichem Rang ist. (Der Rang von A’
heifit dann auch der Rang von A.) Die Torsionsuntergruppe A; ist endlich.

Beweis

i) A/A, ist torsionsfrei: Sei © € A ein Reprisentant von [z] € A/A,. Falls
fiir ein m € N m[z] = 0, so folgt = ma € A;. Dann gibt es [ € N mit
l-(m-z)=0,also x € A, d.h. [xr] = 0. Also ist nach Satz 6.2 A/A; frei.
Nach Lemma 6.3 folgt A= A" & A; und A’ = A/A,; ist frei.

ii) A, ist endlich: A ist Quotient einer freien abelschen Gruppe F,;, mit endlich
vielen Erzeugern, d.h. es gibt surjektiven Homomorphismus ¢ : Fy, — A.
Nach Satz 6.4 ist p~1(A;) endlich erzeugt, also auch Ay.
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6.3 Der Hauptsatz

A sei endlich erzeugte abelsche Torsionsgruppe, d.h. A = A;. Dann ist, wie wir
gesehen haben A eine endliche Gruppe. Fiir eine Primzahl p, ist

Alp) = {acA|p~-a=0, fir ein k € N}
die p-Sylow Untergruppe von A.
Satz 6.10 A ist direkte Summe der Gruppen A(p), wobei p die Primteiler von
|A| durchliuft. Es gilt also
Az P Alp) .
pllA|

Beweis (Induktion nach der Anzahl der Primteiler von |A |) Wir zeigen zuerst
A =" A(p), i.e. die Untergruppen A(p) erzeugen A. Sei p ein Primteiler von
|A| und |A| = m - p* mit (m,p*) = 1. Dann gibt es nach Bezout k,l € N mit

1=km+Ip~.

Es sei
Ay ={a|m-a=0}

Dann gilt fiir a € A, dafl
a = (km)a+ (Ip¥)a

Nun ist klarerweise A(p) N A, = 0, da |A(p) | und |A4,, | teilerfremd sind. Also
gilt

A = Ap) @A, .

Sei po ein weiterer Primteiler von |A |, d.h. von m. Da A(ps) = A, (p2) folgt die
Behauptung mit Induktion. O

Wir untersuchen nun die Struktur abelscher p-Gruppen. Es gilt hier:
Satz 6.11

i) Jede abelsche p-Gruppe A ist isomorph zu einer direkten Summe zyklischer
Gruppen:
A=Z/p" @Z/p” @ - DL[p"

wobei r1 > 19 > ... > 1.

it) Das Zahlentupel (r1,...,r;) ist eindeutig bestimmt durch A und heifit der
Typ von A.

Beweis
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ii)

Induktion nach der Potenz m von p. Es sei |A| = p™. Sei a1 € A ein
Element mit maximaler Periode r; und es sei A1 = {(a;). Wir kénnen die
Induktionsvoraussetzung auf den Quotienten A/ A; anwenden:

A/AMV=Z/pPL® - ZL/p"Z
wobei Z/p"Z = (a;), mit a; € A/A;. Gesucht ist nun ein direkter Sum-
mand A’ C A mit A’ = A/A;.

Nebenrechnung: Wenn @ € A/A; ein Element der Periode p” ist, dann gibt
es einen Repriisentanten a € A von a mit Periode p”.

Beweis  a sei ein Représentant von a. Dann gilt p"a = na; € A;. Wir
zerlegen n = p*u mit (y,p) = 1. Dabei konnen wir annehmen, dafl k < 1.
Die Periode von p"a ist also p™* ~* und die Periode von @ ist p"t™1 =%, Da
(Maximalitéit von 1) r +r; — k < r; folgt k¥ > r, denn Periode von p"a
ist <p™~" und also r; — k < ry — r. Somit also

pra=ptua; =p"(War)
)

und es folgt p"(@ — p'a1) = 0. Dann ist a = a — p’a; der gesuchte Re-

prasentant. O
Sei nun a; ein Reprisentant der Ordnung p! von a; und A’ = (as, ..., a,).
Dann gilt

(a) A= A; + A’. Denn sei p : A — A/A; die Quotientenabbildung und
a € A. Dann ist

pla) = Zaidi mit a; € N

i>1

Also a = (a— ) ;o iai) + )0, aia; € Ay + A
(b) A1 N A" = {0}. Denn fiir > | aja; = 0 mit o; < p™i. Da oy < p™
folgt fiir alle ¢ > 2, dafl a; = 0 und deswegen auch fiir i = 1.

Beweis der Eindeutigkeit mit Induktion: Es seien

(riy...or1), (S1,-..,8k)

die Typen zweier Summenzerlegungen von A in zyklische Faktoren. Be-
trachte pA C A, dann hat pA Summenzerlegungen vom Typ

(ri—=1,...,rs=1), (s1—=1,...,8, = 1).

Nach Induktion gilt also r; =s; > 1 fir : <m. Und r; =1, s; = 1 fiir die
i,j > m. Da |A| = [pA]p'~™ = |pA|pk —m gilt | = k. Also stimmen die
Typen (r1,...,71), (s1,...,Sk) liberein.

O
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Teil I1I
Ringtheorie

Ringe, kommutative Algebra

7 Ringe
Wir fithren nun eine weitere algebraische Grundstruktur ein:

Definition 7.1 Fin Ring ist (R,+,") ist eine Menge mit zwei Verkniipfungen
+ und -, so dafs

i) (R,+) ist eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe.
ii) (R,-) ist ein Monoid, d.h.

1. - 1st assoziativ

2. Es gibt ein Einselement 1 € R, so daffVper 1o =2-1=1
iii) Es gelten die Distributivgesetze, d.h. es gilt Vy y .cr

1. (x+y)z=xz+yz

2. z(x+y)=zx+ 2y
Fiir Ringe gelten die iiblichen Rechenregeln. Zum Beispiel gilt V; 4 .cr :

1.0-z=2-0=0Vyer.

—x)y =
—)(y) = 2y
- -x=z(-1)=—=x

[\]

—(zy)

Tt o= W

- (
- (
- (
(i ) (S y) = 2oy Yoty iy (allgemeines Distributivgesetz)

Beweis

1.0-2=(0402x=0-240-x
z-0=2(04+0)=2-04+2-0

2. (-2) y+tay=(-z+a)y=0y=0=(-2) y=—(ay)

3. () (=) +—(z-y) = (—2)(-y) + (—2) y = (—2)(~y +y) =0
4. folgt aus 3.

5. Ubung
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Definition 7.2 FEin Ring R heifst kommutativ, wenn die Multiplikation kom-
mutativ ist. Ein Element x € R heifit eine Finheit von R, falls es ein y € R
mitx -y =y-x =1 gibt, dann schreiben wir y = x~1.

Wir schreiben R* fiir die Menge der Einheiten des Ringes R. (R*,-) bildet eine
Gruppe. Wir zeigen hierzu z,y € R* = = -y € R*. Nach dem Assoziativgesetz
folgt

(z-y)ly 'zt =1

(y 'z H(@-y) =1

und also (y~t-z71) = (z-y)~L

Beispiele fiir Ringe:
i.) K sei ein Korper, dann ist K ein kommutativer Ring mit K* = K — {0}
ii.) der Ring der ganzen Zahlen, Z ist kommutativer Ring, Z* = {+1,—1}

iii.) die Restklassengruppen Z/mZ sind ein kommutativer Ring mit Restklassen-
Multiplikation:
(a+mZ)(b+mZ):=a-b+mZ

iv.) V sei abelsche Gruppe. Der Endomorphismen-Ring von V ist die Menge
End(V) ={¢:V =V ]ela+b) =p(a) +¢(b)}
mit Addition und Muktiplikation wie folgt:

(p1+w2)(v) = ¢1(v) +2(v)
P12 = P10 P2 (Komposition von Abb.)

v.) M sei eine Menge, R ein Ring.
Abb(M,R) ={f: M — R}
ist ein Ring mit

(f+9)(x) = f(z)+g(z)
(f-9)(x) = f(z) g(z)

vi.) R sei ein Ring, dann ist
Mat(n x n, R) = {n x n Matrizen mit Eintrdgen in R }
ein Ring mit

+ = Addition von Matrizen

Multiplikation von Matrizen.
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vii.) Polynomringe, zum Beispiel reelle Polynome in einer Unbestimmten. Fiir
Polynome mit Koeffizienten in einem Koérper mit unendlich vielen Elemen-
ten lassen sich +, - wie in 5. definieren.

viii.) Funktionen-Ringe in der Analysis, zum Beispiel
C*(U)={f:U — R| f ist k-mal stetig differenzierbar}

wobei U C R"™ eine offene Teilmenge ist.

7.1 Strukturerhaltende Abbildungen, Unterrringe
Definition 7.3 R’ C R heifit ein Unterring, wenn gilt

i.) R’ ist additive Untergruppe

ii.) R’ ist abgeschlossen beziiglich der Multiplikation

ii.) 1€ R
Definition 7.4 R, R’ seien Ringe. Fine Abbildung ¢ : R — R’ heif$t ein Ring-
homomorphismus, wenn gilt

i.) @ ist Homomorphismus der abelschen Gruppen (R,+),(R',+)

ii.) ¢(a-b) = p(a) - (b)

iii.) (1) = 1.

¢ : R — R’ sei ein Homomorphismus. Das Urbild ¢»~*(0) C R heifit dann

auch der Kern von . Ein Homomorphismus ¢ : R — R heif}t ein Isomorphismus,
wenn ¢ invertierbar ist und ¢! ein Ringhomomorphismus ist. Das Bild ¢(R) C
R’ eines Homomorphismus’ ist ein Unterrring.
7.2 Ideale und Quotientenringe
Sei R ein Ring.
Definition 7.5 I C R sei eine Untergruppe von (R,+). Dann heifit I

i) Links—Ideal, falls R-1 C I

i) Rechts—Ideal, falls I-R C I

iii) Zweiseitiges Ideal, falls i) und ii) gelten

Beispiel: ¢ : R — R’ sei ein Ringhomomorphismus, dann ist Kern ¢ ein zweisei-
tiges Ideal. (Beweis als Ubung)

Satz 7.6 I C R sei ein zweiseitiges Ideal. Dann ist R/ I = {r+1|r € R} mit
der Addition und Multiplikation von Restklassen ein Ring, so daf die Quotien-
tenabbildung m: R> r — r+ I ein Ringhomomorphismus ist.
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Beweis  Die Addition von Restklassen macht R/I zu abelscher Gruppe (das
ist bekannt). Wir zeigen, die Multiplikation von Restklassen ist wohldefiniert,
d.h. die Definition (r +I) - (r' + I) := rr’ 4+ I ist unabhéngig von der Wahl der
Reprisentanten r, r’. Es gelte also

(r+1)=r+1,
dann ist

(rm+0D-(r"+1) = rmr'+1
(r+(r—r))r' +1
rr' + (ry —r)r’ + 1

Da wegen ii) (r1 —r)r’ € I folgt
=rr' + 1.

Ebenso folgt die Unabhéngigkeit von der Wahl des Repriisentanten ', dann
mit Eigenschaft i). Die Restklassenabbildung 7 ist mit dieser Definition ein
Homomorphismus und die Distributivgesetze folgen. Also ist R/I ein Ring. O

Satz 7.7 Sei I C R ein Ideal, und ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus mit
Kernp D I. 7 : R — R/I sei der Quotientenhomomorphismus. Dann gibt es
eindeutigen Homomorphismus ¢ : R/ I — R’ mit p = gom.

Diagramm:

R

R/ I = R’
/ 2

Beweis Es muf gelten @(r + I) := ¢(r). Da I Untergruppe von (R,+)
ist, haben wir bereits gezeigt, dal ¢ ein wohldefinierter Homomorphismus von
(R/I,+) — (R/,+) ist. Es bleibt zu zeigen, dal ¢ ein Ringhomomorphismus
ist. Hierzu verifizieren wir, da V, ,.cr gilt:

i) o((r+ (" + 1)) =@(rr' +1) = p(r-1')
=¢(r) (') =o(r+ Dp(r' +1)
ii.) F+1)=p(1) =1

O

Folgerung: ¢ : R — R’ sei ein Ringhomomorphismus. Dann induziert ¢ einen
Isomorphismus

¢: R/Kerngp =, Bildy .
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7.3 Operationen mit Idealen
I,J C R seien Ideale, dann gilt
i.) I'NJistein Ideal  (Schnitt)

ii.) I+J:={a+blacl,be J}ist einldeal (Summe)

1v

)
)
i) I-J:={>" ab;|a; €I, b €J neNg}ist ein Ideal (Produkt)
.) Fiir alle Ideale J;, Jo C R gilt

I-(Ji+Jo)=1-J+1 J, (Distributivitit)
v)I-JcInJ

Beweis von 1. — 5. : einfache Ubung

7.4 Ideale in kommutativen Ringen

Ab sofort nehmen wir an, daf§ alle Ringe kommutativ sind. (Die Begriffe Prim-
ideal und maximales Ideal, die wir jetzt einfithren, lassen sich aber auch im Falle
eines nichtkommutativen Ringes definieren)

Eine Untermege I C R des kommutativen Ringes R ist ein Ideal, wenn I
Untergruppe von (R, +) ist und R-I C I gilt.

Definition 7.8 FEin Ideal P C R, P # R heifit Primideal, wenn P ein Ideal ist
und falls fiir alle a,b € R gilt: a-b€ P = a € P oder b € P.

Definition 7.9 0 #n € R heifit Nullteiler, wenn es ein x € R, x # 0 gibt, so
daff n-x = 0. Fin Ring R # {0} ohne Nullteiler heifst Integritits—Ring oder
auch nullteilerfrei.

Satz 7.10 P C R ist ein Primideal, genau dann, wenn R/ P ein Integritits—
Ring ist.

Beweis R/ P ist Integritéits-Ring <

(a-b+P=P = acPoderbeP) &
(a-beP = acPoderbeP) &

P ist Primideal O

Definition 7.11 FEin Ideal M C R, M # R heif$st mazximal, falls fir alle Ideale
ICRmitI DOM=1=M oder I =R.

Satz 7.12 M C R ist ein mazimales Ideal < R/ M ist ein Korper.

Beweis
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»,= Wir miissen zeigen, daf} fir » ¢ M die Restklasse r + M ein Inverses
Element in R/ M besitzt, d.h. gesucht ist ein 7’ € R mit r-7'+ M = 1+ M
< r-r—1¢e M. Da M maximal ist und r ¢ M gilt

R = Rr+M
Alsoist 1 € R-r+ M, was zu zeigen war.
»<=“ Sei K ein Kérper. Die einzigen Ideale von K sind {0} und K selbst. Falls
R/ M ein Kérper ist, und I D M ein Ideal von R, n(I) C R/ M das Bild

unter der Quotientenabbildung, so gilt fiir das Ideal w(I), 7(I) = 0 oder
w(I) = R/M. Es folgt also I = M oder I = R.

O

Bemerkung  Maximale Ideale sind insbesondere auch Primideale.

Beispiel 7.1 R = Z, der Ring der ganzen Zahlen. Die Ideale in Z sind von der
Gestalt mZ. Primideale sind die Ideale P = pZ fiir p eine Primzahl und {0}.
Die maximalen Ideale sind die Ideale pZ fiir p eine Primzahl. Insbesondere sind
die Ringe Z/pZ auch Korper.

Zur Existenz maximaler Ideale:

Satz 7.13 I C R sei ein echtes Ideal, dann ist I in einem mazimalen Ideal
enthalten.

Beweis  Sei M = {I' | I C I' C R, I’ Ideal und I’ # R}. Die Relation D
definiert eine Ordnung > auf M, i.e. I1 > I :< I} D Is. Jede total geordnete
Teilmenge T' C M besitzt eine obere Schranke in M:

I"=Jv)em,
YeT

denn I" # R, da 1 ¢ I” und I7 ist ein Ideal. Dazu zeigen wir x € I;, y € Iy (
wobei I1, I»i Elemente aus T sind), dann ist  +y € I7. O.b.d.A. kénnen wir
annehmen, dafl I; D 5. Also ist x +y € I, C IT. Nach dem Lemma von Zorn
besitzt die Menge M ein maximales Element. O

Bemerkung > ist eine Ordnung auf M, bedeutet > ist eine Relation mit
i) x>z
i) z>yundy>ac = z=y
i) z>yundy>2z = >z

Eine Menge T mit Ordnung ist total geordnet, wenn gilt x,y € T' = = > y oder
y > x. Ein Element m € M heifit maximales Element, wenn fiir alle y € M gilt
y>m=y=m.

Satz 7.14 (Lemma von Zorn) (M, >) sei eine geordnete Menge und jede to-

tal geordnete Teilmenge habe eine obere Schranke in M. Dann hat M ein ma-
zimales Element.
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7.5 Der chinesische Restsatz

R sei ein kommutativer Ring, I C R sei ein Ideal. Wir benutzen hier die
Kongruenz—Schreibweise:

z,y€R, z=y(modl): = z—yel.
Klassisches Beispiel ist R = Z, I = mZ C Z. Dann bedeutet
2 = y (mod m)
»2 und y haben den gleichen Rest bei Division durch m*.

Simultanes 16sen von Kongruenzen:

Satz 7.15 (Chinesischer Restsatz) R sei kommutativer Ring, I, 1o, ..., I,
seien Ideale, so daff I; + I; = R, fiir i # j. Gegeben seien x1,...,x, € R, dann
gibt es x € R mat

T = x; mod I;.

Beweis  Wir betrachten zuerst den Fall n = 2. Dann ist I; + Io = R. Gesucht
ist x € R, so daf

x1 mod Iy

T2 mod IQ
Es gilt nun 1 = a1 + a9, mit a; € I;. Setze © = x2a1 + x1a2, dann gilt

= x1a9 mod I; = z1 mod I

= x9a; mod Iy = x5 mod Is .

Im allgemeinen Fall, n > 2, gehen wir folgendermaflen vor: Es ist
L+][L=gR,
i=2

denn es gibt a; € I1,b; € I; mit a; + b; = 1. Also

1=]J(ai+b)en+]] -
i=2 i=2
Es gibt also y; € R mit
y1 = 1lmodl;
y1 = 0mod ﬁ[i, insbesondere
y1 = Omod }:Qﬁir 1>2
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Ebenso gibt es fiir ¢ > 2 Elemente y; € I; mit

y; = 1mod [,
Yi Omod [;, firi#j.

Die {y;},i=1,...,n heiBlen auch orthogonale Idempotente und
T =T1Y1 +T2Yy2 + ...+ TnYn

ist Losung des Kongruenzensystems. O

Wir definieren nun den Produktring:

Definition 7.16 R;, Ry seien Ringe, dann ist R = R1 X Ry ein Ring mit

(r1,m2) 4+ (r1,75) = (r1 472,75 +715)
(T17T2) : (Ti,’l‘é) = (Tl 'Ti’TQ Té)
g = (g 1R,) -

R heifst auch Produktring von R; und Ra.
Aus dem chinesischen Restsatz folgern wir nun

Korollar 7.17 R seiein Ring. I; C R,i=1,...,n, seien Ideale mit I; +-1; = R
fiir i # j. Die Abbildung

f:R — R/ xR/Ihx---xR/I,
x — (r+L,r+10L,...,r+1,)

ist ein surjektiver Homomorphismus mit Kern f = LN N---N1I, =: 1, d.h.
f induziert einen Isomorphismus

f:R/I =5 R/I; x R/Iy x -+ x R/, .

Beweis f ist offenbar ein Homomorphismus. Kern f = 1 NIo N ---N I, ist
ebenfalls klar. Der Chinesische Restsatz impliziert nun, dafl f surjektiv ist. O

Anwendung: R = Z. my,mo,...,m, seien paarweise teilerfremde natiirliche
Zahlen und m =my -mg - -+ - my,. Dann gilt

Z/mZ = Z/miZ X Z/moZ x - x L/ mpZ .
Insbesondere, wenn

m:Hp?
i

die Zerlegung von m in seine verschiedenen Primfaktoren ist, so erhalten wir
einen Ringisomorphismus

Z/mZ = HZ/p?Z.
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8 Lokalisierung

R sei ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge S C R heifit multiplikative Teil-
menge, wenn die Bedingungen

iylesS
i) a,beS=a-be s
erfiillt sind. Wir betrachten nun folgende Relation ~ auf der Menge R x S:
(a,81) ~ (b,s2) = dse€ Smits-(asy —bs1)=0.

Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation und wir bezeichnen die Menge der
Aquivalenz-Klassen mit S~ R. Fiir die Klasse von (r, s) schreiben wir L.

Beuweis, dafi ~ eine Aquivalenzrelation ist: Reflexivitdt und Symmetrie der
Relation sind klar. Fiir die Transitivitét ist zu zeigen:

(a,81) ~ (b,s2)und (b, s2) ~ (¢, 83) = (a,s1) ~ (¢, s3) .

Die Voraussetzung bedeutet, daf} es Elemente s’,s” € S gibt mit 0 = s'(a - s2 —
bs1) = s”(bss — ¢ - s2). Dies bedeutet

0 = SISH (CLSQSg — bSlsg)

= §'s"” (asas3 — s1¢82)

= §'s"sy(as3 —cs1) .

Satz 8.1
i) ~ ist Aquivalenzrelation auf R x S.

ii) Die Menge der Aquivalenzklassen S~'R ist ein kommutativer Ring mit

a+b _at+bs
S t s-t
a b a-b
s t  s-
0 1
OS*lR —i 5 15—1R :i

iii) Die Abbildung v : r +— T von R nach STIR ist ein Ringhomomorphismus
mit v(S) C (STIR)*. Ist 0 ¢ S, so ist v injektiv, genau dann, wenn S

keine Nullteiler enthdlt.

Zum Beweis des Satzes
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i) Ist bereits gezeigt.

ii) Zu zeigen ist im wesentlichen, dafl die Definition der Addition und Multi-
plikation wohldefiniert sind. Dann rechnet man sofort nach, dal S~'R ein
(kommutativer) Ring ist. Wir zeigen hier nur, daf§ + wohldefiniert ist. Es
sei also ‘81—11 = ‘s’—j und i’—i = i’—;. Dann gilt fiir gewisse s,t € S,

0 = s (alsg — a281) ttgtl
0 = t(bltg — bgtl) 558981 .

Addieren der beiden Gleichungen liefert

O = st (SQtQ (a1t1 =+ blsl) — Sltl (a2t2 —+ bQSQ)) .

ait1+bisi _ astotbass
1+t EPRZ I

Es gilt also

iii) Die Abbildung v: 7 + 7 ist offenbar ein Homomorphismus. Wenn s € S,
dann ist v(s) = £ invertierbar in ST'R, denn -1 = £ = 1. Es ist
Kernv = {r | £ = 9}, das heifit fiir 0 # r € Kernv gibt es 0 # s € S mit

s-r = 0. Also ist s ein Nullteiler.
O

Definition 8.2 Der Ring S™'R mit +, - wie im Satz definiert heifit Lokalisie-
rung von R beziiglich S oder auch Quotientenring von R beziiglich S.

Beispiel 8.1 Beispiele fiir multiplikative Mengen und Quotienten—Ringe:
1. Falls 0 € S, so gilt S™'R = {0}.

2. P C R sei ein Primideal, dann ist S = R\ P multiplikativund S~'R =: Rp
heifit lokaler Ring von R an der Stelle P.

3. Wenn S = R*, so ist v: R— S~ 'R ein Isomorphismus, denn £ = v(rs™1).
4. R=7,5=7Z-{0}, ST'R=Q.

5. R = Z, p sei eine Primzahl. Dann ist Z, ein Unterring von Q. Z, = {{ |
(aj,b):]"p/{/b7a7bez}'

Wir verallgemeinern die Kosntruktion der rationalen Zahlen aus Z durch

Definition 8.3 R sei ein Integrititsring, S = R — {0}. Dann ist S~'R ein
Kérper mit R C S™'R. Dieser Korper heifst der Quotientenkorper von R.

Beispiel 8.2 R sei ein Integritéitsring. Es sei R[X] der Ring der Polynome mit
Koeffizienten in R und S = R[X] — {0}. Dann ist S™'R[X] der K&rper der

rationalen Funktionen von iiber R.
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Satz 8.4 (Universelle Eigenschaft der Lokalisierung) S C R sei eine mul-
tiplikative Menge und p: R — R’ sei ein Homomorphismus mit o(S) C (R')*.
Dann gibt es eindeutigen Homomorphismus ps: S™*R — R, so daff psov = .

Diagramm:
R
v 2
-1
ST R 03 R
Beweis  Notwendig ist, dal
r —1
ps( )= @(r)e(s)

Also ist folgt die Eindeutigkeit. Wir miissen zeigen, dafl hierdurch ein wohlde-

finierter Homomorphismus ¢g bestimmt ist. Es sei also % = :—; Dann gibt es

s € S mit

s(r1se —res1) = 0, also auch
o(s)(p(r1)p(s2) —p(r2)p(s1)) = 0
Da ¢(s) invertierbar ist folgt
@(ri)p(s2) — p(r2)p(s1) = 0.

Und deswegen auch ¢(r1)p(s1)™! = o(r2)¢(s2) "t Somit ist 5 wohldefiniert
und offensichtlich auch ein Homomorphismus ist. O

8.1 Abbildungsverhalten von Idealen unter Lokalisiserung
Es sei
v:R— ST'R

die Lokalisierung beziiglich S und I C R sei ein Ideal. Dann ist
S = {g €S'R|acI}

ein Ideal in S™'R. S~'I ist eine additive Untergruppe, denn fiir a;,as € I ist

D= %Sfll. Denn aus a1, as € I folgt ais2, s1as € I. Ebenso folgt

STIRSTIc ST

Satz 8.5 I1,I> C R seien Ideale, dann gilt
1. STY L+ L)=S"LH+S ',
2. S7Y I - L)=S"'-S7'L,
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3. S_l(Il n Ig) = S_lfl N 5_1[2
Beweis
1. Es seien a; € I; und s, s1, 82 € S. Dann ist

a1 + a2 ay = ag

571(114—[2)9 p :?—f—? 6571[14-571[2

und umgekehrt

S 4SS aas WS G251 goap gt
S1

52 5152 S182 8182

2. + 3. Ubung. O

9 Hauptidealringe und faktorielle Ringe
R sei ein kommutativer Ring.

Definition 9.1 FEin Ideal I C R heif$it Hauptideal, wenn I = R-a fir eina € R.
Ein Ring heifst Hauptidealring, wenn jedes Ideal ein Hauptideal ist.

Beispiel 9.1 Z: alle Ideale sind von der Gestalt mZ, fiir ein m € N, also Z ist
ein Hauptideal-Ring.

Fiir Hauptidealring verwenden wir manchmal die Abkiirzung HIR. Wir schrei-
ben (aq,...,a,) fir das von den Elementen a; € R erzeugte Ideal in R.

9.1 Faktorielle Ringe

Es sei R ein Integritétsring.

Definition 9.2 a € R, a # 0 heifit irreduzibel, wenn a keine Finheit ist und
wenn aus a = b - ¢ folgt, dafS entweder b oder c eine Einheit ist.

Beispiel 9.2 Wenn (a) C R ein Primideal ist, dann ist a irreduzibel.

Beweis  Es sei a = b-c. Nun folgt (da (a) Prim ist) ohne Einschrinkung,
daB8 b € (a) ist, das heifit b = ra fiir ein r € R. Also ist a = (r¢)a. Da R ein
Integritatsring ist, ist rc = 1, also ist ¢ ist eine Einheit. O

Beispiel 9.3 Die irreduziblen Elemente in Z sind die Zahlen +p, mit p € N
eine Primzahl.

Eine wichtige Eigenschaft des Ringes der ganzen Zahlen ist, daf jede Zahl eine
eindeutige Primfaktor—Zerlegung hat.

Definition 9.3 a € R hat eine eindeutige Faktorisierung in irreduzible Ele-
mente, wenn
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1. a = p- ], pi, wobei p € R ein Einheit ist und die Elemente p; € R
irreduzibel sind.

2. Fiir jede weitere Zerlegung a = p' - 1;_, p} gilt r = s und (nach méglicher
Permutation der Indizes) gilt p}, = p;p; fiir Einheiten p; € R*.

Definition 9.4 R sei ein Integritdtsring. R heif§it faktorieller Ring, wenn jedes
0 # r € R eine eindeutige Faktorisierung in irreduzible Elemente hat.

9.2 Der grosste gemeinsame Teiler

R sei ein Integritétsring und a,b € R. Wir sagen a | b (a teilt b), wenn b = ra
fiir ein r € R. Ein Teiler ¢ von a und b heifit grdsster gemeinsamer Teiler von a
und b (bezeichnet mit ggT(a,b)), wenn fiir alle d € R gilt

dla und d|b = d]c.

Satz 9.5 R sei ein Integritditsring und ein HIR. Es seien a,b € R. Dann ist
ein ¢ € R mit (c) = (a,b) ein ggT von a und b.

Beweis  (c¢) = (a,b). Dann folgt ¢ | @ und ¢ | b und weiter ¢ = syja + s2b, fiir
gewisse s1,82 € R. Wenn d | a und d | b, so gibt es t1,t2 € R mit dt; = a und
dts = b. Dann

c = Sl'tl'd+82't2'd
= (Sl'tl—l—Sg-tg)'d,

also d | c. m|

Satz 9.6 R sei ein Integrititsring und ein HIR, dann ist R faktoriell.

Beweis  Wir zeigen zuerst die Existenz der Zerlegung in irreduzible Elemente.
Sei S = {a € R | a hat keine Zerlegung }. Betrachte eine aufsteigende Kette

(%) (a1) C (a2) C ...

mit a; € S. Dann ist |J;2, (a;) = I ein Ideal und also I = (a) mit a € (a,) fiir
ein n. Also
(a) C (ap), dasheit I = (ay)

und die Kette () ist endlich. Die Menge S besitzt also maximale Elemente,
d.h. Elemente a, so daf gilt fiir alle b € S folgt aus (a) C (b), daB (a) = (b).
Insbesondere gilt fiir jedes Ideal I = (d) mit I 2 (a) und I # (a), dal d
eine Zerlegung in irreduzible Element hat. Da a € S ist, hat a eine Zerlegung
a = ay - az mit (a;) 2 (a), somit haben die a; eine Zerlegung in irreduzible
Elemente, also auch a. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, da$ S # 0. O

Zum Beweis der Eindeutigkeit einer Zerlegung bendttigen wir das folgende
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Lemma 9.7 R sei ein HIR, p € R sei ein irreduzibles Element und p | a - b.
Dann gilt p | a oder p | b.

Beweis des Lemmas ~ Wir nehmen an, dafl a nicht von p geteilt wird, dann ist
ggT(a,p) =1, also (a,p) = (1) und 1 = a-ry +ro - p fiir gewisse r; € R. Also ist

b=(a-b)ri+(b-r2)-p

und insbesondere gilt p | b. m|

Fortsetzung des Beweises von Satz 9.6 ~ Wir miissen noch die Eindeutigkeit
einer Zerlegung von a € R in irreduzible Elemente zeigen. Es sei

T S
a=p-[[pi=u-]]r
=1 =1

Au dem Lemma folgt, daB p} | p; fiir ein j also p} = p1p; und deswegen

T S
a = (uu)py [[pi=wv ]2}
?;1. 1=2
i#j
Also gilt
T S
(wn) [Tpe = o ]
! i=2
A
und die Behauptung folgt durch Induktion. ]

Beispiel 9.4 (Ganze Gaufische Zahlen) Der Ring
Zii)={m+ni|mneZ} cCC

ist ein Unterring der komplexen Zahlen und wird Ring der ganzen Gaufischen

Zahlen genannt. Die Gruppe der Einheiten von Z[i] ist Z[{]* = {1,—1,4, —i}.

Wir werden spéter sehen, daf§ Z[¢] faktoriell, sogar ein Hauptidealring ist und die

irreduziblen Elemente diese Ringes bestimmen. Zum Beipiel hat die Primzahl
2 € Z die folgende Zerlegung in Z[i]:

2=(1+4)(1—1).

Das heifit 2 ist nicht irreduzibel in Z[i]. Jedoch (1 + 7) ist irreduzibel in Z[i].
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10 Euklidische Ringe

R sei ein Integritatsring. Eine Funktion
d:R—-{0} - NuU{0}

heifit Gradfunktion, wenn es in R eine Division mit Rest beziiglich d gibt, das
heif3t

VabeR, b0 Jgrer @ =q- b+,
und es gilt wenn r # 0, daf d(r) < d(b).

Definition 10.1 Wenn R eine Gradfunktion und Division mit Rest hat, dann
heifst R ein euklidischer Ring.

Beispiel 10.1 Z ist ein euklischer Ring mit dem Absolutbetrag als Gradfunk-
tion. D.h. fiir m € Z ist d(m) = |m).

Satz 10.2 Fuklidische Ringe sind Hauptidealringe (und also insbesondere fak-
toriell).

Beweis I C R sei ein Ideal. Dann existiert ein 0 # a € I, das ein Element
kleinsten Grades in [ ist. Fiir b € I fithren wir die Division mit Rest durch a
aus und erhalten

b=a-q+r.

Wobei dann r € T und falls » # 0 ist deg(r) < dega. Also ist r = 0 und deswegen
I=(a) O

10.1 Der euklidische Algorithmus

Sei R ein euklidischer Ring und d : R — {0} — N U {0} die Grad-Funktion.
R ist ein Hauptidealring und je zwei Elemente in R besitzen einen grofiten
gemeinsamen Teiler. Wir erinnern an die Definition des grofiten gemeinsamen

Teilers: Fiir a,b € R, heiit ¢ € R mit ¢ | @ und ¢ | b der ggT von a und b, wenn
fir alle d € Rmit d | a und d | b auch d | c.

Satz 10.3 (Euklidischer Algorithmus) FEs g¢ibt einen Algorithmus, der zu
a,b € R Elemente u,v € R berechnet mit

1. ¢ =au+ bv ist der ggT von a und b.
2. d(u) < d (%) und d(v) < d(2).
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Beweis Der euklidische Algorithmus berechnet den ggT durch wiederholte
Division mit Rest. Betrachte die Folge von Divisionen mit Rest

a = q@b+ry, ro=0>b
b = qory+ro
rL = q3T2+7T3
Thk—1 = Qk+1Tk + Th+1
Tk = (qe4+2Tk+1

Die Folge r; wird schliellich 0 and der Stelle k+2, da in jedem Schritt d(rj;1) <
d(r;) gilt. Setze ¢ = rg41, dann gilt ¢ | 7j41 und ¢ | r; fiir alle 7, also auch ¢ | a
und c¢ | b. Umgekehrt falls d | @ und d | b dann (induktiv aufsteigend) d | r; fiir
alle j, also auch d | 41 = c¢. Also ist ¢ ein ggT von a und b.

Zur Berechnung von u und v: Setze uy = 1 und ug = 0, sowie fiir j > 1

Uj =Uj—2 — qjUj—1 -
Dann gilt in jedem Schritt
;i =uj-a+v;-0b.

Insbesondere gilt
c=rp=ugp-a+uvg-b,
alsou = up und v = v, = (C_—;"a). Seiy = % und x = %, dann sind alle Lésungen
von
c=u-a+v b

von der Gestalt
W=u+Ay vV=v-Auz

mit A € . O
Beispiel 10.2 R =Z[X], a = X,b= 2. Dann ist ggT(X,2) = 1. Aber es ist

Z[X] > (X,2)D>(X) D (0)

eine echt absteigende Folge von Idealen in Z[X]. Die Ideale (X, 2), (X), (0) sind
sogar Primideale. Das Ideal (X, 2) ist kein Hauptideal. Betrachten wir (X, 2) in
Q[X], so ist (X,2) = Q[X] ein Hauptideal, erzeugt von ggT(X,2) = 1.

10.2 Polynome in einer Variablen

R sei ein Ring. Wir geben eine Konstruktion fiir den Ring der Polynome mit
Koeffizienten in R. Hierzu betrachten wir Abbildungen f : N U {0} — R mit
der Eigenschaft f(j) = 0 fiir alle bis auf endlich viele j. Die Abbildungen X? :
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NU{0} — R seien definiert durch X*(i) = 1, X*(j) = 0 fiir j # i. Dann koénnen
wir schreiben f = ZZ a; X* mit a; € R, wobei nur endlich viele a; verschieden
von 0 sind. Die Menge solcher Abbildungen bildet mit der Addition

(f +9)(i) = f(i) + g()
und der Multiplikation
(f-9)@) = D flk)g(ks)
k1+ko=i

einen Ring, den Polynomring R[X]. Falls f # 0, so heifit die grésste Zahl n mit
f(n) # 0 der Grad von f und wir schreiben n = deg f. (Fiir f = 0 definiert
man oft deg f := —o0). Ein Polynom 0 # f € R[X] vom Grad n ist also von
der Gestalt

f(X)=) aiX"a; €R, an #0.
i=0
Bemerkung  Polynome definieren Funktionen auf dem Ring R durch , Einset-
zen“: Wenn

f(X) =) a;X'€R[X],
i=0
dann setzen wir fiir r € R
f(r)= Z a;rt .
i=0
Dann ist f : R — R die zu f gehorende Funktion.

Beispiel 10.3 R =Z/2Z. Es sei
f(X)=X?*+X#0,€ Z/2Z [X] .

Dann ist f ein Polynom vom Grad 2 und verschieden von 0. Jedoch ist f(r)=
r—+ 1 =2r =0 fiir alle r € Z/2Z. Also ist f die Nullfunktion.

Satz 10.4 Wenn R ein Integrititsring ist, dann ist R[X] ein Integrititsring
und es gilt

deg(p1 - p2) = (degp1) + (deg p2)
fiir 0 # py, p2 € R[X].

Anwendung: R sei ein Integritéitsring, dann ist f € R[X] eine Einheit, genau
dann, wenn f(X) = ap mit ap € R*.

Satz 10.5 (Polynomdivision) Sei K ein Korper, p1,ps € K[X], dann gibt
es eindeutige Polynome q,r € K[X] mit

pr=¢q-p2+r

und degr < degps. Insbesondere gilt: K[X] ist ein euklidischer Ring.
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Beweis  Fiir ein Polynom 0 # p = Y. ;a; X" € R[X] bezeichne LC(p) den
»Leitkoeffizienten® von p, d.h. LC(p) ist der Koeffizient aqgegp. Der folgende
Algorithmus berechnet ¢ und r. ,Pseudo-Code*:

qg=0,r =p;. WHILE ( degr > degps)DO

g = g+ LC(r) . x (grad r—grad p»)

Lc(pz)
LC(r) d r—grad
r: = r — . X(gra‘ T gra‘ p2) .
LC(Pz) b2
{p1=q-p2+r}END
Die Eindeutigkeit ist klar. O

a € R heifit eine Nullstelle von p € R[X], wenn p(a) = 0.

Satz 10.6 R sei ein Integrititsring, dann hat ein Polynom p[X] € R[X] vom
Grad n héchstens n Nullstellen.

Beweis  Da R C Quot (R) in seinem Quotientenkdrper nethalten ist, geniigt
es, das Resultat fiir den Fall R = K, wobei K ein Korper ist, zu zeigen. Fiir
jeds a € K gibt es dann ¢, r, so daf

p(X) =q(X) - (X —a) +r(X)

mit degr < 1. Es sei nun p(a) = 0. Falls » = 0 ist, so folgt die Behauptung mit
Induktion, denn degq = (degp) — 1. Sonst ist r eine Konstante rg # 0. Dies
kann aber nicht sein, da

0=p(a) =qla)(a —a)+rog=ro .

Beispiel 10.4
i) R=12Z/8Z, p(X)= X?— 1. Dann hat p die Nullstellen 1,3,5,7 in R.

ii) Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist C ein algebraisch abgeschlos-
sener Korper. Jedes Polynom p € C[X] von Grad n schreibt sich als
Produkt von Linearfaktoren.

Anwendung;:

Satz 10.7 K sei ein Kérper, dann ist jede endliche (multiplikative) Untergrup-
pe U C K* zyklisch.

Beweis  Es ist

v= ][ vw

plord(U)
ein Produkt von p—Gruppen U (p). Deswegen reicht es zu zeigen, dafl U(p) zy-
klisch ist. Sei m = |U(p)|. Falls U(p) nicht zyklisch ist, so ist p' < m ein
Exponent fiir U(p), das heifit 2P —1=0,Vx € U(p). Das kann aber nicht sein,
also ist U(p) zyklisch. m|

49



11 Ganze Zahlen in quadratischen Zahlenkoérpern

0 # d € Z sei eine ganze Zahl, die quadratfrei ist und es sei

a=vVd fir d = 2 (mod4)oder
d = 3 (mod4)

1+Vd
o=

5 fir d

1 (mod 4)

Dann ist
Q(WVd) ={r+svd|rseQ}cC

ein Korper. (Q(\/E) heiflt ,reell quadratischer Zahlkorper® falls d > 0, sonst
heift Q(V/d) ,imaginir quadratischer Zahlkérper®). Die Ringe

O4=Zlo] = {m+na | m,n ez} Cc QVd]
heifien die Ringe ganzer Zahlen in Q[v/d].
Beispiel 11.1 d = —5, a = \/—5. Z[/=5] ist nicht faktoriell (Ubung 11). Das
heift Z[v/d] ist im allgemeinen nicht faktoriell.
Satz 11.1 Die Ringe Oq4 sind euklidisch fird = —11,-7,-3,—-2,—-1,2,3,5,13.
Bemerkung Oy ist faktoriell fiir d < 0 genau dann, wenn —d € {1,2,3,7,11,19,
43,67,163}. Fiir d > 0 wird vermutet, dafl unendlich viele O faktoriell sind.
Zum Beweis des Satzes ~ Wir beweisen nur den Fall d = —1, O_; = ZJi].
Betrachte die komplexe Konjugation o : Z[i] — Z]i], das heifit

oc:m+ni—m—ni

und die zugehorige Normfunktion N(x) = z-o(x) = m? +n?. Es gilt N(z-y) =
N(z)N(y) und N ist definiert auf dem Korper Q(7). Wir wollen zeigen, dal N
eine Gradfunktion auf Z[i] ist. Wir zeigen hier fiir, daf§ es fiir a,b € Z[i] ein
q € Z[i] gibt mit N(a — b-¢q) < N(b). Dann ist N eine Grad-Funktion. Nun
folgt N(a —b-q) < N(b) aus N(% — q) < 1. Also reicht es zu zeigen: Fiir jedes
p = % € Q]i] gibt es ein ¢ € Z[i] mit N(8 — q) < 1. Die Menge Z[i] C C ist ein
Gitter in C:

und N ist das Quadrat des euklidische Abstandes. Das Gitter Z[i] hat nun die
Eigenschaft, dafl alle Elemente z € C Abstand < 1 zu den Gitter-Punkten
haben, d.h. im Innern eines Balls vom Radius 1 mit Zentrum z liegt wenigstens
ein Punkt aus Z[i]. m|

Bemerkung  Fiir die Ringe Q(\/E) existiert eine multiplikative Funktion
N, wie im Fall d = —1. Vergleiche Ubung 11.
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11.1 Primelemente im Ring der ganzen Gauflschen Zahlen

Unser Ziel ist es, die Primelemente im Ring der ganzen Gauflschen Zahlen
Ziil={m+in|m,neZ} C Q®)
zu bestimmen. Die Normfunktion
N : Z[i] - Ny

definiert durch
N(m +in) = m? + n?

macht, wie wir gesehen haben, Z[i] zu einem euklidischen, also insbesondere
auch zu einem faktoriellen Ring. In einem faktoriellen Ring sind die irreduziblen
Elemente sogar Primelemente, d.h. es gilt fiir 7 € Z[i] irreduzibel, da 7 | a-b =
7 | a oder m | b, fiir alle 0 # a,b € Z[i].

Satz 11.2 p € Z sei eine Primzahl in Z. Dann gilt entweder
i) p bleibt ein Primelement in Z[i] oder

it) p==£m- 7 fir ein Primelement m € Z[i]. (wobei @ = das zu m komplex
konjugierte Primelement ist)

Es gilt weiter: Jedes Primelement m € Z[i] teilt eine eindeutige Primzahl p € Z.

Beweis  Fiir ein Primelement 7 € Z[i] ist N(7) = -7 € Z. Somit gilt 7 | N ().
Da N(m) # +1, teilt 7 also auch eine Primzahl p. Da Z][i] ein Hauptidealring ist,
bleiben zwei in Z teilerfremde Primzahlen p, ¢ auch teilerfremd in Z[i]. Deswegen
ist die zu 7w gehorige Primzahl p eindeutig bestimmt.

Da 7 | p konnen wir schreiben

p=m:- 7T/ )
fiir ein 7’ € Z[i]. Es folgt N () - N(7') = p2. Im Fall, da N(7’) = 1 ist, ist p
ein Primelement in Z[i]. Also gilt Fall i). Sonst ist N(7) = p = 7 - 7. Also gilt
Fall ii). O
Satz 11.3 p € Z se:i eine Primzahl. Dann gilt:

i) p bleibt eine Primzahl in Z[i], genau dann wenn p = 3 mod 4.

i) p=+7- 7T, wobei m und T nicht assoziiert zueinander sind, genau dann
wenn p = 1 mod 4.

i) p=2=(1+1i)(1—1i)=—i(l+14)?2
Wir erhalten aus dem Satz die Liste der Primelemente in Z[i]:
(1414),3, (14 20), (1 — 24),7, 11, (3+ 2i), (3 — 20), (4 + i) (4 — i), 19, ...

Beweis
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i) Wenn p = +7 -7 = m? + n? so folgt, dal p = 1 mod 4, da 0 und 1 die
einzigen Quadrate mod 4 sind. Es folgt somit i).

ii) Falls p=1mod 4, so ist p— 1 =0 mod 4. Da F}, zyklisch ist, ist —1 = wk,
wobei i = <y >, k= 4(p—1) = 2k, also ist —1 = p2* = (u*')? ein
Quadrat in F,. Deswegen gibt es ein 0 < z < p mit 22 + 1 = p - m, wobei
m <p. FirT=x+1i¢€Z[] ist

N(r)=p-m.
Also gilt fiir einen der Primteiler von 7:
N(r)=p, dh.p=m-7.
iii) Ubung.

O

Korollar 11.4 FEine Primzahl p ist genau dann Summe zweier Quadrate, wenn
p=2 oder p=1mod4.

12 Polynomringe

Sei R ein Ring. In diesem Abschnitt wollen wir den Ring der Polynome in n-
Variablen mit Koeffizienten in R konstruieren.

12.1 Monome

Ny bezeichne die Menge der ganzen Zahlen > 0. S sei eine endliche Menge.
Dann sei N(S) := {¢ : S — No} und fiir ¢, ¢ € No(S) sei das Produkt durch

() (x) == p(x) + ¥(x)

erklirt. Fiir # € S, definieren wir die Funktion z° € No(S) durch z°(z) = i und
z'(y) = 0 fiir y # x. Dann schreibt sich ¢ € No(S) als

o= H;v”(””) firv:S—Ng, v=0¢p
xS
und es gilt fiir u,v : S — Ny
(H xV(z))(H () = H Lr@)tu@)
resS xS resS

Fiir ein v : S — Ny definieren wir:

M, = H 2v(®)
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Die Ausdriicke M, nennen wir primitive Monome. Sie bilden einen Monoid mit
dem auf N¢(S5) definierten Produkt.

Wir betrachten nun formale Summen der Gestalt

D aw My,

)

wobei v iiber alle Abbildungen S — Ny lauft, a(,) € R und ag,y = 0 fiir
alle bis auf endlich viele v. Die Menge aller solcher Summen bezeichen wir mit
R[Ny < S >]. Mit der Addition

D aw)Muy+ D buyMu)) =Y (aw) + b)) M)
) @) )

und Multiplikation

O awmyMw) - QO beyMw) =D D b Mw)
@)

) (¥) (p)+(p2)=(v)
bildet R[N (S)] einen Ring.
Essei S = {X;,..., X, } die Menge der verschiedenen Symbole X1, Xs, ..., X,,.

Dann schreiben wir R[X71, ..., X,,] fiir R[N (S)]. Die Elemente p € R[X7, ..., X,]
sind von der Gestalt

p = ZG’VXV:ZG/UX;(I)"'X,Z(").

Wir nennen R[X7, ..., X,] den Ring der Polynome in den n-Variablen X1, ..., X,
mit Koeffizienten in R.

12.2 Elementare Eigenschaften von Polynomen

i) Polynome als Funktionen auf R™:
p=>,aX"€R[X,...,X,] definiert eine Funktion p : R" — R durch

p (Tla cee 7Tn) = Z GV’]";(l) ..... T'Z(n) .

ii) (ai,...,an) € R™ definiert einen Ringhomomorphismus
R[X1,...,Xa] = R
(,,Einsetzungshomomorphismus*) durch

pr—play,...,an) .
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iii) Es gibt einen kanonischen Isomorphismus
R[Xy,...,X,] = R[Xi,...,Xn][X4],
denn wir kénnen durch
(X1, Xn) = > pi(Xn,. . Xe1)X])
J
jedes Polynom p € R[Xq,...,X,] als ein Polynom mit Koeflizienten in
R[X1,...,X,_1] auffassen. (Beweis als Ubung)
Nach Satz 10.4 folgt aus iii):

Satz 12.1 R sei ein Integrititsring. Dann ist auch der Polynomring R[ X1, ..., X,]
ein Integritdtsring.

Wir haben schon gesehen (Satz 10.6), dafl der folgende Satz gilt:

Satz 12.2 Sei K ein Korper, p € K[X] mit grad p = n. Dann hat p héchstens
n Nullstellen.

Hieraus folgt nun das

Korollar 12.3 K habe unendlich viele Elemente. Wenn p € K[Xq,...,X,] die
Nullfunktion auf K™ induziert, dann ist p = 0.
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