II. Ringe und Moduln

fiir etwas Fortgeschrittene

I1.1 Algebren
2.1.1 Definition/Bemerkung (Die Kategorie der R-Algebren)

a) Es sei R ein Ring. Eine R-Algebra ist ein R-Modul A, der gleichzeitig ein
Ring ist (natiirlich mit derselben Addition), und dessen Multiplikation R-bilinear
ist, das heif}t, dass zusétzlich zum Distributivgesetz auch noch gilt:

\V/Tl,T'Q c R, ay, g € A: (rlal) . (TQCLQ) = 7’1?”2(&1&2).
b) Wenn A eine R-Algebra ist, dann ist die Abbildung
ta:Ror—ua(r):=r-14€ A

ein Ringhomomorphismus. Wegen der Bilinearitdt der Multiplikation liegt das
Bild von ¢4 im Zentrum Z(A) von A:

Z(A)={a€ AV e A:ax = za}.
Dies folgt aus
Vre Roa€ A:wa(r)-a=(rlg)a=1r-(1aa) =1 (als) =a-(rly) =a-va(r).

Insbesondere ist das Bild von R unter ¢4 ein kommutativer Ring.

¢) Wenn umgekehrt R und A Ringe sind und wir einen Ringhomomorphismus
t: R — Z(A) haben, so definiert dieser auf A die Struktur eines R-Moduls
und macht A zu einer R-Algebra.

d) Wenn A und B zwei R-Algebren sind, so sind die R-Algebren-Homomorphis-
men zwischen A und B genau die Ringhomomorphismen, die auch noch R-linear
sind. Das definiert die Menge Hompg_ 4;4(A, B). Die R-Algebren sind damit eine
Kategorie, die Verkniipfung zweier Homomorphismen ist die Komposition der
Abbildungen.

e) Es sei [R, R] das Ideal in R, das von den Kommutatoren rs — sr, r,s €
R, erzeugt wird. Dieses heifit das Kommutatorideal von R. Dann ist R/[R, R]
kommutativ, und jeder Homomorphismus von R in einen kommutativen Ring
faktorisiert tiber R/[R, R|. Die Vorgabe einer R-Algebra ist also dquivalent zur
Vorgabe einer R/[R, R]-Algebra.

Wir werden im Weiteren meistens voraussetzen, dass R kommutativ ist.
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2.1.2 Beispiele (ein paar Algebren)

a) Fir einen kommutativen Ring R ist der Polynomring R[X] eine R-Algebra.
Hierbei braucht man, dass R kommutativ ist, da R ja isomorph zu einem Teilring
des Zentrums von R[X] sein soll.

Der Polynomring iiber einem nicht kommutativen Ring R ldsst sich natiirlich
auch definieren, aber das Rechnen mit ihm ist tiickisch. Er ist nur noch eine
Algebra iiber dem Zentrum von R.

b) Allgemeiner ist fiir einen kommutativen Ring R und ein Monoid M der Mo-
noidring R[M] eine R-Algebra.

Zur Erinnerung: R[M] := Abb(M, R), ist die Menge aller Abbildungen von
M nach R mit endlichem Tréger. Dies ist ein freier R-Modul mit einer Basis
{6m | m € M}, wobei

0, falls z # m,
1, falls z =m.

VxeMzém(a:):{

Die Multiplikation in R[M] ist durch R-bilineare Fortsetzung der Vorschrift
Om * Op := O gegeben.

Dies liefert einen Funktor von der Kategorie der Monoide in die Kategorie der
R-Algebren, wobei fiir eine Abbildung f : M — N zwischen Monoiden die
Abbildung R[M] > > 1/ TmOm — > e TmOram) € R[N] ein R-Algebren-

Homomorphismus ist.

c) Auch der Matrizenring R™ "™ =: M, (R) ist eine R-Algebra, wenn R ein
kommutativer Ring ist.

d) Jeder Ring ist eine Algebra iiber seinem Zentrum (beziiglich der Einbettung).

Jeder Ring A ist eine Z-Algebra beziiglich des einzigen Ringhomomorphismus
von Z nach A. Die Kategorie der Z-Algebren ist natiirlich dquivalent zur Kate-
gorie aller Ringe.

e) Wenn K ein Kérper und L ein Erweiterungskorper von K ist, dann ist L
insbesondere eine K -Algebra. In der Galoistheorie wird das implizit immer so ge-
handhabt. So betrachtet man dort ja fiir zwei Erweiterungskorper gerade die K -
linearen Ringhomomorphismen, also die K -Algebrenhomomorphismen. Genauso
betrachtet man die K -linearen Automorphismen eines Erweiterungskorpers, also
die K -Algebren Automorphismen (die wir nicht gesondert definiert haben — es
sind die Automorphismen in der Kategorie der K -Algebren).

2.1.3 Definition (freie Algebra)

Es sei R ein kommutativer Ring. Jede R-Algebra ist auch eine Menge, und das
gibt einen Vergiss-Funktor von R — Alg nach Men. Gibt es einen dazu linksad-
jungierten Funktor? Das wére ein Funktor, der jeder Menge S eine R-Algebra
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R][S] zuordnet, sodass man fiir jede R-Algebra A natiirliche Isomorphismen
7s.A - Abb(S, A) —_— HOHlR,Alg(R[SL A)

erhélt. Solch eine Algebra R[S] ist die freie R-Algebra tiber dem Alphabet S ; sie
lasst sich so konstruieren:

Zu S gehort das freie Monoid

M:=S"uSstuS*y... = U S™  (disjunkte Vereinigung).

n€eNg

Dabei ist S™ das n-fache kartesische Produkt von S, also die Menge aller Abbil-
dungen von {1,...,n} nach S. Speziell ist S eine Menge, die aus einem Element
(dem leeren Wort) besteht. Die Verkniipfung in M ist das Hintereinandersetzen
von Tupeln:

S"x S* 3 (51, 180), (b1, oo k) = (51,0, Spy by, ..o, 1) € S™FR.

Wir haben eine offensichtliche Identifikation von S mit S' C M. Dieses freie
Monoid erfiillt eine universelle Abbildungseigenschaft: Fiir alle Monoide (XV, o)
und alle Abbildungen f:S — N gibt es genau einen Monoidhomomorphismus
f von M nach N, der f von S* nach M fortsetzt:

F(s1-50)) i= fls1) 0 f(sa) 00 f(sn).
Zu guter Letzt bilden wir den Monoidring R[M] (siehe 2.1.2 b)). Wir schreiben
R{S} := R[M] und nennen dies die freie R-Algebra tiber S.

Nun sei A eine beliebige R-Algebra und f : S — A eine Abbildung von
Mengen. Dann gehort dazu eine multiplikative Abbildung vom freien Monoid M
nach (A,-), ndmlich

(51,5 8n) = fls1) - fls2) -+~ f(sn).

Die R-lineare Fortsetzung hiervon liefert einen R-Algebren-Homomorphismus
von R{S} nach A. Damit haben wir eine Abbildung

Ns A - Abb(S, A) — HomR_Alg(R{S}, A)

definiert. Diese ist injektiv, da die Elemente d,,, m € M, eine R-Basis von R{S}
bilden. Sie ist surjektiv, da sich ein R-Algebren-Homomorphismus & : R{S} —
A aus der Abbildung f:S — A, s+ ®(J;), zuriickgewinnen lésst.

Man rechnet nach (z.B. mit Yoneda), dass diese Abbildungen ng 4 zeigen, dass
die Funktoren S ~» R{S} und (A als Algebra) ~»(A als Menge) zueinander
adjungiert sind.



2.1.4 Definition/Bemerkung ( K -Algebren)

Es seien K ein Korper und A # {0} eine K -Algebra. Dann ist fiir jedes a € A
die Abbildung

fo: A— A, po(x) = ax,

ein Endomorphismus der additiven Gruppe von A. Da die Multiplikation K -
bilinear ist, ist dieser Endomorphismus sogar K -linear. Da A auflerdem ein
Einselement hat, ist die Abbildung

p:A— Endg_vgr(A), a— p,

injektiv. Sie ist ein injektiver K -Algebren-Homomorphismus, und das sagt, dass
A sich auffassen ldsst als K -Unteralgebra (es ist klar, wie das zu definieren ist!)
der Algebra Endg_yr(A).

Das ist wieder einmal ein Analogon zum Satz von Cayley, dass jede Gruppe
isomorph zu einer Untergruppe einer symmetrischen Gruppe ist.

Wenn A n-dimensional ist, so ist also A isomorph zu einer Unteralgebra von
M, (K). Mit dieser Methode lésst sich oft entscheiden, ob es eine endlichdimen-
sionale Algebra mit vorgegebenen Eigenschaften gibt oder nicht.

Auflerdem sind damit fiir eine endlichdimensionale K -Algebra A folgende Be-
griffe fiir a € A definierbar:

Spur(a) := Spur(u,), N(a) := Norm(a) := det(u,).

Die Spur ist eine Linearform auf dem Vektorraum A, die Norm ist multiplikativ
und homogen vom Grad dimg(A), was heift:

Vr e K,a,b e A: N(rab) = rti™« AN (a)N(b).

Wenn a € A invertierbar ist, dann folgt A (a)N(a™!) = 1, also ist die Norm
von a eine Einheit in K. Ist umgekehrt die Norm von a eine Einheit in K,
so ist p, im Endomorphismenring invertierbar, aber diese Inverse ist — wegen
Cayley-Hamilton — ein Polynom in , , also selbst im Bild von g, und damit ist
a in A invertierbar.

2.1.5 Bemerkung ( Verkettungsoperatoren)

Die Homomorphismen zwischen zwei A-Moduln M und N heiflen oft auch Ver-
kettungsoperatoren. So ein Homomorphismus ® muss fiir alle a € A das folgende
Diagramm kommutativ machen:

M ="M
P | |
N = N



Im Englischen sind das die intertwining operators.

Wenn A eine K -Algebra ist, darf man sich bei der Suche nach solchen ® auf
K -Vektorraum Homomorphismen beschrinken, was die Sache manchmals tiber-
sichtlicher macht. Und dann langt es, das obige Diagramm fiir alle a in einem
fest gewahlten Algebren-Erzeugendensystem von A auf seine Kommutativitit
zu tiberpriifen. Wenn zum Beispiel A = K[G] ein Gruppenring ist, dann be-
steht End, (M) genau aus den K -linearen Abbildungen von M nach M, die
zusitzlich G-adquivariant sind.

Fiir jeden endlich erzeugten Modul M f{iber einer endlich dimensionalen K -
Algebra A (d.h. Vorgabe eines Ringhomomorphismus p : A — End(M)) gibt
es die Linearform

S, A— K, a— Spur(p(a)).

Hierbei wird benutzt, dass jeder A-Modul ein K -Vektorraum ist, und bei unseren
Voraussetzungen endlichdimensional sein muss. Ist namlich {as,...,a,} eine K-
Basis von A und {my,...,m;} ein A-Erzeugendensystem von M , dann enthilt

{pla)(my) [ 1<i<n1<j<i}

eine K -Basis von M .

Diese Linearform liefert eine Bilinearform 7, auf A vermoge
To(a1, az) == S,(ay - az).
Wir werden spéter auf diese sogenante Spurform (7 steht fiir trace) zu sprechen
kommen.
2.1.6 Definition/Bemerkung (halbeinfach)

Es seien A ein Ring und M ein A-Modul.

a) M heifit einfach, wenn M # {0} gilt und wenn M und {0} die einzigen
A-Untermoduln von M sind.

b) M heifit halbeinfach, wenn es zu jedem Untermodul U von M einen komple-
mentiren Untermodul V' gibt, fiir den also

M=UaV

gilt. Jeder einfache Modul zum Beispiel ist halbeinfach.

¢) Wenn man eine Zerlegung von M als M = U@V mit Untermoduln U und V
hat, so sind die Projektionen von M auf U ldngs V und auf V ldngs U jeweils
A-Modul-Homomorphismen.

d) Ein Ring A heit halbeinfach, wenn er als A-Modul halbeinfach ist.

Vorsicht: Ein einfacher Ring ist einer ohne zweiseitige Ideale; das ist nicht dasselbe
wie die Forderung, dass er als A-Modul einfach sei.

5



2.1.7 Beispiel

a) Es sei K ein Korper. Der Ring A == {(¢?) | a,b € K} C My(K) ist eine
K -Algebra. Sie ist nicht halbeinfach, denn zu dem Linksideal K - (8 (1)) gibt es
kein komplementéres Linksideal.

Ein Korper hingegen ist immer halbeinfach.

Der Matrizenring A = K™*" iiber einem Korper K ist einfach als Ring; aber als
Modul ist er die direkte Summe von n einfachen A-Moduln (Ubung!).

b) Ein einfacher A-Modul M ist immer von einem beliebigen Element m €
M ~ {0} erzeugt. Die Abbildung

A— M, a—a-m

ist dann ein surjektiver A-Modulhomomorphismus, und der Kern ist ein maxi-
males Linksideal in A. Umgekehrt liefert jedes maximale Linksideal I in A einen
irreduziblen A-Modul, nédmlich A/I.

2.1.8 Hilfssatz (Summen und Quotienten von halbeinfachen Moduln)

Es seien A ein Ring und M ein halbeinfacher A-Modul. Dann gelten:

a) Wenn U ein Untermodul von M ist, so sind auch U und der Faktormodul

M /U halbeintfach.
b) Ist N ein weiterer halbeinfacher A-Modul, dann auch ist M x N halbeinfach.

Beweis. a) Es sei V ein Untermodul von U. Zu U gibt es in M einen kom-
plementiaren Untermodul W. Da V C U gilt, ist V & W ein Untermodul von
M, und dazu gibt es einen komplementéren Untermodul S. Betrachte nun die
Projektion m von M auf U langs W. Dieses ist ein surjektiver Modulhomomor-
phismus, und es gilt fiir alle v € V : 7(v) = v. Da W der Kern von 7 ist, folgt
U=V &n(S), und wir haben einen zu V' komplementidren Untermodul in U
gefunden.

M /U ist zum Modul W isomorph, also zu einem Untermodul von M , und damit
auch wieder halbeinfach.

b) Es sei nun V' ein Untermodul von M x N. Weiter seien
m:MXN—M, m:MxXxN — N,

die Projektionen auf die erste bzw. zweite Koordinate. Wir bezeichnen mit M,
und Ny die Bilder von V' unter m; und .

Dann ist V C My x Ny.
Schliellich seien

Vi={meM|(m,0)eV}, und Vo:={ne N |(0,n) eV}
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Dann ist V4, x V5 C V.

Nun ist aber V; € My, und My ist wegen Teil a) halbeinfach. Also gibt es
einen komplementédren Untermodul U; zu Vj in My. Analaog gibt es einen
komplementédren Untermodul Us zu V5 in Ny.

Fiir jedes u; € Uy gibt es ein (ug,n) € V, und n lisst sich eindeutig als ny + us
zerlegen mit ny € Ny, us € Us. Also gibt es ein eindeutig bestimmtes uy € Us
mit (u1,uq) € V.

Die Zuordnung U; 3> u; — uy € Us ist ein Isomorphismus ¢ zwischen U; und
U, . Damit gilt

V = (My x {0}) & ({0} x Nv) @ {(ur, p(w1)) | uy € U}

Wenn C'y ein Komplement zu My in M und Dy ein Komplement in N zu Ny
sind, dann ist damit

(Cv x Dv) @ (Ur x {0})
ein zu V' komplementirer Untermodul in M x N. O
2.1.9 Hilfssatz (Kriterium der Halbeinfachheit)

Es seien K ein Korper, A eine endlichdimensionale K -Algebra, und M ein
endlich erzeugter A-Modul. Dann sind dquivalent:

i) M ist halbeinfach

ii) M ist eine direkte Summe von einfachen Moduln.

Beweis. 1) =1i)

Wir machen vollstandige Induktion nach d := dimg(M). Im Falle d = 0 ist M
die leere Summe, was wir als Induktionsanfang nehmen.

Nun sei die Behauptung wahr fiir alle Moduln mit kleinerer Dimension als dim(M).
Wenn M nicht einfache ist, dann gibt es einen nichttrivialen Untermodul U vno
M . Zu diesem gibt es — wegen der Halbeinfachheit — einen komplementéren Un-
termodul V.

Aber sowohl U als auch V' sind nach Induktionsvoraussetzung direkte Summen
von einfachen Moduln. Damit stimmt dies auch fiir U &V = M.

ii)=1i)
Dies ist wegen Proposition 2.1.8 klar. O
2.1.10 Bemerkung

Eine endlichdimensionale K -Algebra A ist also genau dann halbeinfach, wenn
jeder endlich erzeugte A-Modul halbeinfach ist.

Vielleicht ist jetzt ein guter Zeitpunkt fiir ein Beispiel?



Dabei werden wir uns gleich die Schwerpunktbildung zunutze machen. Wenn eine
endliche Gruppe G auf einer abelschen Gruppe V' iiber Gruppenautomorphismen
operiert, dann ist fiir jedes v € V' das Element gec 9(v) invariant unter der
Gruppenoperation. Denn fiir jedes h € G gilt:

h(Y_g() =) (hg)(v) =) g(v).

geG geG geG

An welcher Stelle und fiir welche Gruppe wird dies im néchsten Satz beniitzt?

2.1.11 Anwendung (Satz von Maschke)

Es seien K ein Korper, G eine endliche Gruppe und die Charakteristik von K
kein Teiler der Ordnung |G| von G. Dann ist der Gruppenring K|[G] halbein-
fach.

Beweis. Wir zeigen sogar direkt mehr: jeder endlich erzeugte K[G]|-Modul ist
halbeinfach.

Es sei M ein endlichdimensionaler K[G]-Modul, also ein endlichdimensionaler
K -Vektorraum M , auf dem die Gruppe G iiber K -lineare Automorphismen
operiert, das heifit iiber einen Gruppenhomomorphismus

p: G — AutK_VR(M).

Weiter sei U ein K[G]-Untermodul. SchlieBlich sei # : M — U irgendeine
K -lineare Projektion (mit einem Vektorraumkomplement zu U als Kern).

Dann definieren wir

FM U, me 7 m) =3 plg)(x(plg~"m)).

geG

Dieses 7 ist K -linear, und fiir jedes h € G und jedes m € M gilt:

Also ist 7 ein K[G]-Modulhomomorphismus von M nach U. Fir u € U gilt
7(u) = plg)(w(plg™ ) =D _ p(g)(p(g " u) = |G| - u.
geG geG

Da |G| eine Einheit in K ist, ist das Bild von 7 gleich U, und der Kern ist ein
zu U komplementérer Untermodul. O



2.1.12 Bemerkung (Bezeichnungen fir K|[G]-Moduln)

Statt von K [G]-Moduln spricht man auch von ( K -)linearen Darstellungen der
Gruppe G. Ein einfacher K[G]-Modul heifit auch eine irreduzible Darstellung
von G. Nach dem Satz 2.1.8 ist jede endlichdimensionale Darstellung von G
eine direkte Summe von irreduziblen Darstellungen, wenn die Charakteristik von
K kein Teiler der Gruppenordnung ist.

Wir werden das spéter in Charakteristik 0 noch genauer untersuchen.
Welche irreduziblen Darstellungen gibt es?

Da nach 2.1.7 b) die irreduziblen Darstellungen isomorph sind zu Quotienten
von K|[G| nach maximalen Linksidealen, diese aber wegen der Halbeinfachheit
ein komplementéres Linksideal besitzen, ist in Charakteristik 0 jede irreduzible
K -lineare Darstellung einer endlichen Gruppe G isomorph zu einer Teildarstel-
lung der sogenannten reguliren Darstellung von G. Das ist K[G| aufgefasst als
K|[G]-Linksmodul. Wenn man K[G] in irreduzible Summanden zerlegt hat und
einen irreduziblen Modul untersucht, sieht man, dass er (als Quotient der re-
guldren Darstellung) zu einem der ausgewéahlten irreduziblen Moduln isomorph
ist. Insbesondere gibt es nur endlich viele Typen von irreduziblen Darstellungen
von G.

Wie sehen Endomorphismen von einfachen Moduln aus?

2.1.13 Proposition (Lemma von Schur)

a) Es seien A ein Ring und M ein einfacher A-Modul. Dann ist End (M) ein
Schiefkérper.

b) Ist A eine endlichdimensionale Algebra tiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Koérper K und M ein einfacher A-Modul, so ist Enda(M) = K - 1dy,.

Beweis. a) Dass M ein einfacher A-Modul ist bedeutet, dass M # {0} gilt und
dass es in M keine Untermoduln auBer M und {0} gibt. Natiirlich bilden die
Endomorphismen von M einen Ring. Zu zeigen ist nur, dass dieser Ring nicht
der Nullring ist, und dass jedes von 0 verschiedene Element invertierbar ist.

Da M nicht 0 ist, ist Id;; ein Endomorphismus von M , der nicht die Nullabbil-
dung ist. Da auch die Nullabbildung ein Endomorphismus ist, ist der Endomor-
phismenring nicht der Nullring.

Nun sei @ € End4(M) ein von Null verschiedener Endomorphismus. Dann ist
der Kern von @ ein A-Untermodul von M, denn fiir alle m,n € Kern(®) und
alle a € A gilt

®(am 4+ n) = a®(m) + ®(n) = 0.

Da & nicht die Nullabbildung ist, ist der Kern von M verschieden, also — wegen
der Einfachheit — Kern (®) = {0}. Damit ist ® injektiv.



Auch das Bild von @ ist ein Untermodul von M, aber eben nicht der Nullmodul,
da ® nicht die Nullabbildung ist. Daher ist — wegen der Einfachheit — Bild (®) =
M, und & ist surjektiv.

Insgesamt ist ® bijektiv und damit invertierbar, die Inverse ist aber selbst-
verstindlich auch ein A-Modul-Homomorphismus. Also gilt fir ® #0: & ! ¢
End,(M).

b) Nun ist A eine endlichdimensionale K -Algebra. Fiir m € M ist sicher A-m :=
{am | a € A} € M ein A-Untermodul von M. Da M einfach ist, ist dieser
Untermodul gleich M, wenn m # 0. Damit ist M ein endlichdimensionaler K -

Vektorraum, denn fiir eine Basis aq,...,ay von A erzeugen a;m,...,agm den
K -Vektorraum Am = M.

Wenn jetzt @ ein A-Endomorphismus von M ist, dann ist ® insbesondere K -
linear. Da M endlichdimensional und K algebraisch abgeschlossen ist, hat ®
einen Eigenwert A\ in K. Der Endomorphismus

® — \d,, € EndA(M)

ist nicht invertierbar, da er einen nichttrivialen Kern hat. Somit ist er nach Teil
a) die Nullabbildung, und wir finden

O = Aldy,.

Da umgekehrt die Abbildungen in K -Idy; alle A-linear sind (hier braucht man
ta(K) C Z(A)), folgt die Behauptung,. O

I1.2 Noethersche Ringe und Moduln

Hier lernen wir einen hilfreichen Endlichkeitsbegriff kennen.

2.2.1 Definition/Bemerkung a) Es seien R ein kommutativer Ring und M ein
R-Modul. Dann heifit M noethersch, falls jeder R-Untermodul von M endlich
erzeugt ist.

Der Ring R selbst heif3t noethersch, wenn jedes Ideal in R endlich erzeugt ist,
wenn er also ein noetherscher R-Modul ist.

b) Wenn R nicht kommutativ ist, dann unterscheiden sich im Allgemeinen Links-
R-Moduln (mit der Eigenschaft (rs)m = r(sm)) und Rechts- R-Moduln (mit der
Eigenschaft (rs)m = s(rm)). Entsprechend gibt es linksnoethersche Ringe und
rechtsnoethersche Ringe.

2.2.2 Beispiele (alles sieht so noethersch aus!)

a) Der Ring Z der ganzen Zahlen ist noethersch, wie tiberhaupt jeder Haupt-
idealring noethersch ist. Dazu gehoren auch die Korper.
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b) Ist R ein noetherscher Ring und ® : R — S ein surjektiver Ringhomomor-
phismus, so ist auch S noethersch. Denn fiir jedes Ideal I in S ist ®~!(I) ein

Ideal in R und somit endlich erzeugt. Die Bilder eines Erzeugendensystems von
®~!(I) unter ® erzeugen aber ®(®~1(I)) = 1.

c¢) Jede endlichdimensionale K -Algebra A iiber einem Korper K ist noethersch.
Die Ideale in A sind ja insbesondere Untervektorrdume, und als solche endlich-
dimensional iiber K. Also sind sie erst Recht als A-Moduln endlich erzeugt. Fiir
so eine Algebra ist auch jeder endlich erzeugte Modul ein noetherscher A-Modul,
und zwar aus demselben Grund.

Aber auch der Polynomring iiber einem Ko6rper ist noethersch, er ist ja ein Haupt-
idealring.

2.2.3 Definition / Bemerkung (exakte Sequenzen)

Es seien R ein Ring und M;, ¢ € Z, ein paar R-Moduln. Weiterhin sei fiir jedes
1 € Z ein R-Modulhomomorphismus

Q; 0 My — My
gegeben. Dann heifit die Sequenz
=y VAN VA a Y V A
eine erakte Sequenz von R-Moduln, wenn das Folgende fiir alle i gilt:
Kern(®;41) = Bild(®;).

Anstelle von Z kann hier auch der Durchschnitt von Z mit einem reellen Intervall
als Indexmenge dienen, wobei die Bedingung dann nur fiir alle ¢ zu priifen ist,
fiir die sowohl ¢ als auch 7 4 1 als Index vorkommen.

Eine exakte Sequenz der Gestalt
0— M-5N-5Q — 0

heifit eine kurze exakte Sequenz (keS). Das ist gleichbedeutend damit, dass ®
injektiv ist, Kern(¥) = Bild(®) gilt, und ¥ surjektiv ist. Man kénnte dann auch
M durch den isomorphen Modul ®(M) ersetzen, ® durch die Einbettung, @
durch N/®(M) und ¥ durch die kanonische Abbildung.

Zum Beispiel ist fiir zwei Moduln M und @) die Sequenz
mi—(m,0

0 — M™% QU9 — 0

eine kurze exakte Sequenz.
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2.2.4 Hilfssatz (Sequenzen von noetherschen Moduln)
Es seien R ein Ring und M, N, drei R-Moduln. Weiterhin sei

0— M2ZN-20—0

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln.
Dann ist N genau dann noethersch, wenn sowohl M als auch () noethersch sind.

Beweis. Zunéchst sei N noethersch. Wenn U C M ein Untermodul ist, dann ist
U isomorph zu ®(U), das ist ein Untermodul von N, also endlich erzeugt, und
damit ist auch U endlich erzeugt, also M noethersch.

Wenn V ein Untermodul von @ ist, dann ist V = ¥(¥~1(V)), da ¥ sur-
jektiv ist. Da N noethersch ist, wird U='(V) von endlich vielen Elementen
ni,...,ny erzeugt, aber dann ist V' von W(n;),...,¥(ng) erzeugt, und damit
auch () noethersch.

Sind umgekehrt M und ) noethersch und U ein Untermodul von N, dann ist

®~1(U) ein Untermodul von M und damit endlich erzeugt. Es seien my, ..., m,
endlich viele Erzeuger von ®~1(U). Weiterhin ist ¥(U) ein Untermodul von @
und damit endlich erzeugt. Es seien ¢y, ..., qs Erzeuger von V(U) und uy, ..., us

Urbilder von ihnen unter W.

Nun sei w € U. Dann lésst sich W(u) schreiben als

und damit liegt

U — iriui € Kern(¥) NU = (&~ 1(V)).

=1

Es gibt also aq,...,a, € R, sodass

S T
u— Zriui = Z a;®(m;).
i=1 j=1
Damit haben wir ein endliches Erzeugendensystem von U gefunden, ndmlich

{®(m1),..., (M), u1, ... us}.

Da dies fiir jeden Untermodul U von N geht, ist N noethersch. O
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2.2.5 Hilfssatz

Es sei R ein linksnoetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Linksmodul.
Dann ist M noethersch.

Beweis. Es seien my, ..., my Erzeuger von M . Dann ist die Abbildung
P : Rd — M, q)((al)) =aymy + aamo + -+ - + agmy,

ein surjektiver Morphismus von Links- R-Moduln. Dann ist aber nach 2.2.4 M
noethersch, wenn R? dies ist, was wiederum induktiv aus 2.2.4 folgt, es gibt ja
eine offensichtliche kurze exakte Sequenz

0— R— Rl — R4 .

O
2.2.6 Satz (Hilberts Basissatz)

Es sei R ein kommutativer noetherscher Ring. Dann ist auch der Polynomring
R[X] noethersch.

Beweis. Es sei I C R[X] ein Ideal. Wir miissen zeigen, dass es endlich erzeugt
ist.

Fiir n € Ny definieren wir
n—1
Co={reR|3fel:f=rX"+)> aX' a cR}
=0
Insbesondere ist C,, = {0}, wenn es kein Polynom vom Grad n in I gibt.

Die Multiplikation mit X fiihrt I in sich iiber. Dies zeigt, dass
On g Cn—i—l'

Auflerdem ist C,, fiir jedes n ein Ideal in R.

Damit ist auch die (aufsteigende) Vereinigung Co U Cy U Cy U --- =: C' ein Ideal
in R. Da C als Ideal in R endlich erzeugt ist und diese endlich vielen Erzeuger
schon in einem der C), liegen miissen, gibt es ein N € N, sodass gilt:

\V/TLZO CN:CN+1:"':CN+n-

Wir wihlen ein grofles K € N, sodass fiir 0 < ¢ < N das Ideal C; von Elementen
Qi1,...,04 g erzeugt wird. Weiter wahlen wir fiir jedes solche 7 und 1 < j < K
ein Polynom

fi;€1l: fi;= ozl-ij" + niedrigere Terme.

Dann gilt: Die Menge {f;; |0 <i < N,1 < j < K} ist ein Erzeugendensystem
des Ideals 1.

13



Um das einzusehen machen wir vollsténdige Induktion nach dem Grad von f € I.
Wenn f Grad < 0 hat, dann ist es eine Konstante, liegt also in Cy, das als R-
Modul von den Elementen fy; = apj,1 < j < K, erzeugt wird.

Hat f Grad d > 0, so ist entweder d < N, und f lasst sich durch Subtraktion
einer geeignete R-Linearkombination der fq;, 1 < j < K, zu einem Polynom
kleineren Grades machen, das in [ liegt und damit — nach Induktionsvorausset-
zung — im R[X]-Modulerzeugnis der f; ;.

Oder f hat Grad d > N: dann lisst sich f durch Subtraktion des X~ -fachen
einer R-Linearkombination der fy;, 1 < j < K, zu einem Polynom in I von
kleinerem Grad machen, und damit auch zu einer R[X]-Linearkombination der

fij- O

2.2.7 Folgerung (endlich erzeugte kommutative R-Algebren)

Es sei R ein kommutativer noetherscher Ring und A eine (als Ring) endlich
erzeugte kommutative R-Algebra. Dann ist auch A noethersch.

Beweis. Es sei

{alu"'7ad}gA

ein Erzeugendensystem, das heifit

.....

A={ 5 Tivig@l -+ - ag | 7y i, € R, endliche Summe}.
d

i1,

Dann ist der Homomorphismus
O RIXy,... Xy — A, f(Xy,...,X0) — flay,...aq),

ein surjektiver Ringhomomorphismus.

Da aber R noethersch ist, ist es (dank Hilbert) auch R[X;], und damit auch
R[X,][X2] = R[X:, Xs], und damit ... auch R[Xj,...X4]. Wegen 2.2.2b) ist
auch A selbst noethersch. O
2.2.8 Bemerkung/Definition (Kettenbedingung)

Im Beweis von Hilberts Basissatz haben wir benutzt (und begriindet), dass ei-
ne aufsteigende Kette von Idealen in einem noetherschen Ring stationédr wird.
Genauer:

a) Es sei R ein Ring und M ein R-Modul. Weiter sei
UL CU,CU;C ...

eine aufsteigende Folge von Untermoduln. Dann sagt man, diese Folge werde
stationdr, wenn es ein N € N gibt mit:

14



Der Modul erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung, wenn jede aufsteigende Folge
von Untermoduln stationér wird.

b) Analog gibt es die absteigende Kettenbedingung, die besagt, dass jede abstei-
gende Folge von Untermoduln stationér wird.

c¢) Diese zwei Bedingungen lassen sich direkt auf beliebige geordnete Mengen
iibertragen. Statt zu sagen, sie erfiillten die aufsteigende Kettenbedingung, sagt
man auch: sie sind noethersch. Statt zu sagen, sie erfiillten die absteigende Ket-
tenbedingung, sagt man auch: sie sind artinsch.

Insbesondere haben wir jetzt eine neue Definition fiir noethersche Moduln und
Ringe. Das ist aber nicht problematisch, denn die neue und die alte Definition
stimmen iiberein, wie uns der folgende Hilfssatz lehrt.

2.2.9 Hilfssatz (noethersch ist noethersch)

Es sei R ein Ring und M ein Links- R-Modul. Dann ist M genau dann links-
noethersch, wenn M die aufsteigende Kettenbedingung fiir Links- R -Untermoduln
erfiillt.

Beweis. Wenn M linksnoethersch ist und
UycU,CUsC...

eine aufsteigende Folge von Links- R-Untermoduln, dann ist die Vereinigung

Uv=JU

i€EN

auch ein Links- R-Untermodul von M, also endlich erzeugt. Wenn S C U ein
endliches Erzeugendensystem ist, dann gibt es ein N € N, sodass bereits S C Uy
gilt. Dann ist aber Uy = U und damit fiir alle K > N offensichtlich Uy = Ukg.

Wenn umgekehrt M nicht noethersch ist, dann wéhlen wir einen Untermodul
U C M, der nicht endlich erzeugt ist.

Mit seiner Hilfe konstruieren wir eine aufsteigende, nicht stationér werdende Folge
von (endlich erzeugten) Links- R-Untermoduln.

Wir wéhlen ein u; € U und setzen U; := R-u;. Wenn U; bereits definiert ist, so
ist es ungleich U, da U; endlich erzeugt ist. Wir wéhlen ein w;,; € U \ U; und
definieren U;;; als den kleinsten Untermodul, der U; und w;,; enthilt. Dieser

wird von {us,...,u;+1} erzeugt und ist ungleich U;. Die Folge
UycUy,CUs...
lehrt, dass die aufsteigende Kettenbedingung in M verletzt ist. O
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2.2.10 Bemerkung (doch nicht alles noethersch!)

Es gibt tatsdchlich Ringe, die nicht noethersch sind. Wenn zum Beispiel K ein
Korper ist und X7, X5, ... unendlich viele Unbestimmte {iber K sind, so gibt es

den Polynomring
KXy, X, ...].

Dieser ist nicht noethersch, denn wenn wir fiir n € N das Ideal I,, definieren als
das von Xj,..., X, erzeugte, soist X,, ;1 nicht in I, und damit

LcLCcl;C...

eine aufsteigende Folge von lealen, die die aufsteigende Kettenbedingung verletzt.

I1.3 Bilineares

In diesem Abschnitt sei R immer ein kommutativer Ring. Wir werden verschie-
dene Griinde kennenlernen, bilineare Abbildungen zu untersuchen.

2.3.1 Definition/Beispiele (Bilineare Abbildung)
a) Es seien U, V,W drei R-Moduln. Eine bilineare Abbildung

B:UxV —W

ist (wie in der LA) dadurch definiert, dass fiir alle r,s € R, uj,us € U,v1,v3 € V
gilt:

B(ruy + ug, sv1 + v2) = 188(u1,v1) + (U1, v2) + 58(uz, v1) + B(uz, v2).

b) An Beispielen kennen wir die aus der Linearen Algebra. In 2.1.1 haben wir
schon die Bilinearitdt der Multiplikation in einer R-Algebra hingeschrieben. Fiir
einen R-Modul M und fiir N := Hompg_p0q4(M, R) ist die Abbildung

() NxM-— R, (®,m):=>(m),

eine Bilinearform (das heifit: bilinear mit Werten im Grundring).

c¢) Wenn K ein Koérper und A eine endlichdimensionale K -Algebra sind, dann
ist die Abbildung
Ax A— K, (a,b) — Spur,(a-b)

eine symmetrische Bilinearform auf A.

Wenn allgemeiner M ein endlichdimensionaler A-Modulist, p: A — Endg_yr(M)
der zugehorige Ringhomomorphismus, dann ist auch

T,: Ax A— K, T(a,b) := Spur,(p(ad)),
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eine symmetrische Bilinearform auf A.

2.3.2 Fragestellung/Definition ( Tensorprodukt kategoriell)

Wir bezeichnen mit Bil(M x N, V') die Menge aller bilinearen Abbildungen von
M x N nach V.

Fiir festes M, N ist dann durch B(V) := Bil(M x N,V) ein Funktor von
R — Mod nach Men definiert. Dabei ist fiir einen R-Modulhomomorphismus
¢ :V — W die Abbildung B(®) definiert, indem man fiir eine bilineare Abbil-
dung 0: M x N — V setzt:

B(®)(3) = o .
Gesucht ist nun nach einem universellen Element fiir diesen Funktor, das heift
nach einem R-Modul T und einer bilinearen Abbildung
Q:MxN-—T, (mn)—menecT,

sodass fiir alle bilinearen Abbildung G : M x N — V ein eindeutig bestimmter
R-Modulhomomorphismus ® : 7' — V' existiert, fiir den

B=Po®
gilt.

Wenn es so einen Modul T gibt, dann heif3t er ein Tensorprodukt von M und N .
Dieses Tensorprodukt ist dann bis auf einen Isomorphismus eindeutig bestimmt,
und man schreibt dafiir 7" =: M ® N. Genauer miisste man eigentlich sogar
M ®g N schreiben, was ich bisweilen tun werde.

2.3.3 Konstruktion (Es gibt ein Tensorprodukt)

Wir werden nun ein Tensorprodukt fiir zwei R-Moduln M und N konstruieren.
Dazu sei erst einmal F' der freie R-Modul mit Basis M x N, wir schreiben
Elemente von F' als formale endliche Linearkombinationen

F = {Z A(mn) - (M, n) | A@mpn) € R, endliche Summe}.
(m,n)

Zwei solche formalen Linearkombinationen stimmen genau dann iiberein, wenn
die Koeffizienten a(y, ) fiir alle (m,n) € M x N iibereinstimmen. Addition und
skalare Multiplikation werden komponentenweise vorgenommen.

Die Abbildung
M x N> (m,n)— (m,n) € F

ist natiirlich nicht bilinear. Um sie bilinear zu machen, miissen wir in F' geeignete
Relationen fordern. Dazu betrachten wir den Untermodul B von F. der von den
Ausdriicken

(rmq 4+ ma, snq + ng) — rs(mqy,ny) — r(my, ng) — s(ma, na) — (Mg, n2)
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mit r,s € R,my,mg € M,ny,ne € N erzeugt wird. Wir setzen
T:=F/B, m: F — F/B die kanonische Projektion.

Dann ist
®:MxN-—T, (m,n)— n((m,n)),
eine bilineare Abbildung.

Wir miissen noch zeigen, dass T' die universelle Abbildungseigenschaft hat. Dazu
seien V' ein R-Modul und §: M x N — V irgendeine bilineare Abbildung.
Dazu gibt es einen Modulhomomorphismus

d:F—V, Z Al - (M, M) = Z A(mn) - B(m,n).
(m,n) (m,n)

Da ( bilinear ist, liegt B im Kern von is, also faktorisiert ® iiber T = F/B,
das heifit wir erhalten einen eindeutig bestimmten Modulhomomorphismus

d:T — V, sodass d=>dor.
Aber @ ist nun gerade so gemacht, dass
f=Po®
gilt. O
2.3.4 Beispiele (fiir Tensorprodukte)
a) Fiir jeden R-Modul M gilt R®g M ~ M.

b) Wenn M von {m; | ¢« € I} und N von {n; | j € J} erzeugt werden,
dann wird M ®p N von der Menge {m; ® n; | i € I,j € J} erzeugt. Denn
M = {3 c;am; | a; € R, endliche Summe}, und N = {3} .;bin; | b; €
R, endliche Summe}, und es gilt

m:Zaimi, n:ijnj:m@)n: Z a;bj(m; @ ny).
i€l jeJ (4,5)eIxJ
Aber diese , Elementartensoren erzeugen M ® N nach Konstruktion.

c) Wenn @ : M — P und ¥ : N — @ zwei R-Modulhomomorphismen sind,
dann ist die Abbildung

B:Mx N — P& Q,(m,n) > O(m) @ ¥(n),
bilinear. Sie induziert also einen Homomorphismus

PRU:MON — PRQ,men— ®(m)® ¥(n).

d) Wenn U ein Untermodul von M ist und ¢ die Einbettung von U nach M,
dann ist fiir jeden R-Modul N

(M/U)® N = (M &N)/(t@Idy) (U N).
Wieso? Ubung!
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2.3.5 Ringwechsel (Ein Hochzeitsmdrchen)

Aus der linearen Algebra sieht man vielleicht ein, dass es manchmals sinnvoll ist,
Aussagen {iiber rationale Matrizen zu erhalten, indem man sie als reelle Matri-
zen auffasst, oder gar als komplexe. Dabei macht man implizit den rationalen
Standardvektorraum zu einer Teilmenge des reellen Standardvektorraums (oder
des komplexen). Wie man das ohne Basiswahl machen kann, lernt man durch die
allgemeine Konstruktion des Ringwechsels (Skalarerweiterung).

Dazu seien R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul und A eine R-Algebra.
Dann ist A ® M erst einmal ein R-Modul.

Fiir jedes a € A ist die Abbildung
fo: AXM — A® M, (t,m)+— at @ m,
bilinear. Also gibt es eine eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung
fo : AQM — AR M, Zai®mi HZ(CL%)@TTLZ"
Wir erhalten also insgesamt eine Abbildung
g:AX (A M) — A® M,

und man rechnet leicht nach, dass diese Abbildung aus A ® M einen A-Modul
macht.

Wenn ¢ : M — N eine R-lineare Abbildung ist, dann ist die Abbildung
d:AXM—AQN, d(a,m):=a®d(m),
bilinear, definiert also einen Modulhomomorphismus

@ (P): A9 M — A® N.

Man rechnet leicht nach, dass durch M ~~ @ (M) := A® M und ® ~~ o (P) ein
kovarianter Funktor @ von R — Mod nach A — Mod definiert wird.

Man nennt diesen Funktor die Skalarerweiterung (oder Ringerweiterung) von R
nach A.

2.3.6 Algebren unter sich

Wenn A und B zwei R-Algebren sind, dann ergibt sich analog zu 2.3.5, dass
fiir feste a € A,b € B die Abbildung

Vap: AX B— A® B, (z,y) — az ® by,

bilinear ist, also eine Abbildung 7,; von A® B in sich selbst induziert. Fiir festes
t € A® B ist aber auch

Vi Ax B— A® B, (a,b) — Uy(t),
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bilinear und definiert damit eine Abbildung ¥ von A ® B nach A ® B.
SchlieBlich erhalten wir eine Abbildung

v:(A® B) x (A® B) — A® B, (s,t) — s -t := V'(s),

und man sieht, dass A ® B damit eine R-Algebra ist.

In der Kategorie der kommutativen R-Algebren ist A ® B das Koprodukt von
A und B. (Wieso? Ubung!)

2.3.7 Hilfssatz (Assoziativitdt des Tensorprodukts)

Es seien L, M, N drei R-Moduln. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Iso-
morphismus von R-Moduln

O (LOM)®N — L®(M®N),
der fiir alle l € Lym € M,n € N die Vorgabe
P(lem)®@n) =1 (men)

erfiillt.
Beweis. Fiir festes n € N ist die Abbildung

Yp: LxM—L®(M®&N), ,(I,m):=1® (memn),
bilinear. Also gibt es einen eindeutig bestimmten Modulhomomorphismus
UV,: LM — L(M®N) mit V,(l@m)=I[® (men).
Die Abbildung
P:(LOM)Xx N— LR (M®N), ¢(z,n):=V,(x),
ist bilinear, und deshalb gibt es einen eindeutig bestimmten R-Modulhomomorphismus
P (LOM)@N — L®(M®@N) mit 2(l®em)®n) =1 (man).
Es ist klar, dass man analog einen Homomorphismus
®:LR(MON)— (LoM)®@N mit ®(l® (men))=((@m)en

erhélt, und dass ¢ und ® zueinander invers sind.

Die Eindeutigkeit von & folgt daraus, dass (L ® M) ® N von den Elementen
(Il ®m) ®n erzeugt wird. O
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2.3.8 Konstruktion (die Tensoralgebra)

a) Fiir einen R-Modul M definieren wir rekursiv. M®" durch
M® .= R, M®"" .= M @ M®".

Wir bilden die direkte Summe dieser R-Moduln:

o0

T(M) = me.

n=0

Ein typisches Element dieser Menge ist eine endliche Summe von Ausdriicken der
Gestalt r- (m; @ me ® - - ® m,,) mit r € R und my,...,m, € M. Ahnlich wie
in 2.3.6 zeigt man, dass die Abbildung

M x M®' 5 (2,y) — 2 @y € MEFH)

fiir alle k,[ € Ny wohldefiniert ist. Durch bilineare Fortsetzung erhalten wir eine
Abbildung

T(M)xT(M) — T(M).
Diese Abbildung verwenden wir als Multiplikation auf T'(M), das dadurch zu

einer R-Algebra wird. Die Assoziativitit erhalten wir wieder aus 2.3.7.

Wenn A irgendeine R-Algebra ist und ¢ : M — A eine R-lineare Abbil-
dung, dann setzt sich diese auf eindeutig bestimmte Art zu einem R-Algebren
Homomorphismus & : T (M) — A fort. Dies liefert eine Bijektion

77M,A . HOHIR,MOd(M, A) — HomR,Alg(T(M), A),

denn T (M) wird als Algebra ja von M erzeugt. Diese Bijektionen zeigen, dass die
Funktoren (A als R-Algebra)~~ (A als R-Modul) und M ~» T(M) zueinander
adjungiert sind.

b) Beispiel: Es sei M ein freier R-Modul vom Rang 1, das heifit: M hat eine
Basis aus einem Element: {b}.

Dann ist M®" = R - b®" auch jeweils frei, und die Definition des Produkts in
T(M)=@ R-b®" ist gegeben durch

SRS = Y
i j ko 0<i<k
Wir erhalten ein neues Modell des Polynomrings in einer Variablen.

Wenn wir einen freien Modul von hoherem Rang verwenden, dann bekommen wir
einen nichtkommutativem Ring, und nicht direkt den Polynomring in mehreren
Variablen. Wenn {by,...,b,} =: B eine Basis von M ist, dann ist T'(M) iso-
morph zur freien R-Algebra R{B}, siehe 2.1.3. Beide R-Algebren stellen den
Funktor A ~» Homp/engen (B, A) dar.
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Ahnlich wie der Polynomring fiir kommutative Ringe lisst sich diese Tensoralge-
bra benutzen, um beliebige (nicht nur endlich erzeugte) R-Algebren durch Quo-
tientenbildung zu erhalten. Allerdings ist diese Tensoralgebra manchmals nicht
sehr ,,benutzerfreundlich®.

2.3.9 Zwei Beispiele (Clifford-Algebren und noch eine)

a) Es seien K ein Korper mit Charakteristik # 2, V' ein endlichdimensionaler
Vektorraum, und ¢ eine quadratische Form auf V, d.h. es gibt eine symmetrische
Bilinearform f auf V mit ¢(v) = B(v,v) fir alle v € V.

Weiter sei A eine K-Algebra und ® : V — A eine K -lineare Abbildung,
sodass fiir alle v € V' gilt:

d(v)? = B(v) - 14.

Schliefllich sei C'(q) die K -Algebra, die sich ergibt, indem aus der Tensoralgebra
T (V) das zweiseitige Ideal I herausgeteilt wird, das von den Ausdriicken v ®v —
q(v) erzeugt wird. Die offensichtliche Abbildung V' 3 v — v+ 1 € C(q) erfiillt
dann auch die Bedingung

(v+1)* =q(v) - L)

¢ induziert einen Algebrenhomomorphismus 7'(V) — A wie in 2.3.8, und
wegen der Bedingung an ® ist I im Kern von diesem Algebrenhomomorphismus
enthalten. Also erhalten wir einen Algebrenhomomorphismus ¥ : C'(q) — A,
sodass fiir alle v € V' gilt:

O(v)=V(v+1).

Die Algebra C(q) zusammen mit der Abbildung v — v + I erfiillt also eine
universelle Eigenschaft. (Was ist der zugehorige Funktor?) Sie heifit die Cliffor-
dalgebra zur quadratischen Form gq.

Wenn etwa V = K ist und ¢(v) = dv?, dann ist C(V) = K|z]/(2* — d), das

sieht man direkt an der Konstruktion.

Wenn V = K? gilt und die quadratische Form ¢ durch q(v,w) := av® + bw?
gegeben ist, dann gilt fiir die Standardbasis I :=e;,J := ey in C(q) :

PP=aJ*=0b(I+J)*=a+b.
Dies impliziert IJ = —JI, und fiir dieses Element gilt
(IJ)*=1JIJ=—(I1JJ) = —ab.

Da C(q) als Algebra von [ und J erzeugt wird, und da sich jedes Wort in [
und J modulo der Relationen in C(q) auf eine Wort der Lénge < 2 reduzieren
lasst, hat C(q) als K -Basis die Elemente 1,1,J,1J. C(q) ist die zu a und b
gehorige Quaternionenalgebra.
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Jetzt konnen wir Quaternionenalgebren etwas flexibler definieren: eine Quater-
nionenalgebra ist die Cliffordalgebra zu einer nicht ausgearteten quadratischen
Form auf einem zweidimensionalen Vektorraum. Die Theorie der quadratischen
Formen sagt (mittels eines leicht modifizierten E. Schmidt-Verfahrens) , dass je-
de nicht ausgeartete quadratische Form zu einer ,, Diagonaleform® dquivalent ist.
Eine feinere Klassifikation ist im Allgemeinen schwierig; fiir interessante Korper
kennt man das natiirlich.

b) Nun sei M = Z* und T(M) die Tensoralgebra davon. Sie wird frei erzeugt
von einer Basis {z,y} von M. Wir betrachten in T'(M) das zweiseitige Ideal I,
das von {zy,yy} erzeugt wird. Dann ist der (nicht-kommutative!) Ring

T(M)/I = Zz] & ~Zla).

Mit Multiplikation von Rrechts wird ist das ein endlich erzeugter Z[z]-Modul.

Wenn J ein Rechtsideal hierin ist, dann ist es insbesondere auch ein Rechts-Z[z] -
Untermodul, und damit als solcher endlich erzeugt, weil Z[x] noethersch ist. Also
ist T(M)/I rechtsnoethersch.

Hingegen ist die Kette
Zy C Zy & Lyx C Ly ® Zyx & Zyx* C . ..

eine aufsteigende Folge von T'(M)/I-Linksidealen, die nicht stationdr wird. Also
ist T'(M)/I nicht linksnoethersch.

II.4 Ordnung und Ganzheit

Ausgehend von Ordnungen in endlichdimensionalen QQ-Algebren wollen wir die
algebraische Theorie der Ganzheit entwickeln.

2.4.1 Definition (Ordnung)

Essei A eine endlichdimensionale Q-Algebra. Eine Ordnungin A ist ein Teilring
O C A, der als Z-Modul endlich erzeugt ist und der eine (Q-Basis von A enthélt.

2.4.2 Bemerkung / Beispiele (Matrizen und so weiter)
a) Im Matrizenring Q?*? gibt es mindestens eine Ordnung, nimlich Z4*4,

Da jede d-dimensionale Algebra A sich auffassen lisst als Teilalgebra von Q9%
findet sich auch in A eine Ordnung, ndmlich

O = ANz,

Es gibt also in jeder endlichdimensionalen Q-Algebra mindestens eine Ordnung.
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b) Eine Ordnung O in einer Q-Algebra ist immer eine Untergruppe des Vektor-
raums A, also torsionsfrei. Da O auch endlich erzeugt ist, greift der Struktursatz
fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen: O ist eine freie abelsche Gruppe.

Da O eine Basis von A enthilt, ist der Rang mindestens so grof8 wie die Di-
mension d von A. Umgekehrt sind mehr als d Element aus A immer Q-linear
abhéngig, und diese Abhéangigkeit lasst sich ganz machen durch Multiplikation
mit einem gemeinsamen Nenner der Koeffizienten. Also ist der Rang von O genau
gleich d und es gibt eine Basis {b,...,bs} von A, sodass gilt:

O=7Zb&---®7Zby.

Da dies ein Ring sein soll, muss das Produkt zweier Basisvektoren eine ganzzahlige
Linearkombination von Basisvektoren sein:

d
k=1

c) Nun sei x € O fiir eine Ordnung O der d-dimensionalen Q-Algebra A.
Beschreibt man die Multiplikation mit x beziiglich einer Basis der Ordnung, so
erhélt man eine ganzzahlige Abbildungsmatrix. Dann sagen Hamilton und Cayley
unisono, dass x als Nullstelle des charakteristischen Polynoms dieser Matrix ein
normiertes ganzzahliges Polynom als annullierendes Polynom hat.

Diese Eigenschaft werden wir in Kiirze Ganzheit nennen.

d) Die einzige Ordnung in Q ist Z. Denn eine Ordnung muss ja die 1 enthalten,
also sicherlich Z umfassen; und wenn ein echter Bruch p/q in der Ordnung liegt,
dann auch alle Potenzen davon, aber deren Nenner wiren dann unbeschrénkt,
und damit wire die Ordnung nicht endlich erzeugt als Z-Modul.

Alternativ: Wenn ¢ € QQ eine Nullstelle eines normierten ganzzahligen Polynoms
f ist, dann ist ¢ selbst ganz.

e) Nun seien ¢ € C eine primitive n-te Einheitswurzel und K = Q((¢) der
zugehorige Kreisteilungskorper. Da ¢ eine Nullstelle von X™ — 1 ist, ist Z[(] als
abelsche Gruppe von 1,¢,..., (" ! erzeugt, worin eine Basis von K liegt. Daher
ist Z[(] eine Ordnung in K. Jede Ordnung von K ist darin enthalten, aber das
zu zeigen ist etwas aufwéndiger.

f) R®g A ist eine endlichdimensionale R-Algebra. Insbesondere ist das ein end-
lichdimensionaler reeller Vektorraum, und darauf kann man Normen betrachten.
All diese Normen induzieren dieselbe Topologie auf R®g A, und beziiglich dieser
Topologie ist {1 ® z | z € O} eine diskrete Untergruppe von R ®g A. Auf diese
Art lassen sich geometrische Argumente ins Rechnen mit Algebren einbeziehen.
Das ist der Ursprung der ,,Geometrie der Zahlen“, die etwa in der algebraischen
Zahlentheorie Anwendung findet im Rahmen der Minkowski-Theorie.
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2.4.3 Definition (Diskriminante, Mazimalordnung)

a) Auf jeder endlichdimensionalen Q-Algebra A gibt es die Spurform
A x A > (a,b) — Spur(ab).

Diese Bilinearform ist symmetrisch. Wenn O C A eine Ordnung ist, so wéhlen wir
eine Basis {b1,...,b,} von O, und betrachten die zugehorige Fundamentalmatrix
der Spurform:

F := (Spur(b;b;))1<i ;-

Dies ist eine ganzzahlige Matrix, denn die Multiplikation mit b;b; beschreibt sich
durch eine ganzzahlige Matrix beziiglich der gewahlten Basis. Die Determinante
von F' heifit die Diskriminante von (. Sie ist wohldefiniert, da eine andere
Basis von O aus der gewihlten durch eine ganzzahlige Basiswechselmatrix mit
Determinante 4+1 hervorgeht.

Die Spurform heifit nicht ausgeartet, wenn die Diskriminante nicht 0 ist. Hierbei
kénnte man auch die Fundamentalmatrix der Spurform beziiglich einer beliebigen
anderen Basis nehmen. Aquivalent dazu ist auch, dass es zu jedem a € A\ {0}
ein b € A gibt mit Spur (ab) # 0.

b) Eine Ordnung O von A heifit eine Mazimalordnung von A, wenn sie in keiner
groferen Ordnung enthalten ist. (Etwas pathetisch konnte man sagen, sie sei nicht
zur Unterordnung fahig.)

2.4.4 Beispiel

Es sei A der Ring der rationalen d x d-Matrizen. Darin betrachten wir die Ord-
nung O, die aus den ganzzahligen Matrizen besteht. Sie hat als Basis die Menge
B der Elementarmatrizen E;;,1 <1i,j < d. Was ist hiervon die Diskriminante?

Fiir zwei Elementarmatrizen F;; und Ej; gilt:

E;; falls j =k,

Eij - Eri = { 0 sonst.

Die Spur von E;; wiederum ist d, wenn ¢ = [ ist, und sonst 0. Wenn ¢ # [
gilt, dann ist EZZ = 0, also die Multiplikation mit £;; nilpotent, und ansonsten
ist die Multiplikation mit £;; eine Projektion auf den Raum aller Matrizen, die
auBerhalb der ¢-ten Zeile 0 sind.

Damit ist die Fundamentalmatrix der Spurform beziiglich B gegeben durch d- P,
wobei P die Matrix ist, die die Transposition als lineare Abbildung von A nach
A beschreibt.

P ist diagonalisierbar, und die Eigenwerte sind 1 und —1. Die zugehorigen Ei-

genrdume sind die Rdume der symmetrischen bzw. antisymmetrischen Matrizen
und haben Dimension d(d + 1)/2 bzw. d(d —1)/2.
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Das zeigt, dass die Diskriminante von O die Zahl

(_1>d(d71)/2 . dd2
ist.

2.4.5 Hilfssatz (manchmals gibt es eine Maximalordnung)

Es seien A eine endlichdimensionale Q-Ordnung, deren Spurform nicht ausgear-
tet ist, und O eine Ordnung in A. Dann ist O in einer Maximalordnung von A
enthalten.

Beweis. Wenn O noch nicht maximal ist, dann ist es enthalten in einer grofieren
Ordnung O, und hat darin endlichen Index m . Dann gilt fiir die Diskriminanten
D und D dieser Ordnungen: B
D = D/m?,

denn aus einer Basis von @ macht man eine Basis von O durch eine ganzzahlige
Basiswechselmatrix mit Determinante +m. (Hier darf man entweder geometrisch
argumentieren: Determinanten sind Volumina und Indizes irgendwie auch; oder
algebraisch: iiber den Elementarteilersatz.)

Da aber alle Zahlen ganz und nicht Null sind (hier brauche ich, dass die Spurform
nicht ausgeartet ist), kann man O nur endlich oft vergréfiern und gelangt auf
diese Art schliefllich zu einer Maximalordnung. O

2.4.6 Beispiele

a) Wenn die Diskriminante einer Ordnung quadratfrei ist, dann ist die Ordnung
maximal, wie man am Beweis von 2.4.5 sieht.

b) Der Matrizenring Q%*¢ besitzt eine Maximalordnung. Zum Beispiel ist Z*?
eine Maximalordnung. Wenn nédmlich O eine Maximalordnung ist, die die ganz-
zahligen Matrizen umfasst, und wenn die Matrix M = (a;;) € O nicht ganzzahlig
wére, dann kann man durch Multiplikation mit Permutationsmatrizen (die ganz-
zahlig sind) erzwingen, dass zum Beispiel a1; nicht ganzzahlig ist. Dann ist aber
auch Ey - M - Eyy = anEn € O. Diese Matrix hat aber kein ganzzahliges
charakteristisches Polynom, und ist damit nicht in einer Ordnung enthalten.

Fiir jede invertierbare Matrix M ist MZ4>4M~! ebenfalls eine Maximalordnung
in Q%?, Maximalordnungen sind also meistens nicht eindeutig bestimmt.

c) Wenn K eine endliche Korpererweiterung von Q ist, dann ist die Spurform
nicht ausgeartet: es gibt zu = € K \ {0} ein y € K, sodass zy von 0 verschie-
dene Spur hat, zum Beispiel y = x~!. Daher gibt es in K eine Maximalord-
nung. Wir werden spéter sehen, dass diese eindeutig bestimmt ist. Sie heifft der
Ganzheitsring von K und spielt eine {ibergeordnete Rolle in der algebraischen
Zahlentheorie.
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d) Die Algebra A := {(§ 2) | a,b € Q} enthélt fir jedes g € Q die Ordnung

0, ;:{<gbq) | a,be 7).

a

Jede Ordnung von A ist in einer solchen enthalten. Daher besitzt A keine Ma-
ximalordnung. Tatséchlich ist die Spurform von A beziiglich der Basis B :=
{0)),(03)} durch die Fundamentalmatrix

01
[ 20
00
beschrieben, ist also ausgeartet.

2.4.7 Definition (Ganzheit)
Es seien R ein kommutativer Ring und S eine R-Algebra.

a) Ein Element s € S heiit ganz iber R, falls ein normiertes Polynom f € R[X]
existiert mit f(s) = 0.

b) Wenn S kommutativ ist, so heifit die Menge aller iiber R ganzen Elemente
in S der ganze Abschluss von R in S.

¢) Wenn R nullteilerfrei ist und S der Quotientenkorper von R, so heifit R ganz
abgeschlossen, wenn der ganze Abschluss von R in S gleich R ist. Beispielsweise
Hauptidealringe sind ganz abgeschlossen.

d) Eine Ringerweiterung R C S heifit ganz, wenn jedes Element von S ganz
iiber R ist.
2.4.8 Hilfssatz (Kriterium der Ganzheit)

Es seien R ein kommutativer Ring und S eine R-Algebra. Dann sind fiir s € S
dquivalent:

a) s ist ganz iiber R.
b) Die Unteralgebra R[s] von S ist als R-Modul endlich erzeugt.

¢) R]s] ist in einer Unteralgebra A von S enthalten, die als R-Modul endlich
erzeugt ist.

Beweis:
a)= b)

Essei f(X)=X d—l—Zf:_Ol r; X® ein Polynom, wie es nach Voraussetzung existiert:
normiert mit f(s) = 0. Dann gilt:

R[s] = {i a;s' | a; € R}.
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Die Inklusion D ist hierbei klar, die andere Inklusion folgt, da s¢, s! ... sich
induktiv durch kleinere Potenzen von s ausdriicken lassen, die linker Hand ent-
halten sind.

b)= c¢) sollte klar sein.
c)= a)

Es sei myq,...,my ein endliches Erzeugendensystem des R-Moduls A. Die ( R-
lineare!) Multiplikation mit s ist dann auf A gegeben durch

d
S-mj; = Zaijmj, [ € R.
i=0
Wir machen den freien R-Modul R? zu einem R[X]-Modul, indem wir X als
Multiplikation mit D := (a;;) wirken lassen. Auflerdem machen wir A zu einem
R[X]-Modul, indem wir X als Multiplikation mit s wirken lassen. Dann ist die
Abbildung
m:R'— A, (r;) — Zrimi

ein surjektiver Homomorphismus von R[X]-Moduln. Da das charakteristische
Polynom von D den Modul R¢ annulliert, muss es auch R[s] annulieren. Das
aber heifit, dass s eine Nullstelle davon ist.

Aber das charakteristische Polynom von D ist ein normiertes Polynom in R[X].
Daher ist s ganz iiber R. O

2.4.9 Folgerung (Der ganze Abschluss)

Es sei R ein kommutativer Ring und S eine kommutative R-Algebra. Dann ist
der ganze Abschluss von R in S eine Teilalgebra von S.

Beweis. Es seien s,t € S ganz iiber R. Dann ist ¢ auch ganz iiber R[s|, (an
dieser Stelle geht ein, dass S kommutativ ist). Also ist R[s,t] als R[s]-Modul
endlich erzeugt, und damit auch als R-Modul, denn R[s]| ist endlich erzeugter
R-Modul. Damit liegen st und s+t in einem endlich erzeugten R-Modul, der
eine Algebra ist, sind also ganz iiber R. Das zeigt die Behauptung. O

2.4.10 Folgerung (Der Ganzheitsring)

Es sei K eine endliche Korpererweiterung von Q. Dann ist der ganze Abschluss
von 7 in K die eindeutig bestimmte Maximalordnung O in K .

Beweis. Es seien R der ganze Abschluss von Z in K, und O eine Maximal-
ordnung. Dann ist O in R enthalten (wegen 2.4.2 ¢)). Wenn r € R liegt, so
ist es ganz iiber Z und damit auch ganz iiber O. Daher ist O[r] ein endlich
erzeugter O-Modul und (da O endlich erzeugter Z-Modul ist) auch endlich er-
zeugter Z-Modul. Daher ist O[r] eine Ordnung, folglich r € O, da dies eine
Maximalordnung ist.
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Es folgt R = O. Daher kann es auch nur eine Maximalordnung geben. O

I1.5 Darstellungstheorie endlicher Gruppen

In diesem Abschnitt wollen wir die grundlegenden Aussagen aus der Darstellungs-
theorie der endlichen Gruppen herleiten. Wir kennen schon einige Definitionen
(siche 2.1.12), und den Satz von Maschke sowie das Lemma von Schur (2.1.11,
2.1.13).

2.5.1 Definition (Der Darstellungsring)

Es seien K ein Korper und G eine endliche Gruppe. Wir bezeichnen die Men-
ge aller Isomorphieklassen von endlichdimensionalen K[G]-Moduln mit Hg(G).
Wenn V, W zwei Darstellungen von G sind, dann operiert G' auch auf VW =
{(v,w) | v e V,we W} vermoge

ge(v,w):= (gv,gw)
und auf V ®x W vermoge
ge (VR w) = gv® guw.

Das heifit: Darstellungen lassen sich addieren und multiplizieren. Natiirlich ist
dies mit dem Bilden der Isomorphieklassen vertrdglich. Damit haben wir auf
Hy (G) die Struktur eines Halbrings (insbesondere ist das Multiplizieren assozia-
tiv: siehe 2.3.7). Das Distributivgesetz folgt aus den Regeln des Tensorrechnens.

Das Einselement ist die triviale eindimensionale Darstellung, das Nullelement ist
die nulldimensionale Darstellung.

Durch Einfithrung von formalen inversen (wie von N nach Z) beziiglich der
Addition macht man aus Hy(G) einen Ring:

RK<G) = (HK(G) X HK(G>)/ ~,

wobei (p1,p2) ~ (01,02) : <= AT : T Doy B p1 = 7D oy B pe. (Das ist eine
Aquivalenzrelation. . .)

Wir schreiben dann auch p; — py fiir die Aquivalenzklasse von (pi, ps). So et-
was ist eine wvirtuelle Darstellung. Die Dimension einer virtuellen Darstellung ist
dimg (V) —dimg (V3), wobei Vi und V, die K -Vektorrdume sind, die als Darstel-
lungsréume fiir p; und p, dienen. Diese Dimension ist auf den Aquivalenzklassen
wohldefiniert, und dim ist ein Ringhomomorphismus von R (G) nach Z.

Die Abbildung
Hi(G) 3 p— (p,0). € Rx(G)
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muss im Allgemeinen nicht injektiv sein.

Dafiir brauchte man eine Kiirzungsregel in Hx (G), die gilt, wenn die Charakte-
ristik von K kein Teiler der Gruppenordnung ist. Das setzen wir nun voraus.

In diesem Fall ist ja jede endlichdimensionale Darstellung eine direkte Summe
von irreduziblen, und diese Zerlegung ist eindeutig. Es gibt nur endlich viele

Isomorphieklassen von irreduziblen Darstellungen (alles wegen Maschke, siche
2.1.11 und 2.1.12).

Wenn py, ..., pr ein Represdntantensystem der irreduziblen K -linearen Darstel-
lungen von G ist, dann sind sie eine Z-Basis von Rx(G), denn die Zerlegung
einer Darstellung in irreduzible Unterdarstellungen ist (bis auf die Reihenfolge)
eindeutig. Wir schreiben dann fiir eine Darstellung oft

k
p= @miﬂi, m; € Np.

i=1
Die Zahl m; heifit die Multiplizitit von p; in p.

Der Ring Rk (G) ist eine Ordnung in der endlichdimensionalen Q-Algebra Q®z
Ri(G).

Die Darstellungstheorie hat das Ziel, diesen kommutativen Ring zu verstehen.
Dazu betrachtet man den leichter verstdndlichen Ring der Klassenfunktionen,
der nun eingefiihrt wird.

2.5.2 Definition (Charaktere, Klassenfunktionen, kg )

a) Es seien K ein Korper, G eine endliche Gruppe und V' ein endlichdimen-
sionaler K -Vektorraum. Weiter sei p : G — Autg (V) eine K -lineare Dar-
stellung von G auf V. (Erinnerung: alternativ konnten wir das durch einen
K -Algebrenhomomorphismus K [G] — Endg (V) beschreiben.)

Dann definieren wir die Abbildung

Xp 0 G — K, x,(g) == Spur(p(g))-

Sie heifit der Charakter von p.
Dann gilt fiir alle g,h € G :

Xp(hgh™") = Spur(p(h)p(g)p(h)™") = X,(9).
Den Charakter einer virtuellen Darstellung p — o definieren wir als
Xp—o ‘= Xp = Xo-

Das ist wohldefiniert auf Ry (G).
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b) Wegen der vorletzten Gleichung ist x, auf den Konjugationsklassen von G
konstant. Eine Funktion f : G — K heifit eine Klassenfunktion, wenn sie auf
den Konjugationsklassen von G konstant ist, also alle g, h € G die Gleichung

f(hgh™") = f(g)

erfiillt. Den Vektorraum aller Klassenfunktionen bezeichnen wir mit Cx(G).

Dies ist eine K -Algebra, wobei wir argumentweise addieren und multiplizieren.
Insbesondere ist dieser Ring kommutativ.

Die K -Dimension von Ck(G) ist gleich der Anzahl kg der Konjugationsklassen
von G.

c¢) Nun definieren wir noch das Ziel dieses Abschnitts: wir werden im Wesentlichen
zeigen, dass
C ®7 Re(G) = Ce(G).

Im Klartext: eine komplex lineare Darstellung ist bis auf Isomorphie eindeutig
durch ihren Charakter bestimmt, und es gibt genau xg Isomorphieklassen irre-
duzibler Darstellungen iiber C.

Dazu brauchen wir zunéchst einmal eine Aussage iiber Charaktere.

2.5.3 Hilfssatz (ein Ringhomomorphismus)

Die Abbildung
X : Rig(G) — CK(G);,O = Xps

ist ein Ringhomomorphismus.

Beweis. Die triviale eindimensionale Darstellung hat als Charakter die konstante
Einsabbildung. Das ist das Einselement von Ck(G).

Wir miissen Additivitdt und Multiplikativitdt nur fiir ,,echte* Darstellungen zei-
gen, dann folgen sie auch fiir virtuelle. Das erleichtert das TEXen. Es seien also
p:G— Autg(V) und o : G — Autg (W) zwei endlichdimensionale Darstel-
lungen. Weiter seien Basen B und C von V und W gewihlt, sodass sich p(g)
beziiglich B durch die Abbildungsmatrix A(g) beschreibt, und o(g) beziiglich
C durch A(g).

Dann beschreibt aber die Blockmatrix ((’)4 ) die Abbildung p(g)®0o(g) auf VeW
beziiglich einer geeignet gewéhlten Basis, und offensichtlich ist damit

Spur(p(g) @ a(g)) = Spur(p(g)) + Spur(c(g)).

Das ist die gewiinschte Additivitét.
Ahnlich wird die Abbildung p(g) ®o(g) beziiglich einer geeignet gewihlten Basis
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durch das Kroneckerprodukt

a11(9)A(g) a1z(9)A(g) a1n(9)A(9)
a21(g)A(g) a22(9)14(9) cee a2n(g)A(9)
wn@AG) o awn(9)Ale) am(9)Alg)

beschrieben, dessen Spur offensichtlich
a11(g9)Spur(A(g)) + - - - + ann(g9)Spur(A(g)) = Spur(A(g)) - Spur(A(g))
ist. O

2.5.4 Bemerkung

In Charakteristik p > 0 ist die Abbildung x nicht injektiv. Denn die triviale
p-dimensionale Darstellung hat Spur konstant gleich 0, wie auch die nulldimen-
sionale Darstellung. Wir werden in Kiirze sicherstellen, dass die Abbildung in
Charakteristik 0 injektiv ist. Das ist ein allgemeines Phdnomen fiir halbeinfache
K -Algebren A in Charakteristik 0: ein endlichdimensionaler Modul M ist bis auf
Isomorphie durch die zugehorige Spurabbildung (siche 2.1.5) eindeutig bestimmt.
Wir werden das aber nur in der Situation des Gruppenrings weiterverfolgen.

2.5.5 Definition / Frage (eine Bilinearform)

Es seien K ein Korper und G eine endliche Gruppe. Dann fithren wir auf dem
Raum Abb(G, K) aller Abbildungen von G nach K die folgende Bilinearform

ein:
c(fi.f2) = filg

geG

NB: Wenn K = C gilt und f; der Charakter einer Darstellung von G ist, dann
gilt fo(g71) = fa(g). Esist ja p(g) diagonalisierbar, da es endliche Ordnung hat,
und die Eigenwerte sind Einheitswurzeln, also sind die Eigenwerte von p(g~!)
gerade die zu den Eigenwerten von p(g) konjugert komplexen Zahlen.

Man fithrt daher im Falle K = C anstelle der obigen Bilinearform das komplexe
Skalarprodukt

(i foda = 57 Zfl

geG
ein, das fiir Charaktere im zweiten Argument denselben Wert liefert wie (.

Genauso ist im Falle K C R fiir einen Charakter f, die Gleichung f5(g) =
f2(g™1) richtig. Das liegt letztlich daran, dass eine reelle Matrix endlicher Ord-
nung zu ihrer inversen dhnlich ist.

b) Wieso haben wir /3 eingefiihrt?
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2.5.6 Hilfssatz

Es seien p : G — Autg(V) und o : G — Autg(W) zwei irreduzible Dar-
stellungen der endlichen Gruppe G. Weiter sei ® : V — W eine K -lineare
Abbildung. Dann ist die Abbildung

¢ = o(g)o®op(g)”"
geG
die Nullabbildung, wenn p und ¢ nicht isomorph sind.

Wenn K algebraisch abgeschlossen ist, dimg (V') in K invertierbar ist und p = o
gilt, ist ® die Multiplikation mit dem Skalar

A= #G - Spur(®)/ dimg (V).

Beweis. Wie im Beweis von Maschkes Theorem sieht man, dass ® ein Homo-
morphismus von K[G]-Moduln ist. ( K -linear ist klar, G-Aquivarianz muss man
nachrechnen. . . )

Daher ist ® = 0, wenn p und o nicht isomorph sind, denn der Kern ist ein
Untermodul von V', und das Bild ein Untermodul von W.

Wenn p = o gilt und K algebraisch abgeschlossen ist, dann sagt uns das Lemma
von Schur, dass ¢ die Multiplikation mit einem Skalar A € K ist. Es gilt wegen
der Ahnlichkeitsinvarianz der Spur

dimg (V) - A = Spur(® ZSpur = #G - Spur(®),
geG

woraus sich der angegebene Wert von A berechnet. O

2.5.7 Konkretisierung (mit ,Matrizkoeffizienten “)

Wir wéhlen nun in der Situation des vorangegangenen Hilfssatzes Basen der Vek-
torrdume und erhalten daraus Abbildungsmatrizen A(g) := (a;;(9))1<ij<a fiir p
und B(g) := (bij(9))1<ij<e fir o, wobeil d := dimg(V), e := dimg (W) gelte.
Wenn ® durch die Elementarmatrix (£} ) beschrieben wird, dann wird & durch

die Matrix
> BO)ExAlg™)
geG

beschrieben, die an der Stelle (7,/) den Eintrag

Z bzy akl
geG
hat. Es gilt also im ersten Fall:
Vi gk 1Y bi(g)am(g") = 0.

geG
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Wenn hingegen p = o gilt, so folgt durch eine analoge Rechnung, wenn K alge-
braisch abgeschlossen ist und die Charakteristik von K kein Teiler der Dimension
von V ist:

- ) A, falls j = &k und i = [,
VZ7]7k71 : Zaij(g)akl(g 1) = { 0 SOIlStj.

geG

Dabei ist A wie in 2.5.6 durch A = #G/dimg (V) gegeben, der Fall j = k
entspricht ja einer Elementarmatrix mit Spur 1.
2.5.8 Folgerung (Orthogonalititsrelation)

Es seien p,o irreduzible Darstellungen der endlichen Gruppe G iiber einem al-
gebraisch abgeschlossenen Korper K der Charakterstik 0. (Dasselbe geht auch
fiir char(K) > #G.) Dann gilt fiir die Charaktere x, und X, :

0, falls p und o nicht isomorph sind,

Ba(Xps Xo) = { #G,  sonst.

Beweis: Wir wéhlen Matrizenmodelle von p und y und verwenden die Regeln
aus 2.5.7 beim Berechnen der Bilinearform. O
2.5.9 Folgerung (Injektivitit von x, Kriterium der Irreduzibiltit )

Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik 0 und G
eine endliche Gruppe. Dann gelten:

a) Der Ringhomomorphismus x : Rk (G) — Cx(G) ist injektiv.

b) Eine endlichdimensionale K -lineare Darstellung p von G ist genau dann
irreduzibel, wenn Ba(X,, X,) = #G gilt.

Beweis. a) Der Darstellungsring wird als Z-Modul von den irreduziblen Darstel-
lungen von G erzeugt. Es langt also zu zeigen, dass die Charaktere von paar-
weise verschiedenen irreduziblen Darstellungen {iber K linear unabhéingig sind.
Das folgt offensichtlich aus der Orthogonalitétsrelation: die Charaktere bilden ein
Orthogonalsystem im Raum der Klassenfunktionen.

b) Wir schreiben p = @le m;p; wie in 2.5.1. Aufgrund der Orthogonalitétsrela-
tion ist dann

k
Ba(Xer Xp) = #G - >_m?.
i=1
Diese Summe ist genau dann 1, wenn p irreduzibel ist. O

2.5.10 Bemerkung

a) Wenn K nicht algebraisch abgeschlossen ist, aber “immer noch Charakteristik 0
hat, dann ist y immer noch injektiv. Wenn ndmlich K der algebraische Abschluss
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von K ist, dann erhalten wir ein kommutatives Diagramm

i il
Rz(G) — Cx(G)

wobei von oben nach unten die offensichtlichen Inklusionen stehen. Da y in der
unteren Zeile kommutativ ist, gilt dies also auch in der oberen.

Das Kriterium fiir die Irreduzibilitat gilt allerdings nicht fiir beliebiges K'! So ist
etwa die vierdimensionale Standarddarstellung der Quaternionengruppe Qg iiber
R irreduzibel, hat aber den Charakter

Xp:1l—4, -1 —4 £] +J £K 0.

Es gilt
ﬂQs (X,Ov Xp) = 32.

Uber den komplexen Zahlen zerfillt dies Darstellung in zwei isomorphe zweidi-
mensionale, d.h. p = 2p, und es folgt

1
5@8 (Xﬁv Xﬁ) = ZBQ&(XW Xp) =8= #QB

Daher ist p irreduzibel.

b) Mit dem Satz sieht man auch, wieso im Fall K = C im Skalarprodukt (-, )q
der Normierungsfaktor 1/#G eingebaut wird. Er sorgt dafiir, dass die Charak-
tere der irreduziblen Darstellungen ein Orthonormalsystem im Raum der Klas-
senfunktionen sind.

¢) Wenn die Charakteristik von K nicht 0, aber groler als #G ' ist, dann gilt der
Satz 2.5.9 fast auch noch: x ist zwar nicht mehr injektiv, aber der Kern von y
ist so klein, wie er nur sein kann: Kern(x) = p - Rg(G). Der Beweis ist analog
zu dem in Charakteristik 0, die Charaktere der irreduziblen Darstellungen sind
immer noch linear unabhéngig iiber K.

2.5.11 Folgerung (Zerlegung einer gegebenen Darstellung)

Es sei p eine endlichdimensionale Darstellung der endlichen Gruppe G iiber
dem algebraisch abgeschlossenen Korper K der Charakteristik 0. Weiter seien
p1, .-, pre die Typen irreduzibler K|G|-Moduln. Dann gilt

k
p= @mi " Pis
i=1

wobei die Multiplizitdten m; gegeben sind durch m; = #ﬂg(xp,xpi).
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Beweis. Klar. O
2.5.12 Folgerung

Wenn K algebraisch abgeschlossen von Charakteristik 0 ist, dann ist die Multi-
plizitét der irreduziblen Darstellung p in der reguliaren Darstellung gleich dim(p).
Es ist ja der Charakter Y, der regudren Darstellung gegeben durch

eq — #G, g— 0 falls g # eg.
Nun ist nur der Wert # B6(Xpreg» Xp:) 21 berechnen, dieser ist x,,(eq) = dim(p;).

Nun sollten wir noch sehen, wie viele irreduzible Darstellungen es gibt. Es konnen
hochstens kg sein, womit wieder die Anzahl der Konjugationsklassen in G ge-
meint ist. Dass fiir algebraisch abgeschlossene Korper der Charakteristik 0 dieser
Wert auch wirklich angenommen wird, wird sich nun zeigen.

2.5.13 Satz

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper der Charakteristik 0 und G eine
endliche Gruppe. Dann bilden die Charaktere y;, 1 < i < k, der irreduziblen
Darstellungen von G eine Basis des Raums Cx(G) der Klassenfunktionen.

Beweis. Wir wissen schon, dass die y; linear unabhéingig sind. Wir miissen noch
zeigen, dass sie den Raum der Klassenfunktionen erzeugen.

Es sei p die reguldre Darstellung von G auf K[G|. Weiter sei f eine beliebige
Klassenfunktion. Wir bilden die Abbildung

®:=) flg)p(g”") € Endx (K[G)).

geG

Weil f eine Klassenfunktion ist, gilt hierbei

VheG:p(h)odop(h) = flglph~'g~'h) = @.

geG

K|[G] ist eine direkte Summe von irreduziblen K[G]-Untermoduln, und jeder
solche ist zu einem p; isomorph. Wegen des Lemmas von Schur ist die Ein-
schriankung von & auf solch einen irreduziblen Teilraum die Multiplikation mit
einem Skalar );; dieser berechnet sich durch

geG

als

1
=
dim p;

ﬁG’(fv Xz)
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Fir die Funktion
k
~ 1
=7 B, xi)xi
TP LIAY

hat die zugehdrige Abbildung @ auf den irreduziblen Summanden von K [G] aber
dieselben Eigenwerte, und deshalb stimmen ® und ¢ iiberein.

Da f sich vermoge

(I)((Sec) = Zf(g)(Sg

geG

aus ¢ zuriickgewinnen lasst, folgt

I .
f=f= %;m,xi)x.

Damit erzeugen die x; den Raum der Klassenfunktionen als K -Vektorraum. ()

2.5.14 Bemerkung

a) Wir wissen jetzt, dass es (im algebraisch abgeschlossenen Fall in Charakterstik
0) genau k¢ Isomorphietypen von irreduziblen Darstellungen einer endlichen
Gruppe G mit kg Konjugationsklassen gibt. Dies ldsst sich zusammen mit der
Gleichung

KG
#G = Z(dim pi)?
i=1
und der Orthogonalitétsrelation oft benutzen, um die Suche nach den irreduziblen

Darstellungen zu erleichtern.

Beispiel: Wir nehmen G = S4. Die Gruppe G hat 24 Elemente, und die Konju-
gationsklassen entsprechen bijektiv den (aufsteigenden) Partitionen von 4, wobei
einer Partition eben ein Typ von Zykelzerlegung zugeordnet wird. Wir wéhlen
Représentanten der Konjugationsklassen:

Id, (12), (12)0(34), (123), (123 4).

Wir haben 5 Klassen, also auch 5 irreduzible Darstellungen iiber C. Zwei eindi-
mensionale Darstellungen kennen wir schon lange: die triviale und die Signatur.

Gesucht sind nun noch die Dimensionen ds, dy, d5 der iibrigen irreduziblen Dar-
stellungen von Sy; es muss gelten

12412 4 d2 + d2 + d2 = 24, also d2 + d? + d2 = 22.

Mit ein bisschen Herumprobieren sieht man, dass die einzige Moglichkeit, dies
mit natiirlichen Zahlen zu bewerkstelligen, die folgende ist:

d3:2,d4:d5:3.
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Nun wollen wir versuchen, die Charaktere dieser Darstellungen zu bestimmen.
Da es nur eine zweidimensionale irreduzible Darstellung gibt und diese nach Ten-
sorieren mit der Signatur wieder eine zweidimensionale irreduzible Darstellung
gibt, muss die Spur von p3 auf den ungeraden Permutationen verschwinden.
X2(ec) = 2 gilt aus Dimensionsgriinden. Eine 2 x 2-Matrix der Ordnung 1 oder
2 hat Spur 2, 0 oder —2. Das gilt also fiir x3((1 2)(3 4)). Die Orthogonalitidt von
X3 mit dem trivialen Charakter sagt

2+3-x3((12)(34)) +8x3((123)) +6-0+6-0=0.
Weiter sagt die Formel (g (xs, x3) = 24, dass
4+ 3xs((12)(34))% +8xs((1 2 3))* = 24.

Ausprobieren der moglichen Werte des Charakters bei (1 2)(3 4) liefert

xs((12)(34)) =2,x3((123)) =-1.

Damit kennen wir ys.

Nun brauchen wir noch x, und xs. Dies sind Charaktere von dreidimensionalen
Darstellungen, und die Spuren von Matrizen der Ordnung 1 oder 2 im Dreidimen-
sionalen sind 3,1,—1, oder —3. Die Spur von p4((1 2)) ist nicht 3, denn sonst
wére p((12)) die Einheitsmatrix, also (1 2) im Kern von p, und damit p trivial,
weil die einzige normale Untergruppe der Sy, die (1 2) enthilt, eben Sy selbst
ist. Also ist x4((1 2)) = £1, und weil das Tensorieren mit der Signatur p, und
ps vertauscht, darf man sich das Vorzeichen aussuchen: ohne Einschrankung gilt

x4((12)) =1

Da x4 sowohl auf x; als auch auf yo senkrecht steht, sieht man, dass x4((12 3 4))
—1 gelten muss. Es folgt mit &hnlichen Rechnungen wie fiir y3 die folgende Cha-
raktertafel fir Sy:

Klasse | x1| X2 | X3 | X4 | X5
e 1112|313
(12) 1|=1]0]1]-1
(12)B34)| 1] 1|2 |-1]-1
(123) | 1|1 |=1[0]O
(1234) |1 ]-1{0|-1]1

Damit kennen wir die Charaktere der irreduziblen Darstellungen von Sy, was
aber noch fehlt, sind die Darstellungen selber! Zum Beispiel p; bekommt man
so: weil xo((1 2)(3 4)) = 3 gilt, ist diese 2 x 2-Matrix endlicher Ordnung die
Einheitsmatrix. Es ist also (1 2)(3 4) im Kern und damit jedes Produkt von 2
disjunkten 2-Zykeln: Diese drei Matrizen bilden zusammen mit der Einheitsma-
trix die Kleinsche Vierergruppe Vy, und Sy/Vy = S3. Wir erhalten p3 auf den
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Erzeugern (1 2),(1 2 3),(3 4) durch

2= (g 5 ) =@ sz (] 7))

Die Darstellung p, ergibt sich aus der vierdimensionalen Standarddarstellung
von Sy auf C* die durch die Permutationsmatrizen gegeben ist. Darin ist der
Teilraum

4
Vo= {(@ihisica | )2 =0}
i=1

ein invarianter Unterraum, und man rechnet nach, dass p, gerade die Operation
auf diesem Raum ist. Schlielich setzen wir ps(g) := sgn(g)psa(g) und erhalten
die zweite irreduzible Darstellung von S; in Dimension 3.

2.5.15 Definition / Bemerkung (die induzierte Darstellung)

Nun sei in der endlichen Gruppe G eine Untergruppe H gegeben.

a) Die Zuordnung p — p|g liefert einen Vergissfunktor von der Kategorie der
K[G]-Moduln in die Kategorie der K[H]-Moduln. Er heifit Res% : die Restrik-
tion von G nach H.

b) Nun wollen wir in die umgekehrte Richtung. Wir nehmen also einen K|[H]-
Modul W und wollen diesem einen K[G]-Modul zuordnen. Dazu nehmen wir
hilfsweise den Vektorraum

der zwar ein K[G]-Modul ist, aber nichts von der K[H]|-Modulstruktur von W
merkt. Um dies zu dndern benutzen wir eine Operation von H auf W, die durch

he(g®@w):=(gh™ ") ® hw

gegeben ist. Diese vertauscht mit der K|[G]-Multiplikation. Also ist der Modul
der H -invarianten hierin ein K[G]-Untermodul von W . Wir nennen ihn Ind%W.

Ein schones konkretes Modell erhalten wir wie folgt:

Es ist
K[G]®x W = Abb(G, K) @ W = Abb(G, W),

das ist ein K -Vektorraum, und H operiert darauf durch
Vf e Abb(G,W),Vh € H: (he f)(g) := h(f(gh)).

Wir suchen die Invarianten unter dieser Operation, das heiffit die Menge aller
Funktionen f € Abb(G,W), fiir die gilt:

Vhe H,ge G : f(gh) =h"f(g).
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In Zukunft denken wir uns Ind$ W als die Menge
{f:G—WNgeG heH:f(gh)=h"(fl9)}

wobei h™!(f(g)) die gegebene Operation von H auf W ist. Auf diesem Raum
operiert die Gruppe G durch

(g f)(@) = flg~"w).

Rechnen Sie nach, dass wir tatsdchlich einen K |G]-Linksmodul erhalten!
c¢) Konkretisierung:

Um diese Funktionen f mit f(gh) = h™'(f(g)) zu finden, wihlen wir ein System
von Nebenklassenvertretern von H in G, das heifit wir wihlen fiir r := (G : H)
Elemente g¢1,...,¢9, € GG, sodass

i=1

Dann ist durch die Vorgabe von wy,...w, € W eine H -invariante Abbildung
von G nach W gegeben durch

flgih) = h~" (w;).

Wir erhalten somit eine Bijektion von Ind%W mit W7 als K -Vektorriume,
und die Operation von G darauf ldsst sich auch hinschreiben: Fiir ¢ € G und
1<i<rgbtes 1<o()<rund h € H, sodass g~'g; = go;hi gilt. Dann
macht die Operation von ¢g aus dem r-Tupel (wy,...,w,) das Tupel

g (wi)1<icr = (b 'wo, 1<i<y-

Es ist klar, was man mit Morphismen ¢ zwischen K[H]-Moduln zu tun hat, um
aus Ind$, einen Funktor von der Kategorie der K[H]-Moduln in die Kategorie
der K[G]-Moduln zu machen: man schrinkt Idgg ® ® auf die H -invarianten
ein.

2.5.16 Rechnung (Der Charakter eines induzierten Moduls)

Es seien W ein endlichdimensionaler K[H]-Modul (Darstellung p : H —
Aut;(W)), H eine Untergruppe der endlichen Gruppe G, und V := Ind% (W)
der durch W auf G induzierte Modul. Wie hingt der Charakter von V' mit dem
von W zusammen?

Naja, wenn wir uns die Formel fiir die Operation von G' auf W" aus dem letzten
Abschnitt ansehen, dann beschreiben wir dabei die Operation durch Blockmatri-
zen (wenn wir einen Basis von W gewihlt haben), und zwar Blocke der Grofie
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dimg (W) x dimg (W), und an der Stelle (i,0(i)) steht die Matrix, die die Ope-
ration von h; ' auf W beschreibt. Das bedeutet:

T B 1 ~
Spur(glnas ) = >, Spur(p(h; V=g > Spur(p(z”'gx)).
=1 zeG
g~ Lg;=g;h; z—lg—lazcH

Dabei wird ab dem zweiten Gleichheitszeichen vorausgesetzt, dass die Charakte-
ristik von K kein Teiler der Ordnung von #H ist.

Hierbei kann man nun nicht viel weiter vereinfachen, da p ja eine Darstellung
von H ist, und nicht von G

Grundsétzlich aber kennen wir damit den Charakter von Ind%(p).

Wenn nun o : G — Autg (V) eine endlichdimensionale Darstellung von G ist,
dann hat die auch einen Charakter. Wir berechnen (wenn die Charakteristik von
K nicht gerade ungiinstig ist. .. )

Bl Xe) = 23 3 Spur(pl”ga) - Spuro(s ™))

geG zeG
z*lgIEH

N #LH > ) Spur(p(h)) - Spur(o(zh 'z ™))

heH xeG

#G
= #_H5H<Xp7 XResg(o))-

Nun betrachten wir uns die K -linearen Abbildungen
Res% : Cx(G) — Cx(H), Ind$ : Cx(H) — Cx(Q),

deren erste durch Einschranken der Funktionen nach H gegeben ist, und de-
ren zweite durch die Formel definiert wird, die den Charakter der induzierten
Darstellung aus dem Charakter eines H-Moduls berechnet.

Dann zeigt die letzte Rechnung im Falle, dass die Charakteristik von K kein
Teiler von #G ist:

#ﬂg(lﬂdgv, w) = #LHﬁH(U, ResGw).

Die linearen Abbildungen Res und Ind sind adjungiert beziiglich der (richtig
normierten) betrachteten Bilinearformen auf den Klassenfunktionen.

Dies ist doch nett, denn es gilt der folgende Satz:
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2.5.17 Satz (Nun adjungiert was zusammengehdrt — Frobeniusreziprozitit)

Wenn H C G endliche Gruppen sind und K ein Korper ist, dann ist der Funktor
Ind% zum Funktor Res$, linksadjungiert.

Beweis. Wir brauchen fir jeden K[G]-Modul V' und jeden K[H]-Modul W
intelligente Isomorphismen

Hom (g (Ind§; W, V) — Hom ez (W, Res§ V).

Diese miissen durch ein geeignetes universelles Element fiir den richtigen Funk-
tor zustande kommen, z.B. fiir den Funktor V ~» Hompgm (W, Res%V). Die
gewiinschte Adjungiertheit legt nahe, dass wir einen H -Morphismus von W nach

Res%Inf%W angeben sollten. Das tun wir nun; wir ordnen dem Element w € W
die Funktion f, : G — W zu, die durch

x lw, fallsx € H,
0, sonst.

Ve € G : f,(z) ::{

Dies definiert eine K -lineare Abbildung F : W — Ind$W, und man rechnet
nach, dass

Vw e W,h € Hyx € G : fro(r) =2 hw = f,(h'x) = (h* (fu)) ().

Es ist also F': w — f,, ein Homomorphismus von K[H]-Moduln. Dann definiert
die Abbildung

vy : Homge (Ind§W, V) 3 @ — @ o F € Hom ) (W, ResG V)

eine natiirliche Transformation der entsprechenden Hom-Funktoren (bei festem
W V lauft).

In der umgekehrten Richtung erinern wir uns an die Zerlegung G = |J ¢;H und
betrachten fiir einen festen K[G]-Modul V' die Abbildung

M : Ind§ResGV — V. > gi(f(g)
=1

Das ist sinnvoll, da die Funktionswerte von f ja in einem K[G]-Modul liegen.
Es hingt auflerdem nicht von der Wahl der Nebenklassenvertreter ab, da fiir alle
g€ G und h e H gilt:

ghf(gh) = ghh™" f(g) = gf(9)-
Wir sind ja im induzierten Modul!

Nun definieren wir die Abbildung

w,y : Homye (W, Res§ V) 5 U — M o Ind% (V) € Hompg g (IndG W, V),

42



und man rechnet nach, dass nyw und 7w,y fiir jeden K[G]-Modul V' und jeden
K[H]-Modul W zueinander invers sind. O
2.5.18 Bemerkung

Der Prozess der Induktion fithrt manchmals dazu, dass Aussagen iiber Darstel-
lungen von weniger komplizierten Gruppen benutzt werden kénnen, um Aussagen
iiber die eigentlich gerade interessierende Darstellung zu machen. Stichwort: Die
Séatze von Artin und Brauer. Diese sind zum Beispiel in der Theorie der L-Reihen
in der Zahlentheorie wichtig.

Zu guter Letzt soll nun noch eine Anwendung der Darstellungstheorie in der
Gruppentheorie selbst vorgefiihrt werden. Vorbereitender Weise brauchen wir
noch einen Hilfssatz iiber Einheitswurzeln in C.

2.5.19 Hilfssatz (ein Satz von Kronecker)

a) Es sei a € C algebraisch ganz (d.h. ganz iiber 7 ) und so, dass alle Nullstellen
des Minimalpolynoms von « Betrag < 1 haben. Dann ist « = 0 oder « ist eine
Einheitswurzel.

b) Es seien \i,...,\, € C Einheitswurzeln und
a:= A4+ \)/n.

Wenn « algebraisch ganz ist, dann ist es 0 oder eine Einheitswurzel.
Beweis.

a) Es seien ay, ..., a, die Nullstellen des Minimalpolynoms f von «. Dann gilt

=T —a).

=1

Die Koeffizienten von f sind die Ausdriicke

k
Z Hajl, 0<k<n.

1<ji<ge<<jp<n I=1

Diese Koeflizienten sind also betragsméflig alle < 2™,

Essei P:={)>"",a,X" € Z[X]| — 2" < a; < 2"}. Das ist eine endliche Menge,
in der auch f liegt, da « algebraisch ganz ist.

Die Potenzen o, k € Ny, erfiillen alle dieselbe Voraussetzung wie « selbst: sie
sind ganz (denn die ganzen Zahlen bilden einen Ring) und alle Nullstellen ihrer
Minimalplynome haben Betrag < 1 (denn diese sind {af|1 < i < n}). AuBler-
dem ist der Grad ihrer Minimalpolynome nicht gréer als n. Demnach liegt das
Minimalpolynom von o also in P, und es gibt nur endlich viele Moglichkeiten
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k_

fiir die Werte von of. Speziell gibt es natiirliche Zahlen k < [, sodass o o
gilt, und die Behauptung folgt.
b) Wenn « ganz ist, dann erfiillt es alles, was in a) verlangt wird. O

2.5.20 Hilfssatz

Es sei p: G — GL,(C) eine irreduzible Darstellung der endlichen Gruppe G
mit Charakter x. Weiter sei g € G ein Element, C' seine Konjugationsklasse in
G und n = #C. Wenn dann n und n teilerfremd sind, dann ist x(g)/n entweder
0 oder eine Einheitswurzel.

Beweis: Wir schreiben
l=kn+In

mit k, [ € Z. Nach Multiplikation mit x(¢)/n wird daraus

x(g9)/n = kx(n) + Inx(g)/n.

X(g) ist eine Summe von n Einheitswurzeln, und die Behauptung folgt aus 2.5.19,
wenn wir wissen, dass x(g)/n ganz algebraisch ist. Das wiederum folgt daraus,
dass nx(g)/n ganz algebraisch ist, was wir nun noch zeigen miissen.

Dazu sei ® := )" _.p(x). Die Summe s:=5_ _. x liegt im Zentrum des Grup-
penrings Z[G]. Dieses Zentrum wird (nach dem Lemma von Schur) von p auf
C- I, = Z(C"™) abgebildet (I, ist die n x n-Einheitsmatrix). Dabei geht s auf
die Matrix AI,, deren Spur n\ gleich ) _. Spur(p(z)) =n-x(g) ist. Da s als
Element einer Ordnung in Q[G] ganz ist, muss auch A = nx(¢g)/n ganz sein. O

2.5.21 Satz (Nicht-FEinfachheitskriterium,)

Es seien G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und g € G ein Element,
sodass die Méchtigkeit der Konjugationsklasse von g eine p-Potenz > 1 ist.

Dann ist G nicht einfach.

Beweis: Es sei X die Menge der Charaktere der irreduziblen komplexen Darstel-
lungen von G, X' = X \ {1}. Die Orthogonalitétsrelation impliziert dann (weil
mit den Spalten einer unitdren Matrix auch deren Zeilen orthogonal sind)

Y xlea)x(9) =0, also 1=—" x(g)x(eq).

Dann gibt es aber einen Charakter xy € X', sodass x(g) # 0 und p |[/x(1) =
dim(x). Anderenfalls wire ja p~' ganz algebraisch, was aber nicht stimmt.

Es sei x so ein Charakter und p die zugehorige irreduzible Darstellung. Dann gilt
x(eg) = dim(p), und nach 2.5.20 folgt x(g)/x(1) =: A ist eine Einheitswurzel.

Das impliziert p(g) = A, (alle Eigenwerte miissen gleich sein, da sonst die
Summe der Betrige nicht n sein kénnte). Damit gilt p(g) € Z(p(G)), und somit
ist G nicht einfach. O
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2.5.22 Folgerung (Burnside’s p®q”-Satz)

Es seien p und ¢ Primzahlen und G eine Gruppe, deren Ordnung gleich p®g®
fiir natiirliche Zahlen a,b ist

Dann ist G auflosbar.

Beweis: Wir zeigen, dass G nicht einfach ist, wenn es nicht zyklisch von Prim-
zahlordnung ist. Dann folgt rekursiv nach a, b, dass in der Kompositionsreihe fiir
G nur zyklische Gruppen von Primzahlordnung als Faktoren auftauchen, dass
also G eine Normalreihe mit abelschen Quotienten hat, und damit auflosbar ist.

Da p-Gruppen nilpotent sind (siehe Algebra I; Sylowsétze und Folgerungen),
diirfen wir a,b > 0 annehmen. Dann wéhlen wir im Zentrum einer p-Sylowgruppe
S ein Element g # eq. Das geht wiederum, weil S nilpotent ist.

Wenn dann s im Zentrum von G liegt, sind wir fertig (¢ erzeugt einen nichttri-
vialen Normalteiler), und ansonsten ist die Méachtigkeit der Konjugationsklasse
von s eine g-Potenz > 1 und mit Satz 2.5.21 sind wir wieder fertig. O
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