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Lösung zu Aufgabe 3c):

zeige: p reduzibel ⇒ p = 3 oder p = 1 + 3n, n ∈ Z

p reduzibel ⇒ ∃x + yζ3 ∈ Z[ζ3] : p = N(x + yζ3) = (x− 1
2y)2 + 3

4y2 ⇒ 4p = (2x− y)2 + 3y2 .

Fall1: 2x−y = 3m für ein m ∈ Z⇒ (2x−y)2 = 3 ·3m2 ⇒ 4p = 3 · (3m2 +y2) ⇒ 3 | p ⇒ p = 3 .

Fall2: 2x − y = 1 + 3m oder 2x − y = 2 + 3m für ein m ∈ Z ⇒ (2x − y)2 = 1 + 3v, v ∈ Z ⇒
4p = 1 + 3 · (v + y2) .
Angenommen p = 3 . Dann folgt 3 | 1 + 3 · (v + y2) .
Für p = 2 + 3z folgte 4p = 8 + 12z = 1 + 3 · (v + y2) ⇒ 2 = 1 + 3 · (v + y2 − 4z) .
Folglich ist p = 1 + 3z für ein z ∈ Z .

Lösung Aufgabe 3d):

Behauptung: Jedes Primelement in Z[ζ3] ist assoziert zu einem p = 2 + 3z, z ∈ Z

oder zu a + bζ3, a, b ∈ Z mit a2 − ab + b2 = p für p = 3 oder p = 1 + 3z, z ∈ Z .

Sei π ∈ Z[ζ3] ein Primelement mit π | p .

Fall1: p = 2 + 3z
π | p ⇒ ∃b ∈ Z[ζ3] : π · b = p ⇒ b ∈ Z[ζ3]× , da p irreduzibel ⇒ π ist assoziiert zu p .

Fall2: p = 3 oder p = 1 + 3z
π | p ⇒ ∃a ∈ Z[ζ3] rZ[ζ3]× : p = N(a) = a · ā ⇒ π | a oder π | ā ⇒ ∃b ∈ Z : π · b = p .
Da p prim in Z , sind a und ā irreduzibel. Denn sonst gäbe es x, y ∈ Z[ζ3] mit a = N(x), ā =
N(y) , und folglich wäre p = N(x) ·N(y) .
Dann folgt: O.E. π · b = a ⇒ b ∈ Z[ζ3]× , da a irreduzibel ⇒ π ist assoziiert zu a = u + vζ3 ∈
Z[ζ3] mit u2 − uv + v2 = N(a) = p .


