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Aufgabe 33

a)

b)

Der Umkehrsatz liefert die Behauptung, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: Die Funktion
[ ist stetig differenzierbar, es gilt f(In2, ) = (0, %) und die Matrix f'(In2, 7) ist regulér. Wir
iiberpriifen diese Voraussetzungen: Die stetige Differenzierbarkeit ist offensichtlich. Weiter ist

oy _ (cosh(In2) cos 5\ 0 (0
f(In2,3) = (sinh(an) sin72r> N <sinh(ln 2)) N (3/4> ’
denn sinh(In2) = 1(eM? — e~ m2) = 2(2 — 1) = 2. Schlieflich gilt

Flay) = sinhx cosy —coshzx siny
’ coshz siny sinhx cosy /)’

und damit ist (n2)
/ T\ 0 —cosh(In 2
fn2,3) = (cosh(ln 2) 0 )
reguliir, denn cosh(In2) = 1(2+3) = 2 #0.
Nach dem Umkehrsatz gilt

-1
(f_l)/(oafi)Z(f’(f‘l(O,fi)))_lz(f’(1n2,g))‘1:<594 —3/4) :<_2/5 465)-

Die Funktion f ist iiberall stetig differenzierbar und fiir alle (z,y) € R? ist
det f'(x,y) = (sinhx cosy)? + (coshz siny)?.

Diese Determinante wird also nur dann 0, wenn sinhx cosy = 0 und coshx siny = 0 gilt.
Fiir £ > 0 ist dies gleichbedeutend mit cosy = 0 und siny = 0, kann also nie eintreten.
Folglich ist fiir z > 0 die Matrix f/(z,y) stets regulidr. Der Umkehrsatz liefert nun die lokale
Invertierbarkeit von f in jedem Punkt (z,y) € (0,00) x R.

Trotzdem ist die Funktion f auf (0,00) x R nicht injektiv wegen f(x,y + 27) = f(x,y) fir
(z,y) € (0,00) x R.

Es gilt:

cosh(R) = [1, 00), sinh(R) = (—o0, 00)
sin ((0,%)) = (0,1), cos ((0,%)) = (0,1)

Somit folgt:

fG)y=f (R x (0, %)) = [0,00) x (—00,00)
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Aufgabe 34

a)

b)

Die behauptete Auflosbarkeit folgt mit dem Satz iiber implizit definierte Funktionen, wenn
wir

f(07 07 _2) =0 und fz (07 07 _2) 7é 0
fiir die stetig differenzierbare Funktion f: R3 — R, f(x,y,2) := 23 + 22% — 3zyz + 23 — o3,
iiberpriift haben. Es gilt £(0,0,—2) = (=2)3 +2(—2)? = 0 und

fz (w,y,z) :322_‘_42_31‘3/7 also fz (0307_2) :3(_2)2+4(_2) :4#()’

womit die Behauptung bereits bewiesen ist. Fiir die Ableitung gilt

@) = =(F-(e9e.0)) 5ol (o)

1
= — —3yg(z,y) + 322 —3xg(x,y) — 3y?) .
39(,y)* + 4g(z,y) — 3ay (=3ug(@.v) (@) )

Wir miissen zeigen, dass in der Nihe von (0,0, 1,1) durch die Gleichung

2 2
R . L TP+ Yy —u"+v
f(xay7u7v)_07 mit f(x7y7u7v) e <x2+2y2—3u2+47)2—1>

implizite Funktionen v und v definiert werden. Offenbar ist f: R* — R? stetig differenzierbar;
zudem sieht man sofort, dass f(0,0,1,1) = 0 gilt; die ersten zwei Voraussetzungen des Satzes
iiber impllth definierte Funktionen sind also erfiillt. Jetzt miissen wir nur noch priifen, ob die
Matrix 8( )(O 0,1,1) regulér ist. Wegen

ist

/ _(2x 2y —2u 2v _[—2u 20
f(x’y’“’“)_<2x 4y —6u 8uv 3. 0) D) =\ Zeu 8w

und damit - of )(0 0,1,1) = (~22). Diese Matrix ist tatsichlich regulir, denn det(~22) =
—4 # 0.

Somit sind die Voraussetzungen des Satzes iiber implizit definierte Funktionen erfiillt. Danach
gibt es eine offene Umgebung U C R? von (0,0) und eine stetig differenzierbare Funktion
g: U = R? mit ¢(0,0) = (1,1) und f(x,y,9(z,y)) = 0 fiir alle (z,y) € U. Definiert man u
als die erste Komponentenfunktion von g und v als die zweite Komponentenfunktion von g,
dann leisten u,v: U — R das Gewiinschte. Auflerdem ergibt fuir sich fir (z,y) € U

-1
g (z,y) = — (8(8]:})(?6 Y, g(%l/))) 8((ny) (z,y,9(x,y))

~1
(z,y,u (x,y),v(x,y))> 8((?6 Y)

By E%)_l @2 ii) |

= (0,0) ist der zweite Faktor die Nullmatrix, so dass dann

9'(0,0) = (8 8)

ist. Dies bedeutet, dass u;(0,0) = u,(0,0) = v,(0,0) = v,(0,0) gilt.

(z,y, u(z,y),v(z,y))

— /\/—\
[\D
:

Insbesondere fiir (z,y

Dieses Ergebnis kann man auch folgendermafien herleiten: Bilden wir in den beiden Gleichun-
gen 22 4+ 2 —u? + 02 = 0 und 22 + 2y — 3u® + 4v? = 1 die partielle Ableitung nach z,



wobel wir u = u(z,y) und v = v(x,y) jetzt als die implizit definierten Funktionen auffassen,
so ergibt sich

2r — 2uug + 2vv, =0 und 2x — 6uuy, + 8vv, = 0.
Einsetzen von z = y = 0 liefert wegen «(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
—2u,(0,0) +20,(0,0) =0  und  — 6uz(0,0) + 8v,(0,0) = 0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur u,(0,0) = v,(0,0) = 0.

Um die partiellen Ableitungen nach y der implizit definierten Funktionen v = u(z,y) und
v = v(z,y) zu berechnen, gehen wir analog wie eben vor. Wir bilden in beiden Gleichungen
22 +y? —u? 4+ 0% = 0 und 22 + 2y — 3u® +40? = 1 die partielle Ableitung nach y und erhalten

2y — 2uuy + 2vv, =0 und 4y — 6uuy + 8vvy = 0.
Einsetzen von z = y = 0 liefert wegen «(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
—2u,(0,0) + 2v,(0,0) =0 und — 6uy(0,0) + 8v,(0,0) =0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur w,(0,0) = v,(0,0) = 0.

Aufgabe 35

a) Das Taylorpolynom von f zweiten Grades um den Punkt & ist gegeben durch

-

Ty z0(h) = f(Z0) + Vf(To) - h+ Lh T Hy(Zo)h.

Fiir die Funktion f: R® — R, f(x,y,2) = ze® — y?, ergibt sich

e? 0 0 ¢
Vi(z,y,z) = [ -2y und H¢(x,y,z) =10 -2 0
xe® e 0 zef

Fiir f() = ({1}0,:{/0,20) = (1, —1,0) gﬂt also

1 0 0 1
f(@)=0, Vf@)=|(2|, Hi@)=|0 —2 0
1 1 0 1

(z —z0) +2(y — yo) + (2 — 20)
3(=2(y = 90)* + (2 = 20)* + 2(2 — 20)(z — 20))
=@-D+2y+D)+z-(y+1)°+32+ (- 1)z.

b) Fiir die Funktion f: R? — R, f(z,y) = cos(z) sin(y) e* ¥, gilt

f(z,y) = e Ycosxsiny = f(0,0) = 0
fa(z,y) =€ Y(coszsiny — sinzsiny) = fz(0,0)0 = 0
fy(z,y) = e” Y(cosxcosy — cosxsiny) = fy(0,0) = 1
fuslr,y) = e V(=2sinasing) = Lw(0,0) = 0
Joy(x,y) =€ Y(sinxsiny —sinxcosy —cosxsiny +cosxcosy) = fry(0,0) = 1
Jyy(z,y)  =e"Y(—2cosxzcosy) =  fw(0,0) = -2
fozz(x,y) =e* Y(—2cosxsiny — 2sinxsiny) = fz2z(0,0) = 0
Jray(x,y) =€ Y(—2sinzcosy + 2sinzsiny) = fry(0,0) = 0
Jayy(z,y) =€ " Y(2sinx cosy — 2 cosx cosy) = faw(0,0) = -2
Jyyy(z,y) =€ "Y(2cosasiny + 2cosx cosy) = fyuw(0,0) = 2

3



Damit ist fiir H = (hla h?) = (-’L',y) - (x()vy()) = (-T,y)

3 B
T3,0,0)(h) = T (0, 0) Z hji o hjy ——————— 97 07 7. (0,0)
]17327]3 1 J1 J2 73

= £(0,0) + V£(0,0) - h+ h TH(0,0)h + L (B3 £, (0,0) + 37173 f14,(0,0))
= 0+ hy + 5 (h1ha + hihy — 2h3) + § (2h5 — 6hyh3)

= hy + hihg — h3 — hih3 + Lh)

=ytay—ay’ -y  + 59"

c) Wiein a) gilt: Das Taylorpolynom von f zweiten Grades um den Punkt 7 ist gegeben durch
20(R) = F(&) + V(#0) - h+ §h " Hy (o)l
Fiir die Funktion f(z,y) = a¥ ergeben sich folgende Ableitungen:

folz,y) = ¥y, fy(z,y) = 2¥In(x)
foa(m,y) =2V 2" —y),  fay(z,y) =2 (yIn(z) + 1), fyy(z,y) = 2¥(In(z))?

Somit gilt fiir (xg,yo) = (1,3):

V£(1,3) = (S) Hy(1,3) = (f (1))

und fiir das Taylorpolynom folgt
Ty 13)(h) = 1+ 3hy + 3(6h3 + 2h1ha) = 1+ 3hy + 303 + hihs

2301 211 berechnen, setzen wir h= (1.02 — 0, 3.01 —yp) =

Um eine Niherung fiir den Wert 1.0
(0.02,0.01) ein und erhalten

T5,1,3(0.02,0.01) = 1.0614
Eine Kontrollrechnung mit dem Taschenrechner zeigt: 1.02301 ~ 1.0614181679.

Aufgabe 36

a) Es sei 7 ein beliebiger Punkt aus f(G) und # € G mit f(Z) = §. Da f’(Z) nach Voraussetzung
invertierbar ist, konnen wir den Umkehrsatz anwenden (wobei f nun als Funktion von G
nach R" betrachtet wird). Dieser liefert die Existenz offener Umgebungen U von Z, mit
ZeU CG,und V von ¢, so dass f : U — V bijektiv ist. Wegen U C G folgt insbesondere
V = f(U) C f(GQ), also die Behauptung (denn V" ist offen und 4 € V).

b) Wir l6sen die Aufgabe auf zwei unterschiedlichen Wegen:

Losung 1 Definiere g : D — R, g(&) = || f(& )H2 (diese Funktion besitzt die gleichen Ex-
tremstellen wie Z — || f(Z)|). Die Ableitung von & + ||Z]|? ist gegeben durch die Funktion
# + 227 (Z wird hier als Spaltenvektor notiert). Somit folgt mit der Kettenregel fiir die
Ableitung von g:
9@ =2f@)" (@)

Wir nehmen an, dass g an der Stelle g € D ein Maximum oder Minimum annimmt. Dann
muss aber auch die Funktion g : R = R, gx(2) := 9(Zo1,- .., Zok—1, 2 L0 k41, - - - To,n) €in
Extremum in z = Z s, besitzen (k = 1,...,n). Nach HMI folgt dann, dass g;,(Zo %) = 0 gelten
muss, also (wieder Kettenregel)

S o 99



Insgesamt erhalten wir also
Vg(Zo) =0

(Bemerkung: Diese notwendige Bedingung fiir ein Extremum werden wir auch diese Woche
in der Vorlesung sehen.)

Wegen Vg(Zy) = 0 <= f(Z)7f'(Zo) = 0 und der Regularitit von f’(i) folgt, dass
f(Zo) = 0 gelten muss. Da ||f(Z)|] > 0 fur alle &£ € D und ||f(Zy)|| = 0, kann &y nur ein
Minimum sein. Die Funktion besitzt kein Maximum.

Loésung 2 Wir nehmen an, dass die Funktion an der Stelle Zy ein Maximum annimmt, d.h.
es gilt
If @) < [[f(@o)l  fiir alle 7 € D. (1)

Es gilt ||f(Zo)]| # 0, denn sonst wire 0 = || f(Z)] fiir alle ¥ € G, also f konstant Null und
somit nirgends invertierbar. Nach Teil a) ist das Bild f(D) offen, d.h. es existiert ein € > 0
so dass K(f(%g),e) C f(D). Wir setzen

. €
2||.f (Zo)
und betrachten den Punkt 71 = f(Zo) + pf(%0). Wegen [|y1 — f(Zo)l| = ||pf(Zo)|| = § gilt

71 € K(f(%y),e) € f(D). Also existiert 1 € D mit f(Z1) = 7. Es gilt aber:

IF @I = 172l = L+ p)I[f (@)l > [1f (Zo)]

Dies ist ein Widerspruch zu (1).

Falls fiir ein Zp € D gilt f(Z) = 0, so folgt, dass Zy ein Minimum ist (da ||f(Z)| > 0 fiir
alle Z € D). Tritt dieser Fall nicht ein, so konnen wir analog zum bisherigen Vorgehen zeigen,
dass Z — || f(Z)]| kein Minimum besitzt (definiere 1 = f(Zy) — pf(Zo))-
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