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Lösungsvorschläge zum 8. Übungsblatt

Aufgabe 43: (Übung)
Seien a, b > 0 reelle Zahlen. Berechnen Sie jeweils den Flächeninhalt A(D) =

∫∫
D d(x, y) der

Menge D ⊆ R2, wobei

(a) D :=
{

(x, y) ∈ R2 | x2
a2

+ y2

b2
≤ 1
}
,

(b) D :=
{

(x, y) ∈ R2 | a2 ≤ x2 + y2 ≤ b2
}

und

(c) D :=
{

(x, y) ∈ R2 | y ≥ 0, ax2 + y ≤ b
}

.

Lösungsvorschlag

Teil (a) : Nach Definition gilt für jedes Rechteck R ⊆ R2 mit D ⊆ R∫∫
D

d(x, y) =

∫∫
R
χD(x, y) d(x, y)

wobei χD(x, y) = 0 falls (x, y) ∈ R\D und χD(x, y) = 1 falls (x, y) ∈ D. Für (x, y) ∈ D gilt wei-
ter y = 0⇔ |x| ≤ a, das heißt die MengeD ist von der FormD =

{
(x, y) ∈ R2 | |x| ≤ a, y ∈ [−h(x), h(x)]

}
wobei h(x) = b

√
1− x2

a2
für |x| < a gilt. Nach Satz 2 in Abschnitt 20.5 der Vorlesung existiert

das Integral daher und∫∫
D

d(x, y) =

∫ a

−a

∫ h(x)

−h(x)
dydx =

∫ a

−a
2b

√
1− x2

a2
dx = 2ab

∫ 1

−1

√
1− z2 dz = 2ab

∫ π
2

−π
2

cos2(φ) dφ

= ab[φ+ cos(φ) sin(φ)]
π
2

−π
2

= abπ.

wobei jeweils mit x = za und z = sin(φ) substituiert wurde.

Teil (b) : Die Menge D ist eine Differenzmenge der Kreise mit Radius b, beziehungsweise a.
Auf Grund der Symmetrie dieser Menge sehen wir mit der Definition des Integrals ein, dass∫∫

D
d(x, y) =

∫ b

−b

∫ b

−b
χD(x, y) dxdy =

∫ 0

−b

∫ b

−b
χD(x, y) dxdy +

∫ b

0

∫ b

−b
χD(x, y) dxdy

= 2

∫ b

0

∫ b

−b
χD(x, y) dxdy = 2

∫∫
D∩{y≥0}

d(x, y).
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Damit genügt es, die Fläche von D ∩ {y ≥ 0} zu bestimmen. Ein Tupel (x, y) ∈ R2 mit |x| ≤ a
liegt in D ∩ {y ≥ 0}, falls

√
a2 − x2 ≤ y ≤

√
b2 − x2 gilt. Falls a ≤ |x| ≤ b gilt, so liegt

(x, y) ∈ D ∩ {y ≥ 0} genau dann, wenn 0 ≤ y ≤
√
b2 − x2 gilt. Das heißt D ∩ {y ≥ 0}

ist erneut von der Form D ∩ {y ≥ 0} =
{

(x, y) ∈ R2 | |x| ≤ a, y ∈ [
√
a2 − x2,

√
b2 − x2]

}
∪{

(x, y) ∈ R2 | a ≤ |x| ≤ b, y ∈ [0,
√
b2 − x2]

}
.

Damit gilt nach Satz 2 in Abschnitt 20.5 der Vorlesung∫∫
D∩{y≥0}

d(x, y) =

∫ a

−a

√
b2 − x2 −

√
a2 − x2 dx+ 2

∫ b

a

√
b2 − x2 dx

=

∫ b

−b

√
b2 − x2 dx−

∫ a

−a

√
a2 − x2 dx = (b2 − a2)π

2

wobei erneut wie in Teil (a) substituiert wurde. Es folgt nun A(D) = π(b2 − a2). Wir können
außerdem den Flächeninhalt (einfacher) direkt mit Teil (a) berechnen, indem wir einsehen,
dass∫∫

D
d(x, y) =

∫ b

−b

∫ b

−b
χD1(x, y) dxdy −

∫ b

−b

∫ b

−b
χD2(x, y) dxdy =

∫∫
D1

d(x, y)−
∫∫

D2

d(x, y)

wobei D1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 +y2 ≤ b2} und D2 = {(x, y) ∈ R2 | x2 +y2 ≤ a2}. Die Berechnung
folgt dann aus Teil(a) mit übereinstimmenden Achsenlängen der Ellipsen (Kreis).

Teil (c): A(D) berechnet den Flächeninhalt der Menge, die vom Graphen der quadratischen

Funktion f(x) = b − ax2, x ∈
[
−
√

b
a ,
√

b
a

]
und der Achse {y = 0} ⊆ R2 eingeschlossen wird.

Das heißt D = {(x, y) ∈ R2 | |x| ≤
√

b
a , y ∈ [0, b− ax2]}. Damit folgt

∫∫
D
d(x, y) =

∫ √
b
a

−
√

b
a

b− ax2 dx = 2b

√
b

a
− 2a

3

(√
b

a

) 3
2

.

Aufgabe 44: (Übung)

(a) Skizzieren Sie den Integrationsbereich des Integrals
∫ 1
0

∫ y2+1
y x2y dxdy und berechnen Sie

den Integralwert.

(b) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(i)
∫
A

y

(1+x2+y2)
3
2

d(x, y), A = [0, 1]2

(ii)
∫
B xy

2 d(x, y), B =
{

(x, y) ∈ R2 : |y| ≤ x, x2 + y2 ≤ 1
}

Lösungsvorschlag

(a) Wir setzen

B :=
{

(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 1, y ≤ x ≤ y2 + 1
}
.
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Das heißt ist (x, y) ∈ B, so gilt für x ∈ [0, 1] nur die Bedingung 0 ≤ y ≤ x ≤ 1, denn
y2 + 1 ≥ 1. Andererseits gilt auch y2 + 1 ∈ [1, 2], denn y ∈ [0, 1]. Ist daher x ∈ [1, 2] so
gilt für y ∈ [0, 1] die Bedingung

√
x− 1 ≤ y ≤ 1.

Insgesamt gilt somit

B =
{

(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ x ≤ 1
}︸ ︷︷ ︸

=B1

∪
{

(x, y) ∈ R2 : (1 < x ≤ 2) ∧ (
√
x− 1 < y ≤ 1)

}︸ ︷︷ ︸
=B2

.

Ferner ist B1 ∩B2 = ∅. Es folgt aus Abschnitt 20.5 der Vorlesung∫ 1

0

∫ y2+1

y
x2ydxdy =

∫
B
x2yd(x, y) =

∫
B1

x2yd(x, y) +

∫
B2

x2yd(x, y)

=

∫ 1

0

∫ x

0
x2ydydx+

∫ 2

1

∫ 1

√
x−1

x2ydydx =

∫ 1

0

x4

2
dx+

∫ 2

1
x2

1− (x− 1)

2
dx

=
1

10
+

[
x3

3
− x4

8

]x=2

x=1

=
1

10
+

8

3
+

1

8
− 1

3
− 2 =

67

120
.

(b) (i) Es gilt nach Satz 1 in Abschnitt 20.5 der Vorlesung

∫
A

y

(1 + x2 + y2)
3
2

d(x, y) =

∫ 1

0

∫ 1

0

y

(1 + x2 + y2)
3
2

dydx = −
∫ 1

0

[
1

(1 + x2 + y2)
1
2

]y=1

y=0

dx

=

∫ 1

0

1

(1 + x2)
1
2

dx−
∫ 1

0

1

(2 + x2)
1
2

dx

= [arsinh(x)]x=1
x=0 −

√
2

2

∫ 1

0

1(
1 +

(
x√
2

)2) 1
2

dx

y= x√
2

= arsinh(1)−
∫ √

2
2

0

1

(1 + y2)
1
2

dy = arsinh(1)− [arsinh(y)]
y=

√
2

2
y=0 =

= arsinh(1)− arsinh

(√
2

2

)
= ln

(
1 +
√

2
)
− ln

(
1 +
√

3√
2

)

= ln

(
2 +
√

2

1 +
√

3

)
.

Hier wurde für x 7→ arsinh(x) für x ∈ [0, 1] die Stammfunktion
∫

arsinh(x) dx =
ln(x+

√
x2 + 1) + C verwendet.

(ii) Es gilt nach Satz 2 in Abschnitt 20.5 der Vorlesung, da die Schnittpunkte der Geraden

y = ±xmit dem Einheitskreis jeweils
(

1√
2
, 1√

2

)
,
(
− 1√

2
,− 1√

2

)
und

(
− 1√

2
, 1√

2

)
,
(

1√
2
,− 1√

2

)
betragen∫∫

B
xy2 d(x, y) =

∫ 1√
2

0
x

∫ x

−x
y2 dy dx+

∫ 1

1√
2

x

∫ √1−x2
−
√
1−x2

y2 dy dx =
2

15

1

2
5
2

+
2

15

1

2
5
2

=
1

15
√

2
.
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Aufgabe 45: (Übung)

(a) Berechnen Sie das Kurvenintegral
∫
γ f(x) ds für

(i) r > 0 und γ : [0, π] → R2 definiert durch γ(t) :=

(
r cos t
r sin t

)
sowie f : R2 → R

definiert durch f(x, y) := arccos
(
x
r

)
+ y

r .

(ii) γ : [0, 1]→ R2 definiert durch γ(t) :=

(
ln(1 + t2)

2 arctan(t)− t+ 3

)
mit f : R2 → R definiert

durch f(x, y) := ye−x.

(b) Überprüfen Sie jeweils, ob ~F auf dem Definitionsbereich ein Potentialfeld ist und berech-
nen Sie gegebenenfalls die Potentialfunktion.

(i) ~F : R3 → R3 mit f(x, y, z) :=

y2 + 2xz
z2 + 2xy
x2 + 2yz

.

(ii) ~F : {(x, y, z) ∈ R3 : z > 0} → R3 mit f(x, y, z) :=

 x2y
zex

xy ln(z)

.

Lösungsvorschlag

(a) (i) Es gilt

γ̇(t) =

(
−r sin(t)
r cos(t)

)
∀t ∈ [0, π].

Somit folgt ‖γ̇(t)‖ = r für alle t ∈ [0, π] und für das gesuchte Integral ergibt sich∫
γ
f(x)ds =

∫ π

0
f(γ(t)) ‖γ̇(t)‖ dt = r

∫ π

0
arccos(cos(t)) + sin(t) dt

= r[
t2

2
− cos(t)]πt=0 = r(

π2

2
+ 2).

(ii) Es gilt

γ̇(t) =

( 2t
1+t2
2

1+t2
− 1

)
=

(
2t

1+t2
1−t2
1+t2

)
∀t ∈ [0, 1].

Somit folgt ‖γ̇(t)‖ =
√

4t2

(1+t2)2
+ (1−t2)2

(1+t2)2
=
√

1+2t2+t4

(1+t2)2
= 1 für alle t ∈ [0, 1] und für

das gesuchte Integral folgt∫
γ
f(x)ds =

∫ 1

0
f(γ(t)) ‖γ̇(t)‖ dt =

∫ 1

0
(2 arctan(t)− t+ 3)

1

1 + t2
dt

=

∫ 1

0
2 · 1

1 + t2
arctan(t)− 1

2
· 2t

1 + t2
+ 3 · 1

1 + t2
dt

= [(arctan(t))2 − 1

2
ln(1 + t2) + 3 arctan(t)]1t=0 =

1

16
(π2 + 12π − 8 ln(2)).
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(b) (i) ~F : R3 → R3 mit f(x, y, z) :=

y2 + 2xz
z2 + 2xy
x2 + 2yz

 hat auf R3 die Potentialfunktion

F : R3 → R definiert durch F (x, y, z) = xy2 + x2z + yz2.
Wir werden diese Funktion nun berechnen. Das folgende Vorgehen ist dabei aber
nicht als formal korrekte Rechnung zu verstehen, vielmehr soll es veranschaulichen
wie man einen Kandidaten für die Potentialfunktion ermittelt. Gesucht ist eine Funk-
tion F : R3 → R mit der Eigenschaft, dass

(∇F )(x, y, z) =

~F1(x, y, z)
~F2(x, y, z)
~F3(x, y, z)


gilt, wobei ~Fi für i ∈ {1, 2, 3} die Komponentenfunktionen von ~F darstellen. Dies
schreiben wir in das Gleichungssystem

∂F

∂x
(x, y, z) = y2 + 2xz, (1)

∂F

∂y
(x, y, z) = z2 + 2xy, (2)

∂F

∂z
(x, y, z) = x2 + 2yz. (3)

Integriert man (1) in der x-Variablen, erhält man

F (x, y, z) =

∫
∂F

∂x
(x, y, z)dx =

∫
y2 + 2xzdx = xy2 + x2z + c1(y, z),

wobei die Konstante c1(y, z) von y und z abhängen kann, da wir nur in x integrieren
und diesbezüglich y und z als “Konstanten” einzustufen sind. Integrieren wir (2)
nach y und (3) nach z erhalten wir

F (x, y, z) = xy2 + c2(x, z) + yz2 und F (x, y, z) = c3(x, y) + x2z + yz2.

An dieser Stelle vergleicht man die drei Gleichungen für F (x, y, z) und wird feststel-
len, dass

c1(y, z) = yz2 und c2(x, z) = x2z und c3(x, y) = xy2

eine Möglichkeit ist, diese Gleichungen zu erfüllen. Unser Kandidat lautet daher
F : R3 → R definiert durch F (x, y, z) = xy2 + x2z + yz2.
Dann ist F ∈ C1(R3,R) und für (x, y, z) ∈ R3 gilt

(∇F )(x, y, z) =

y2 + 2xz
z2 + 2xy
x2 + 2yz

 = ~F (x, y, z).

Folglich ist F die gesuchte Potentialfunktion.

(ii) Das Vektorfeld ~F : D → R3 mit D := {(x, y, z) ∈ R3 : z > 0} und ~F (x, y, z) := x2y
zex

xy ln(z)

 ist auf D kein Potentialfeld.
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Zunächst ist zu bemerken, dass D ein Gebiet ist und ~F ∈ C1(D,R3) gilt. Für
(x, y, z) ∈ D gilt

~F ′(x, y, z) =

 2xy x2 0
zex 0 ex

y ln(z) x ln(z) xy
z


und damit ist ~F ′(x, y, z) nicht symmetrisch. Nach Vorlesung (Abschnitt 20.4) ist ~F
daher kein Potentialfeld auf D, da die Verträglichkeitsbedingungen nicht erfüllt sind.
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Aufgabe 46: (Tutorium)

(a) Skizzieren Sie den Integrationsbereich des Integrals
∫ 1
0

∫ 1
y e

x2 dxdy und berechnen Sie den
Integralwert.

(b) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(i)
∫
A

1
(x+y)2

d(x, y), A = [1, 2]× [3, 4],

(ii)
∫
B y sin(xy) d(x, y), B = [0, 1]× [0, π/2],

(iii)
∫
B sin(x+ y) d(x, y), B = [0, π]2

Lösungsvorschlag

(a) Es gilt nach Satz 2 in Abschnitt 20.5 der Vorlesung:∫ 1

0

∫ 1

y
ex

2
dxdy =

∫∫
{(x,y)∈R2: y∈[0,1], y≤x≤1}

ex
2

d(x, y) =

∫∫
{(x,y)∈R2:x∈[0,1], 0≤y≤x}

ex
2

d(x, y)

=

∫ 1

0

∫ x

0
ex

2
dydx =

∫ 1

0
xex

2
dx

=
1

2

[
ex

2
]x=1

x=0
=
e− 1

2
.

(b) Es sei zunächst zu bemerken, dass der Integrand in allen drei Fällne (i), (ii), (iii) stetig
ist. Damit können wir jeweils Satz 1 aus Abschnitt 20.5 der Vorlesung anwenden. Es gilt
daher

(i) ∫
A

1

(x+ y)2
d(x, y) =

∫ 2

1

∫ 4

3

1

(x+ y)2
dydx = −

∫ 2

1

[
1

x+ y

]y=4

y=3

dx

=

∫ 2

1

1

x+ 3
dx−

∫ 2

1

1

x+ 4
dx = [ln(x+ 3)]x=2

x=1 − [ln(x+ 4)]x=2
x=1

= ln

(
5

4

)
− ln

(
6

5

)
= ln

(
25

24

)
.

(ii) ∫
B
y sin(xy)dxy =

∫ π
2

0

∫ 1

0
y sin(xy)dxdy =

∫ π
2

0
[− cos(xy)]1x=0dy =

∫ π
2

0
1− cos(y)dy

= [y − sin(y)]
π
2
y=0 =

π

2
− 1.

(iii) ∫
D

sin(x+ y) d(x, y) =

∫ π

0

∫ π

0
sin(x+ y) dxdy =

∫ π

0
[− cos(x+ y)]πx=0 dy

=

∫ π

0
cos(y)− cos(π + y) dy = 2

∫ π

0
cos(y) dy = 2[sin(y)]πy=0 = 0.
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Aufgabe 47: (Tutorium)

(a) Berechnen Sie das Kurvenintegral
∫
γ f(x) ds für

(i) r > 0 und γ : [0, π]→ R2 definiert durch γ(t) :=

(
r cos(t)
r sin(t)

)
und f : R2 → R definiert

durch f(x, y) := y.

(ii) γ : [0, ln(5)] → R3 definiert durch γ(t) := et

2

 cos t
sin t√

2

 und f : R3 → R definiert

durch f(x, y, z) := x.

(b) Überprüfen Sie jeweils, ob ~F auf dem Definitionsbereich ein Potentialfeld ist und berech-
nen Sie gegebenenfalls die Potentialfunktion.

(i) ~F : R2 → R2 mit ~F (x, y) :=

(
ey + cos(x) cos(y)
xey − sin(x) sin(y)

)
.

(ii) ~F : R3 → R3 mit ~F (x, y, z) :=

 y2 + 2xyz3

2y + x2z3

y2 + 3x2yz2

.

Lösungsvoschlag

(a) (i) Es gilt

γ̇(t) =

(
−r sin(t)
r cos(t)

)
∀t ∈ [0, π].

Somit folgt ‖γ̇(t)‖ = r für alle t ∈ [0, π] und für das gesuchte Integral ergibt sich∫
γ
f(x)ds =

∫ π

0
f(γ(t)) ‖γ̇(t)‖dt = r2

∫ π

0
sin(t)dt = r2[− cos(t)]πt=0 = 2r2.

(ii) Es gilt

γ̇(t) =
et

2

cos(t)− sin(t)
sin(t) + cos(t)√

2

 ∀t ∈ [0, ln(5)].

Somit folgt ‖γ̇(t)‖ = et

2

√
(cos(t)− sin(t))2 + (sin(t) + cos(t))2 + 2 = et und für das

gesuchte Integral ergibt sich∫
γ
f(x)ds =

∫ ln(5)

0
f(γ(t)) ‖γ̇(t)‖ dt =

1

2

∫ ln(5)

0
e2t cos(t)dt.

Es gilt∫
e2t cos(t)dt

P.I.
= e2t sin(t)− 2

∫
e2t sin(t)dt

P.I.
= e2t sin(t) + 2 e2t cos(t)− 4

∫
e2t cos(t)dt,
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wodurch sich ∫
e2t cos(t)dt =

e2t

5
(sin(t) + 2 cos(t))

ergibt. Damit folgt also∫
γ
f(x)ds =

1

10
[e2t(sin(t) + 2 cos(t)]

ln(5)
t=0 =

5

2
(sin(ln(5)) + 2 cos(ln(5)))− 1

5
.

(b) (i) Das Vektorfeld ~F : R2 → R2 mit ~F (x, y) :=

(
ey + cos(x) cos(y)
xey − sin(x) sin(y)

)
ist auf R2 ein

Potentialfeld und hat die (bis auf Addition von Konstanten eindeutige) Potential-
funktion Φ : R2 → R definiert durch Φ(x, y) := xey + sin(x) cos(y).

Da Φ ∈ C1(R2,R) und für (x, y) ∈ R2 gilt, dass

(∇Φ)(x, y) =

(
ey + cos(x) cos(y)
xey − sin(x) sin(y)

)
= ~F (x, y)

ist Φ tatsächlich die gesuchte Potentialfunktion. Ähnlich wie in der Übung kann man
dabei zunächst die notwendige Bedingung ∂

∂xΦ(x, y) = ~F1(x, y) = ey + cos(x) cos(y)
für (x, y) ∈ R2 durch bilden der Stammfunktion in x überprüfen. Das heißt, unter
der Bedingung dass ~F ein Potentialfeld ist, gilt

Φ(x, y) = xey +

∫
cos(x) cos(y) dx+ C(y) = xey + sin(x) cos(y) + C(y)

Durch die Gleichung ~F2(x, y) = ∂
∂yΦ(x, y) = xey − sin(x) sin(y) + C ′(y) erhält man

die Unabhänbgigkeit der Konstante C von (x, y).

(ii) Das Vektorfeld ~F : R3 → R3 mit ~F (x, y, z) :=

 y2 + 2xyz3

2y + x2z3

y2 + 3x2yz2

 ist kein Potentialfeld

auf R3.

Zunächst sei zu bemerken, dass R3 ein sternförmiges Gebiet ist und ~F ∈ C1(R3,R3)
gilt. Weiter gilt für (x, y, z) ∈ R3

~F ′(x, y, z) =

 2yz3 2y + 2xz3 6xyz2

2xz3 2 3x2z2

6xyz2 2y + 3x2z2 6x2yz

 .

Dies ist jedoch keine symmetrische Matrix und daher sind die Verträglichkeitsbedingungen
(Abschnitt 20.4, Satz 2) auf R3 nicht erfüllt. Damit hat ~F also keine Potentialfunk-
tion.

Aufgabe 48: (Tutorium)
Berechnen Sie jeweils das Kurvenintegral ∫

γ

~F · ~ds.

(a) ~F (x, y, z) = e−xz(2x−x2z− 5zy3, 15y2,−x3− 5xy3), γ(t) = (t3, t2− t, sin(πt)), t ∈ [0, 1]

(b) ~F (x, y, z) = (y,−z, x), γ(t) = (sinh(t), cosh(t), sinh(t)), t ∈ [0, ln(2)]
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Lösungsvorschlag

(a) Es gilt:

∂ ~F1

∂y
(x, y, z) = −15y2ze−xz =

∂ ~F2

∂x
(x, y, z)

∂ ~F1

∂z
(x, y, z) = (−3x2 − 5y3 + x3z + 5xy3z)e−xz =

∂ ~F3

∂x
(x, y, z)

∂ ~F2

∂z
(x, y, z) = −15xy2 =

∂ ~F3

∂y
(x, y, z)

für alle x, y, z ∈ R. Da R3 einfach zusammenhängend und ~F ein C1-Vektorfeld ist, gilt
nach Abschnitt 20.4 der Vorlesung, dass ~F ein Potentialfeld ist. Also hängt der Wert des
Integrals nicht von dem konkreten Weg, sondern nur von den Randpunkten ab. Es ist

γ(0) = (0, 0, 0), γ(1) = (1, 0, 0).

Wähle also γ̃ : [0, 1]→ R3 mit γ̃(t) = (t, 0, 0). Es gilt:∫
γ

~F · ~ds =

∫
γ̃

~F · ~ds =

∫ 1

0

~F (γ̃(t)) · ˙̃γ(t)dt =

∫ 1

0
2tdt =

[
t2
]t=1

t=0
= 1.

(b) Es gilt nach Definition des Kurvenintegrals:∫
γ

~F · ~ds =

∫ ln(2)

0

~F (γ(t)) · γ̇(t)dt

=

∫ ln(2)

0
(cosh(t),− sinh(t), sinh(t)) · (cosh(t), sinh(t), cosh(t))dt

=

∫ ln(2)

0
cosh2(t)− sinh2(t) + sinh(t) cosh(t)dt

=

∫ ln(2)

0
1 + sinh(t) cosh(t)dt = ln(2) +

1

2

[
sinh2(t)

]t=ln(2)

t=0
= ln(2) +

9

32
.

http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm2phys2017s/
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