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Aufgabe 43: (Ubung)
Seien a,b > 0 reelle Zahlen. Berechnen Sie jeweils den Flicheninhalt A(D) = [[,d(z,y) der
Menge D C R?, wobei

(a) Di={(a,y) e R |+ <1},
(b) D:={(z,y) e R? | a* < 2* + y* < b*} und

(¢) D:={(z,y) e R? | y >0, az? +y < b}.

Losungsvorschlag

Teil (a) : Nach Definition gilt fiir jedes Rechteck R C R? mit D C R

//D d(z,y) = //Rxp(x,y) d(z,y)

wobei xp(z,y) = 0 falls (z,y) € R\D und xp(z,y) = 1 falls (z,y) € D. Fiir (z,y) € D gilt wei-
tery = 0 < |z| < a, das heiBt die Menge D ist von der Form D = {(z,y) € R? | |z| < a, y € [~h(z), h(z)]}

wobei h(z) = by/1 — g—i fiir |z| < a gilt. Nach Satz 2 in Abschnitt 20.5 der Vorlesung existiert
das Integral daher und

a rh(x) a 72 1 5 )
//D d(x,y):/_a/_h(w) dydac:/_a%\/l—az dx:Qab/_lvl—zQ dz:2ab/_gcos (¢) do
= ab[¢p + cos(¢) Sin(qﬁ)ﬁ% = abr.

wobei jeweils mit = za und z = sin(¢) substituiert wurde.

Teil (b) : Die Menge D ist eine Differenzmenge der Kreise mit Radius b, beziehungsweise a.
Auf Grund der Symmetrie dieser Menge sehen wir mit der Definition des Integrals ein, dass

//D d(z,y) = /_l; /_beD(w,y) dxdy = /_Ob /_I;XD(x,y) dxdy + /Ob /—ZXD(x’w dzdy
:2/0b /_beD(%y) dxdy = 2//I)O{y>0} d(z,y).
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Damit geniigt es, die Fliche von D N {y > 0} zu bestimmen. Ein Tupel (x,y) € R? mit |z| < a
liegt in D N{y > 0}, falls Va2 — 2% < y < Vb2 —2? gilt. Falls a < |z| < b gilt, so liegt
(x,y) € DN{y > 0} genau dann, wenn 0 < y < b2 — 2?2 gilt. Das heifit D N {y > 0}

ist erneut von der Form D N {y > 0} = {(:c,y) eER?| |z| <a, y € [Va? —mz,\/bQ—xZ]} U

{(:c,y) eR?|a<|z|<b, y €0, \/bQ—xQ]}.

Damit gilt nach Satz 2 in Abschnitt 20.5 der Vorlesung

a b
// d(z,y) = \/b2—x2—\/a2—m2dx+2/ Vb2 — 22 dx
Dn{y>0} —a a
b a
:/ \Vb? — 22 d:L'—/ Va2 — x? da::(bQ—a2)E
—b —a

2

wobei erneut wie in Teil (a) substituiert wurde. Es folgt nun A(D) = 7(b* — a?). Wir koénnen
auflerdem den Fldacheninhalt (einfacher) direkt mit Teil (a) berechnen, indem wir einsehen,
dass

//D d(x,y):/l;/bbel(ar,y) drcdy—/i/bbmz(x,y) d:cdy://D1 d(x,y)—//DQ d(z,y)

wobei Dy = {(z,y) € R? | 22 +4? < b} und Dy = {(z,y) € R? | 22+ y? < a?}. Die Berechnung
folgt dann aus Teil(a) mit iibereinstimmenden Achsenléngen der Ellipsen (Kreis).

Teil (c¢): A(D) berechnet den Flécheninhalt der Menge, die vom Graphen der quadratischen
Funktion f(z) =b—ax?, = € [—\/E, \/E} und der Achse {y = 0} C R? eingeschlossen wird.

Das heiBt D = {(x,y) € R? | |z| < \/g, y € [0,b — az?]}. Damit folgt
3
b =2
a b 2 2
// d(m,y)z/@b—axdezzb\/»_Z;L( b) '
D _Je a a

Aufgabe 44: (Ubung)

2
a) Skizzieren Sie den Integrationsbereich des Integrals Loyt 2%y dady und berechnen Sie
0 Jy
den Integralwert.

(b) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

3 Y — 2
(1) fA (1+12+y2)% d(l‘,’y), A [07 1]

(i) [pay? d(z,y), B={(z,y) €R®: [y| <@, a® +y* <1}
Losungsvorschlag

(a) Wir setzen
B = {(xyeR:0<y<ly<az<y’ +1}.



Das heift ist (z,y) € B, so gilt fiir x € [0,1] nur die Bedingung 0 < y < z < 1, denn
y? +1 > 1. Andererseits gilt auch 32 + 1 € [1,2], denn y € [0, 1]. Ist daher = € [1,2] so
gilt fiir y € [0, 1] die Bedingung vx — 1 <y < 1.

Insgesamt gilt somit

B = {(x,y)eRQ:Ogygxgl}u{(x,y)ERQ: I<z<2)AWo—-1<y<1)}.

=B =B>

Ferner ist By N By = (. Es folgt aus Abschnitt 20.5 der Vorlesung

/01 /yy2+1x2ydxdy = / 2?yd(z,y) = / 22yd(z,y) +/ 22yd(z, y)
= w?ydydz + ydyde = [ —dx+ el Gl Y
/ / / / [ Har [t

B 3 8| _, 10 38 3 120

(b) (i) Es gilt nach Satz 1 in Abschnitt 20.5 der Vorlesung

1
)
/ §d(x7y) = / / 3dydx——/
A1+ 22 +1y2)2 1+x2+y 2 0
B /0 (1 —|—£C2 / 2—1—1‘2%

=1 V2
[arsinh(z)]=} — 2/0 <1 (1:6 )2>;dx
V2
inh(1 L dy = arsinh(1 inh(y)' =2
arsinh( )—/0 m y = arsinh(1) — [arsinh(y)],_,

= arsinh(1) — arsinh (Xf) =In (1 + \/5) —1In (1 T/%/g>
_ (22
- 1+v3)

Hier wurde fiir z — arsinh(z) fiir z € [0,1] die Stammfunktion [ arsinh(z) dz =
In(z + V2?2 + 1) + C verwendet.

(+a2+y2)i],_

s

<
I Il
Sk

(ii) Es gilt nach Satz 2 in Abschnitt 20.5 der Vorlesung, da die Schnittpunkte der Geraden

I S e A1
i/)— £ mit dem Einheitskreis jeweils (\[ f) (—\/5, \/5) und( oL \/§>’ (\/5’ \/5>
etragen

2 1 2 1 1
xy” d(z d dw—l—/ / dyder = ——+——5 = ——.
// v d(x,y) / /y Y MQy Y 1595 1595 15v2



Aufgabe 45: (Ubung)

(a) Berechnen Sie das Kurvenintegral [ f(z) ds fiir

i) » > 0und 7 : [0,7] — R? definiert durch ~(t) := TCQSt sowie f : R? = R
rsint
definiert durch f(z,y) := arccos (£) + ¥.
2
(ii) v :[0,1] — R? definiert durch v(t) := <2 arcltz(ri(jz t—)t N 3) mit f : R? — R definiert
durch f(z,y) := ye™".

(b) Uberpriifen Sie jeweils, ob F auf dem Definitionsbereich ein Potentialfeld ist und berech-
nen Sie gegebenenfalls die Potentialfunktion

y? + 2x2
(i) F:R3— R3 mit f(x,y,2) = [ 22 + 22y
22 + 2y

—

(i) F:{(z,y,2) eR? :

2
: 2> 0} = R mit f(z,y,2) =

-y
ze®
zyln(z)

Losungsvorschlag

(a) (i) Es gilt

7@=<ﬁ$§0 vt € [0, 7).

Somit folgt ||¥(t)|| = r fiir alle ¢ € [0, 7] und fiir das gesuchte Integral ergibt sich
vy
) A (@) dt = 7‘/ arccos(cos(t)) + sin(t) dt
0

/f ds—/f 2

= r[; — cos(t)]p = (55 +2).

2
< 2t2 )
1+
2
1+t2 1

2t
(WQ vt € [0, 1].
14+¢2
Somit folgt ||5(¢)|| = \/ at? (1—t2)?

4 . .
o2 T (e = \/151'5:;55 =1 fiir alle t € [0,1] und fiir
das gesuchte Integral folgt

/f ds—/f

(i) Es gilt

Y(t) = =

1
1
NIF@)| dt = / (2arctan(t) — ¢t + 3)——dt
0

142
1 1 2t 1
2.~ _arctan(t) — - ——— +3. —_dt

/0 T etant) — 5 T T3 T

= [(arctan(t))? — 5 In(1 + t?) + 3arctan(t)]}_ = %(7‘(’2 + 127 — 81n(2)).



y? + 2z2
(b) (i) F : R® — R3 mit f(z,y,2) := |22+ 22y | hat auf R® die Potentialfunktion
22 + 2y
F :R? — R definiert durch F(z,y,2) = zy* + 222 + y22.
Wir werden diese Funktion nun berechnen. Das folgende Vorgehen ist dabei aber
nicht als formal korrekte Rechnung zu verstehen, vielmehr soll es veranschaulichen
wie man einen Kandidaten fiir die Potentialfunktion ermittelt. Gesucht ist eine Funk-
tion F : R? — R mit der Eigenschaft, dass

}jl(-xayv Z)
(VF)(CL‘,y,Z) = €2($7yvz)
FB(maya Z)

gilt, wobei F fiir i € {1,2,3} die Komponentenfunktionen von F darstellen. Dies
schreiben wir in das Gleichungssystem

oF

%(xayaz) :y2+2l’2, (1)
oF
Fy(xv Y, Z) = Z2 + 2$y7 (2)
oF
g(:v, Y, z) = 2+ 2yz. (3)

Integriert man in der z-Variablen, erhélt man

F
F(x,y,z) = / —aa (x,y,2)dx = /y2 + 2zzdx = $y2 + 2%z + c1(y, 2),
s

wobei die Konstante ¢ (y, z) von y und z abhéngen kann, da wir nur in x integrieren
und diesbeziiglich y und z als “Konstanten” einzustufen sind. Integrieren wir
nach y und nach z erhalten wir

F(z,y,2) = 2y + ca(w, 2) +yz° und F(z,y,2) = c3(a,y) + 2%z + y2°.

An dieser Stelle vergleicht man die drei Gleichungen fiir F'(z,y, z) und wird feststel-
len, dass

2

c1(y,z) =y2° und cp(z,2) = 2%z und c3(z,y) = zy?

eine Moglichkeit ist, diese Gleichungen zu erfiillen. Unser Kandidat lautet daher
F :R? — R definiert durch F(z,y, 2) = zy? + 222 + y22.
Dann ist F' € CY(R3,R) und fiir (z,y,2) € R3 gilt

y? + 2x2
(VF)('CC7y7 Z) = 22 + me = F<x7y7 2)'
2 + 2yz

Folglich ist F' die gesuchte Potentialfunktion.

(ii) Das Vektorfeld F : D — R3 mit D := {(z,y,2) € R® : z > 0} und F(z,y,2) :=
z?y
ze® ist auf D kein Potentialfeld.
zyIn(z)



Zuniichst ist zu bemerken, dass D ein Gebiet ist und F € C'(D,R3) gilt. Fiir
(z,y,2) € D gilt
2xy z? 0
ﬁ/(:z:,y, z) = ze® 0
yln(z) xln(z)

8 Q

X
zy
4

und damit ist F'(z,y, z) nicht symmetrisch. Nach Vorlesung (Abschnitt 20.4) ist F
daher kein Potentialfeld auf D, da die Vertréglichkeitsbedingungen nicht erfiillt sind.



Aufgabe 46: (Tutorium)

(a) Skizzieren Sie den Integrationsbereich des Integrals fol fyl e’ dxdy und berechnen Sie den
Integralwert.

(b) Berechnen Sie die folgenden Integrale:
) fA ﬁ d(fL‘,y), A= [172] X [354]7
(ii) [pysin(zy) d(z,y), B =[0,1] x [0,7/2],

(iii) [psin(z+y) d(z,y), B= [0, 7]

Losungsvorschlag

(a) Es gilt nach Satz 2 in Abschnitt 20.5 der Vorlesung:

/ / e’ dxdy = // e* d(x,y):// ™ d(z,y)
{(z,y )E]R2 y€[0,1], y<z<1} {(z,y)ER2: z€[0,1], 0<y<z}
1 1
= / e’ dyd:c—/ ze® dx
0 0
l
2

r= e—l

(b) Es sei zunéichst zu bemerken, dass der Integrand in allen drei Féllne (¢), (i7), (iii) stetig

ist. Damit kénnen wir jeweils Satz 1 aus Abschnitt 20.5 der Vorlesung anwenden. Es gilt
daher

(i)

/A($-:y)2 d@y) = // (z +y)? [CEETER /1 [wiy]ziidsg
- [ e —/12$i4d = (e + =2 — [z + =2

a(5) -2 (3)-n(3)

(i)

T T
/ ysin(zy)dry = /2 / ysin(zy)dady = /2[ cos(zy)]l_ody = /2 1 — cos(y)dy
B o Jo 0 0

=[y- sin(y)]yg:o =
(i)
/Dsin(x +y) d(z,y) = /0 /0 sin(z + y) dedy = /0 [—cos(z + y)|i—o dy

= /7T cos(y) —cos(m +y) dy = 2/7r cos(y) dy = 2[sin(y)]y—y = 0.
0 0



Aufgabe 47: (Tutorium)
(a) Berechnen Sie das Kurvenintegral fv f(x) ds fiir

7 cos(t)

: : 2 ; —
(i) 7> O0und ~ : [0, 7] — R* definiert durch (t) := ('r sin )

durch f(z,y) :=y.

) und f : R? — R definiert

cost
(ii) v : [0,In(5)] — R3 definiert durch v(¢) := %’f sint | und f : R® — R definiert
V2

durch f(x,y,z2) ==z

(b) Uberpriifen Sie jeweils, ob F auf dem Definitionsbereich ein Potentialfeld ist und berech-
nen Sie gegebenenfalls die Potentialfunktion.

(i) F:R*— R mit F(z,y) := (;Zf—csisrf(gcac))csi;((i)))'

y? + 2wy

(i) F:R® — R® mit F(x,y,2) = | 2y+a22®
y? + 322y2?

Loésungsvoschlag

(a) (i) Es gilt ‘
Y(t) = <‘TSln(t)> vt € [0,7].

7 cos(t)

Somit folgt ||¥(t)|| = r fiir alle ¢ € [0, 7] und fiir das gesuchte Integral ergibt sich

/f )ds = / FOy@) |7 @) dt = 72 /07r sin(t)dt = r2[— cos(t)]F_, = 212

(ii) Es gilt

of cos(t) — sin(t)
A(t) = 3 sin(t) + cos(t) vt € [0,In(5)].
V2
Somit folgt ||5(¢)|| = & e/ (cos(t) — sin(t))? + (sin(t) + cos(t))2 + 2 = ¢ und fiir das

gesuchte Integral ergibt sich

B In(5) . 1 nG)
L f(a)ds = /0 FO@) 3@t = 5 /0 &2 cos(t)dt.

Es gilt

/e2t cos(t)dt R g2t sin(t) — 2/e2t sin(t)dt B g2t sin(t) + 2e* cos(t) — 4/62t cos(t)dt,



wodurch sich o
/e2t cos(t)dt = %(sin(t) + 2cos(t))

ergibt. Damit folgt also

/f(x)ds = %[e%(sin(t) + QCos(t)]gg’) = g(sin(ln(S)) + 2cos(In(5))) — %

e¥ + cos(x) cos(y)
xe¥ — sin(z) sin(y)
Potentialfeld und hat die (bis auf Addition von Konstanten eindeutige) Potential-
funktion ® : R? — R definiert durch ®(z,y) := we¥ + sin(z) cos(y).

Da ® € C'(R?,R) und fiir (z,y) € R? gilt, dass

o)) = (RS — Fay

xe¥ — sin(z) sin(y)

(b) (i) Das Vektorfeld F : R? — R2? mit F(z,y) := ( ) ist auf R? ein

ist ® tatsichlich die gesuchte Potentialfunktion. Ahnlich wie in der Ubung kann man
dabei zunichst die notwendige Bedingung % (z,y) = Fi(x,y) = e¥ + cos(x) cos(y)
fiir (x,5) € R? durch bilden der Stammfunktion in z iiberpriifen. Das heifit, unter
der Bedingung dass F ein Potentialfeld ist, gilt

O(x,y) = ze! + /cos(:v) cos(y) dx + C(y) = we? + sin(x) cos(y) + C(y)

Durch die Gleichung Fy(z,y) = a%d)(x,y) = ze¥ — sin(z) sin(y) + C’(y) erhélt man
die Unabhinbgigkeit der Konstante C von (z,y).

y? 4 2wyz3
(i) Das Vektorfeld I : R3 — R3 mit F(x,y,2) := | 2y+ 2223 | ist kein Potentialfeld
y? + 322yz?
auf R3.
Zunéichst sei zu bemerken, dass R ein sternformiges Gebiet ist und F € C1(R?, R3)
gilt. Weiter gilt fiir (z,y, z) € R?
2yz3 2y +222%  6ryz?
Fl(z,y,2) = | 2223 2 32222
6xyz? 2y + 32222 62%yz
Dies ist jedoch keine symmetrische Matrix und daher sind die Vertréglichkeitsbedingungen

(Abschnitt 20.4, Satz 2) auf R3 nicht erfiillt. Damit hat F also keine Potentialfunk-
tion.

Aufgabe 48: (Tutorium)
Berechnen Sie jeweils das Kurvenintegral

/ F - ds.
.
(a) F(z,y,2) = e "2z — a2z — 52y, 1592, —23 — bay?), ~(t) = (83,42 —t,sin(nt)), t € [0, 1]

(b) F(z,y,z) = (y,—z ), ~(t) = (sinh(t),cosh(t),sinh(t)), ¢ e [0,In(2)]



Lésungsvorschlag

(a) Es gilt:
OF, OF
87;("1),:(/, Z) = —15y226_$2 = 87;($7y7 Z)
OF , , OF
a—;(x, y,z) = (—?;ac2 — 5y3 + 232 + Sxysz)e_“ = 8—;(% Y, 2)
OF: OF.
T;(xayaz) = 715‘%?/2 = T;(xvyaz)

fir alle z,y,2 € R. Da R? einfach zusammenhéngend und F ein C'-Vektorfeld ist, gilt
nach Abschnitt 20.4 der Vorlesung, dass F' ein Potentialfeld ist. Also hdngt der Wert des
Integrals nicht von dem konkreten Weg, sondern nur von den Randpunkten ab. Es ist

7(0) = (O’O)O)a ’7(1) = (17070)'

Wiihle also 7 : [0,1] — R3 mit 5(t) = (¢,0,0). Es gilt:

/7 F.ds :/7 / FG(t ))ﬁ(t)dt:/olfztdt: (2] =1.

(b) Es gilt nach Definition des Kurvenintegrals:

Lo 111(2)H
[Fd = [ Faw)-sma

= / (cosh(t), —sinh(t), sinh(¢)) - (cosh(t), sinh(¢), cosh(t))dt

0
In(2
= / cosh?(t) — sinh?(t) 4 sinh(t) cosh(t)dt
0
In(2
1. 2 t=In(2) 9
= /0 1 + sinh(t) cosh(t)dt = In(2) + 5 [sinh” (¢ )]t o =In(2)+ 3
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