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Kapitel 1

Abstrakte Maf3- und

Integrationstheorie

1.1 R (erweitertes reelles Zahlensystem)

Definition 1.1. R = RU {400, —co} heifit erweitertes reeles Zahlensystem.
Wir benutzen folgende Schreibweisen: R = [—o0, 00] sowie

[a,00] := [a,00) U {400}, [—00,a] := (—00,a] U{—o0} fallsa € R

analog (a, <], [—o0, a).

YV a € R definiert man a +00 =00+ a:=00, a — 00 = —00 + a := —00

oo — oo st nicht definiert

oo falls a>0
a-00=00-a=4 —oo falls a<0
0 falls a=0
Va,beR seifa,b) ={r €R:a<x<b}, analog [a,b), (a,b], (a,b).

Definition 1.2. Auf R werden folgende Mengen als offen erklért
(%) [—o00,a), (b,<], (a,b) Va,beR,
sowie deren beliebige Vereinigungen.

Ubung: U offen in R = U ist hochstens abzihlbare Vereinigung von Mengen
der Form ().

Definition 1.3. Eine Funktion f : D C R™ — R heifst stetig, falls fiir jede
offene Menge V C R gilt: f~' (V) C D ist relativ offen in D, d.h. es existiert
eine offene Menge U C R™ mit f~(V)=UnND.

3
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Beispiel (Ubung):

R - R
a : Loz #£0
(a) f T = o] 7 ist stetig auf R.
oo, =20
R\{0} — R . .
(b) g: hat keine stetige Fortsetzung auf R.
T % x#0

Hinweis zu (a): Es geniigt zu zeigen: f~1(I) offen fiir offene Mengen der

Form I = (a,b), (a,o0], (—o00,b), denn f~(J I,) = U f'(I,). Benutze

. acA acA
das Resultat der Ubung nach Definition 1.2

1.2 o-Algebren und Mef3barkeit

Gegeben: Grundmenge X. P(X) = Menge aller Teilmengen von X.

Definition 1.4. Ein Mengensystem 9 C P(X) heifst o-Algebra iiber X falls
qilt
(a) X € M,

(b) aus A € M folgt A°= X\ A e M,

(c) falls A; € MY ieN dann ist Ej A; e M.

=1
Die Elemente von 9 heiffen meBbare Mengen. Das Paar (X,9) heifst

meflbarer Raum.

Definition 1.5. Sei I o-Algebra uber X. Eine Funktion f : X — Y mit
Y =R, C oder R?, p > 1, heifit mef$bar, falls fiir jede offene Menge V CY
gilt: f~HV) e M.

Korollar 1.6 (Eigenschaften meflbarer Mengen).
(i) 0 € M

(1)) Ay,..., A, €M= JA eM

=1

(iii) () As € M falls A, € MV i €N, denn () A; = <fj Ag) .
=1 =1 =1
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Korollar 1.7 (Eigenschaften meBbarer Funktionen).

(i) f: X — RP mefbar, g : RP — RY stetig = go f: X — R? mefbar.
Gleiches gilt, wenn RP bzw. R? durch R/C ersetzt wird.

(ii) u,v : X — R mepbar, ¢ : R? — R? stetig = die Funktion h : X — R?
definiert durch h(x) = ¢(u(z),v(x)),z € X ist mefbar.

(111) u,v: X — R meflbar = u+iv : X — C mefSbar.
(iv) w: X — C meflbar = Rew, Imw, |w|: X — R mefbar.
(v) wi,we : X — C meflbar = wy + we, wy - we : X — C mefibar.

0 z¢F
(vi) Sei B C X und xg(x) = ¢ die charakteristische Funktion
1 z€ek

der Menge E. Dann gilt: xg meflbar < E € .
Satz 1.8. Sei (X,9M) ein mefbarer Raum und f : X — R. Dann gilt
f mefbar <V a € R st f1((a,00]) € M.
Erinnerung: Fir Folgen (a,)qen in R gilt

lim inf a,, = sup{inf a;}, lim sup a,, = inf{sup ay }.
neN i>1 ki neN 21 >y

Gleiches gilt fiir Zahlenfolgen in R. Fiir Funktionenfolgen f, : X — R setzt

man

VeeX (lim inf fn> (x) :=lim ian fn(x),
ne

neN

VeeX (lim sup fn> () := limsup f,(z).

neN neN

Satz 1.9. Sei (X,0M) mefbarer Raum und f, : X — R mefbar ¥ n € N.
Dann gilt: die Funktionen
G = sup fm H = hmsup fn
neN neN

g = inf f,, h = liminf f,
neN

neN

sind mefbar.
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Korollar 1.10. (X,9) sei ein meflbarer Raum.

(a) Falls f, : X — R mefbar ist V. n € N und f(x) = lim f,(z) fir alle

x € X ewistiert, dann ist f mefibar.

(b) f: X — R mefbar = f* =max{f,0}, f~ = —min{f,0},|f| mefbar.

1.3 Positive Mafle

Definition 1.11. Sei (X,9) ein mefbarer Raum. Eine Funktion p : 9 —
[0, 00| heif§t positives Maf, falls gilt:

(a) es gibt eine Menge A € I mit p(A) < 400,

(b) AieM VieNund AiNA; =0 firi#j=p (‘!1Ai) = ;M(Al)
(X, M, 1) heifft Mafiraum.
Beispiele:

1) (Dirac-Maf}) Sei X # 0, 9 = P(X) und 2o € X fest gewahlt. Fir

A€ M sei
0, .Z'0¢A

:uwo(A) = .
1, To € A

2) (ZéhlmaB) Sei X # 0, M = P(X). Fir A € M sei

A) 8(A) falls A nur endlich viele Elemente enthélt
p(A) = :

oo sonst

#(A) =Anzahl der Elemente von A.

3) X ={1,2,3,4,5,6}, p = ;-ZahlmaB. A = {1,3,5} =Ereignis, daB
1,3 oder 5 gewiirfelt wird. p(A) = 3, p(@) = 0, u(X) = 1. p ist ein
Wahrscheinlichkeitsmaf.
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Satz 1.12 (Eigenschaften von Maflen). Sei (X, 9, ) Mafraum.
(1) u(0) =0
(2) Ai,..., A, paarweise disjunkt = p (Ln)l Ai) = i w1(A;)
(3) AC B = u(A) < u(B)

1—00

(2

(4)VieNsez‘Aiezm,Achchgc...;w(

TCe

Ai) = lim p(A;)

(5) VieNsei A; €M, Ay D Ay D A3 D -+ und u(A;) < oo
ju(ﬂ Ai) = lim pu(A;)
i=1

Achtung: X =N, py =ZadhlmaB, A, = {i,i+1,i+2,...}, A= A =0,
i=1

0= pu(A) # lim p(A;) = oo, d.h. die Voraussetzung p(A;) < oo ist wichtig
in Satz 1.12 (5).

1.4 Elementarfunktionen

Definition 1.13. Fine reellwertige Funktion s : X — R heifst Elementar-
funktion, falls s nur endlich viele Werte annimmt. Falls s(X) = {aq, ..., o},

definiere A; = s~ *({au}), 1 =1,..., k. Damit besitzt s die Darstellung

k
s = E QX A,-
i=1

Lemma 1.14. Sei (X, M) mefbarer Raum, s = S.r_ a;xa, eine Elemen-

tarfunktion. Dann gilt: s meffbar < A, ..., A mefbar.

Aufgabe: Seien a,b, zy € R mit a < b, g > 0. Die Funktion ¢ : [0, c0] —

R sei gegeben durch

a, 0<zx <,
p(z) =
b, x> x.

Sei f: X — [0, 00] messbar. Dann ist ¢ o f : X — R messbar.
Losung: h = o f, h™'((a,00]) = f~1 (¢ (e, oc])) und
1] b <«
¢ ((a,+od]) = { [r0,00] a<a<b

0,00 «<a.
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In jedem Fall ist das Urbild ¢~*((c, +oc]) eine abgeschlossene Menge. Da
fir abgeschlossene Mengen A C [0,00] gilt, da f~1(A4) € M, folgt die
MeBbarkeit von h.

Satz 1.15. Sei (X, M) mefbarer Raum und f : X — [0,00] mefbar. Dann
existieren mefbare Elementarfunktionen s, : X — [0,00], n € N mit den

FEigenschaften:
() 0<sy <s<...<f

(b) VzelX gil le sp(z) = f(x).

1.5 Integration positiver Funktionen
Sei (X, 9, 1) ein Mafraum.
Definition 1.16.

(a) s : X — [0,00) sei mefbare Elementarfunktion mit s = Y ¢ a;xa,.

Fir A € 9 definiere

k
/ s dp = Z%‘M(Ai NA).
A i=1

(b) Sei f: X — [0, 00] mefbar und
S={s:X —[0,00),s meflbare Elementarfunktion, 0 < s < f auf X}.

Fir A € M definiere

fdu:= Sup/ s dpu.
A seS JA

fA f du heifit Integral von f iber A beziiglich .

Satz 1.17 (Eigenschaften des Integrals). Sei (X, 9, u) ein Mafraum. f, g :
X — [0, 00] seien mefbar und A, B € M. Dann gilt:

(a) f<g= [,fdu< [ gdpu

(b)) ACB= [,fdu< [5f dpu
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(¢) [of du= [ [ xadu
(d) ce0,00] = [,cf du=c[, [ du
(e) f(x) =0VzeA= [, fdu=0 (selbst wenn p(A) = o)
(f) w(A)=0= [, f du=0 (selbst wenn f = +o0).
Lemma 1.18. Sei (X, 9, 1) ein Mafraum.

(a) Ist s : X — [0,00) messbare Elementarfunktion, dann wird fir A € I
durch v(A) == [, s du ein Maf v auf I erkldrt.

(b) Sind s,t: X — [0,00) messbare Elementarfunktionen, dann gilt

(%) /A(s—l—t)du:/Asdu—i—/Atdu VAeMm.

1.6 Vertauschung von Integration und Grenz-
ubergangen; Integration reell- bzw. kom-
plexwertiger Funktionen

Es sei stets (X, 9, 1) MaBraum.

Satz 1.19 (Satz iiber monotone Konvergenz).

Falls gult:
(i) VneNist f, : X — [0, 00] mefibar
(11) Vn e Nist f(z) < fori(z) Ve e X

dann ist die Funktion f(z) = lim f,(x), f:X — [0, 00] mefbar und

lim [ f, du :/ I du.

Korollar 1.20. Sei f,, : X — [0, 00| mefibar V n € N. Dann ist die Funtion
f: X —0,00] definiert durch f(x) := > fu(x) mefbar und es gilt
n=1

/deuznf?/xfndu-
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Satz 1.21 (Lemma von Fatou). Sei f,, : X — [0, 00] mefibar ¥V n € N. Dann
qilt
o < Tim .

/X(hryl?é}wnf fn) dp < hlglé\lnf/xfn du
Gleichheit gilt i.A. nicht.
Satz 1.22 (Verbesserung von Lemma 1.18). Sei f : X — [0, 00| mefibar.
Dann wird fir A € M durch v(A) = fA f dup ein Maf$ v auf MM erklart und
es gilt

(%) / g dv = / gf du ¥ mefbaren Funktionen g : X — [0, co].
X X

Schreibweise: dv = fdu.

Definition 1.23 (Integral fiir reell-/komplexwertige Funktionen.). Sei

LNX;p) = {f:X—>Cmeﬂbarmit/|f\ du < oo}
b

= Menge der integrierbaren Funktionen.

Sei fe LN X;p), u=Ref,v=Imf. Fir Ae M definiere

/fdu /u du—/jélu_du—l—i(/Av*du—/qu_du).

Bemerkung: Wegen Korollar 1.7, Korollar 1.10 sind w,v,ut,u™,v", v~
messbar. Wegen ut < |u| < |f], u= < |u| < |f]| etc. sind alle vier Integrale
in der obigen Definition endlich, d.h. die Subtraktion ist méglich (oo — oo

wurde vermieden).

Satz 1.24 (Linearitit des Integrals). Seien f,g € LY(X;pu) und o, 8 € C.
Dann ist af + Bg € L*(X; u) und es gilt

@t sg di=a [ fanes [ gan

Satz 1.25 (Dreiecksungleichung.). Fir f € L'(X;u) gilt

AfMSAW@L

Satz 1.26 (Satz iiber dominierte Konvergenz.). Sei f, : X — C mefibar
Vn € N und es gelte f,(v) = f(x) V x € X. Fulls eine Funktion
g € LNX; u) existiert mit |f,(z)] < g(z) V z € X, dann ist f € L'(X; )

und es qilt

lim ]fn f| dp = 0; lim/fn d,u:/fdu.
T Jx X

n—oo
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1.7 Vollstandige Mafiraume

Sei (X,9, 1) ein Mafiraum. Eine Menge N € 9 mit u(N) = 0 heifit Null-
menge.

Falls N’ € N und N’ € 9 so wére auch u(N') = 0. Allerdings ist die
Bedingung N’ € 9 i.A. nicht garantiert.

Definition 1.27. Ein Mafsraum (X, 0, p) heifit vollstindig, falls jede Teil-
menge einer Nullmenge N € I ebenfalls zu I gehort.

Satz 1.28 (Vervollstandigung eines Mafiraums). Sei (X, 9, u) ein Mafraum.
Dann existiert eine o-Algebra M* DO M und ein Maf p* auf IM* so dass gilt

(a) (X, 900", u*) ist vollstindig
(b) ¥ AeM gilt un(A) = p*(A).

Fazit: Wir konnen 0.B.d.A. stets annehmen, daf alle auftretenden Mafiraume

vollstandig sind.

Definition 1.29 (Bedeutung der Nullmengen). Sei (X, 90, u) ein vollstindiger
MaBraum, f,q, fn: X — R, C seien mefbare Funktionen und A € M. Man
sagt:

(a) f > g fast dberall (f.4.) auf A, falls eine Nullmenge N € 9 existiert
mit f(z) > g(x) Ve e A\ N.

(b) f =g fi. auf A, falls eine Nullmenge A € M existiert mit f(z) =
gx) Vxe A\ N.

n—o0o n—o0o

(c) fn — [ fii. auf A, falls eine Nullmenge N € 9 existiert mit f,(x) —
f(z) Yxe A\ N.

Eigenschaften der ”fast iiberall” Schreibweise:
(1) f,g: X — R bzw. C, f meBbar und f = g f.ii. auf X = ¢ messbar.

2) f,g: X = Rbzw. C, f € L"(X;pu), f =g fii. auf X = g € L'(X;p)
undefdu:fngu.
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(3) Die Sétze 1.19, 1.26 gelten unter schwécheren Voraussetzungen.

Monotone Konvergenz: 0 < f,, < f,41 f.i. auf X = lim f,(z) = f(x)
existiert f.ii. auf X und es gilt [ fn du = [, f dp.

Dominierte Konvergenz: |f,(z)| < g(z) f.i. auf X, g € LY (X;pu) =
Jx o dp ™= [ f dp.



Kapitel 2

Konstruktion des

Lebesgueschen Mafles im R"

J C R heifit beschrianktes Intervall, falls J die Form (a,b), (a,b], [a,b) oder
[a,b] mit @ < b, a,b € R hat. Die Lange von J wird definiert durch |J| :=
(b —a). Auch die leere Menge ist ein beschranktes Intervall mit |(}| = 0.

Definition 2.1. I C R" heifit beschranktes Intervall, falls beschrankte In-

tervalle J*, ..., J" C R ezistieren mit [ = J' x ... x J".

|| = H |J*| heifit n-dimensionaler Inhalt von I.

=1

Definition 2.2 (Auﬁeres Lebesguesches MaB.). Sei A C R™ beliebig. Dann
heifst

A(A) := inf {Z |I;|, mit A C U I;, I, C R" beschranktes Intervall ¥ i € N}

i=1 i=1

aufseres Lebesquesches Mafl von A.

Achtung: X : P(R") — [0,00] ist kein Mafl (vgl. Satz 2.4): es existieren
paarweise disjunkte Mengen A; C R”, i € N, mit A (U Ai) # > AA;).
' i=1

i=1

Satz 2.3 (Eigenschaften des &dufieren Mafes).
(a) AC B= \A) < \B)

(b) A (U Ai) < >0 AA;) (hier wird die paarweise Disjunktheit nicht gefordert)
i=1 i=1

13
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(c) A= UL, I, C R" beschrinkte Intervalle mit I; N I; firi # j =
i=1
AA) = ; |1;]
(d) X ist invariant unter Verschiebungen.

Satz 2.4. \ ist kein Maf auf P(R").

Im Beweis wird das Auswahlaxiom benutzt: Sei C eine Menge von nichtleeren
Mengen. Dann existiert eine Funktion F' definiert auf C mit F(Y) € Y VY €
C. Die Funktion F' heif3t Auswahlfunktion.

Definition 2.5 (Lebesguesche o-Algebra). Eine Menge A C R™ heifit Lebesgue-
mefsbar, falls gult

ME)=AMENA) + NENA) V¥ ECR"
L(R") ={A CR", A Lebesgue-mefibar}.

Bemerkung: (1) Die obige Definition geht auf Constantin Carathéodory
1873-1950 zuriick.
(2) Beachte: es gilt immer \(E) < A(E N A) + A(E N A°) nach Satz 2.3 (b).

Definition 2.6 (Borelsche o-Algebra).
B = ﬂ{ﬂﬁ 2 M ist o-Algebra auf R™, die alle offenen Mengen enthdlt}

B heifit Borel’sche o-Algebra. Sie ist die kleinste o-Algebra auf R", die alle
offenen Mengen enthdalt.

Bemerkung: Aus T 1.1 folgt, dal B eine o-Algebra ist.
Satz 2.7 (Hauptsatz zum Lebesgue-MaB).
(1) (R™, L, \) ist ein vollstandiger Mafraum.
(2) LOB
(3) X ist ein Maf auf L, welches invariant unter Bewegungen des R™ ist.
Definition 2.8. Seia = (ay,...,a,) € R", § > 0. Dann heifst
{z=(r1,...;2p) ER" 1y <mi <a;+0:1=1, ...,n}

halboffener Wiirfel mit der Seitenlinge 6 und Ecke a.
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Lemma 2.9. Sei k € Ny und P, = 27%Z" und
Qr = Menge aller halboffenen Wiirfel der Seitenlinge 27% mit Ecke in P,

Ist O C R"™ offen und nichtleer, dann existieren héchstens abzdhlbar viele,

paarweise disjunkte Wiirfel W; € |J Qp mit JW; = O.

k=0
Bemerkung: Ist W € Q, und W’ € Qp mit k < £/, dann folgt entweder
WNW =0 oder W C W.

Abschlieflende Bemerkungen; Gs-Mengen

Definition 2.10. Eine Menge H C R™ heifit Gs-Menge, falls offene Mengen
G, CR" k=1,2,..., existiecren mit

(e
k=1

Bemerkung: Gs-Mengen sind Lebesgue-messbar.
Satz 2.11.
(a) Fir A C R™ ist \(A) = inf{\(G),G D A offen }.

(b) A C R" ist Lebesque-messbar < ¥ ¢ > 0 3 offene Menge G O A mit
MG\ A) <e.

(¢c) Zu A C R™ ezistiert eine Gs-Menge H D A mit \(H) = M(A).
(d) A C R™ ist Lebesque-messbar < 3 Gs-Menge H D A mit \(H\ A) = 0.

Bemerkung: Die Aussagen (a), (c) gelten fiir beliebige Teilmengen A des
R™.



Kapitel 3

Das Lebesguesche Integral im

Rn

Sei (R™, L(R™), \) der Lebesguesche Mafiraum. Fiir A € L(R") sei die Funk-
tion f : A — R meBbar sowie f € L'(A), dh. [,|f| d\ < co. Das

Lebesguesches Integral bezeichnen wir mit [ 1 J dA. Weitere Notationen sind:

o fda, [, f(x) dz, [, f(z1,... 2n) d(z,. .. 20).

3.1 Zusammenhang mit dem Riemann-Integral

Sei I = [a,b] C R, f : I — R Riemann-integrierbar. Wir schreiben zur
besseren Unterscheidung der beiden Integrale R— ff f dx fir das Riemann-

Integral.

Satz 3.1. Sei f : [ = [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann ist f Lebesque-
integrierbar und es gilt R—f;f dr = fab f dA.

Bemerkung: R—ffo Sh;x dx = I}im R—flK Sizx dx existiert als uneigentliches
—00

Riemann-Integral, aber R— floo |%‘ dx existiert nicht, da

K
R /
1

d.h. #22 ¢ L1([1,00]), d.h. [[7 322 dX existiert nicht im Lebesgueschen Sinn.

sinx K —o00

r — 00,

X

16
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3.2 Prinzip von Cavalieri

z

Idee:  Wir beschreiben zunachst ohne Beweis die Idee des Prinzips von

Cavalieri am Beispiel des Kugelabschnitts
M ={(z,y,2) ER* : 2> + 9y + 2> < R,z > h},

wobei h € (0, R) fest gewdhlt wurde. Um das Volumen von M zu bestimmen

geht man wie folgt vor:
R
(Cavalieri) N(M) = / N(M,) do,
h

wobei M, = {(z,y) € R? : 2% +y* < R*— ¢?} der 2-dimensionale Schnitt von
M mit der Hyperebene z = p ist. Hierbei bezeichnet A" das Lebesgue-Maf
im R".

Das 2-dimesionalen Maf des Kreises M, mit Radius \/R? — p? ist gegeben
durch A\?(M,) = m(R*— ¢?) (Begriindung folgt spéter). Folglich ist nach dem

Cavalierischen Prinzip
R
N0 = [ (R ) do
h

= 7 <R2(R—h)— RS;h3>

_ %(332 ~ Rh— h2)(R - h).

Nun entwickeln wir das Cavalierische Prinzip im Detail. Im folgenden sei

stets z = (z,y) e R, € R, y e RY, p+q=n.
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Definition 3.2. Sei A C R" und y € R?. Dann heifit

Ay={r eRP: z=(z,y) € A}
der Schnitt von A mit dem affinen Unterraum {(x,y) : x € RP}.

Lemma 3.3.

(a) Sind B C RP, C' C RY offen (Gs-Mengen) so ist B x C C R"™ offen
(Gs-Menge).

(b) Ist A C R™ offen (Gs-Menge) so ist jeder Schnitt A, C RP offen (Gs-
Menge).

Satz 3.4 (Prinzip von Cavalieri). Sei A C R™ Lebesgue-meflbar. Dann ist
fir fast alle y € R? die Menge A, C RP Lebesgue-mefbar. Die fast tiberall
auf R? definierte Funktion y — AP(A,) ist Lebesgue-mefsbar und es gilt

() W)= [ )

3.3 Satz von Fubini

Satz 3.5 (Satz von Fubini fiir nichtnegative Funktionen).

Sei f:R™ — [0, 00| Lebesque-meflbar. Dann gelten folgende Aussagen:
(a) Fiir fast alle y € R? ist die Funktion

o RP — [0, 00]
fCoy) e e [

Lebesgue-mefsbar.

(b) Fiir fast alle y € R ist F(y) = [, f(z,y) dx definiert und die Funk-
tion F': R — [0, 00| ist Lebesgue-mefbar.

(c) Es gilt

/nf(Z) dz:/RqF(y) dy:/Rq(Rpf(fv,y) dw) dy.
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Bemerkung: In (b)) mul F' auf ganz R? z.B. durch F(y) = 0 fortgesetzt

werden.

Satz 3.6 (Satz von Fubini, 2. Form). Sei f : R® — R messbar und es gelte

[ = [ ([ 1)) ay <o

Dann gelten die Aussagen (a) — (c) von Satz 3.5, wobei "mefibar” durch

Tintegrierbar” zu ersetzen ist.

Bemerkung: (1) Man beachte, da§ die Gleichheit der beiden Integrale in
der Voraussetzung von Satz 3.6 bereits aus Satz 3.5 folgt. Entscheidend ist
hier die Bedingung der Endlichkeit der beiden Integrale.

(2) Ist f € L*(A) und A € L(R"), so folgt

/fdz: fxa dz:/ ( f(,y)xa,(z) daﬁ) dy
A R™ R4 RP

= /Rq ( N f(z,y) da;) dy.

3.4 Die Substitutionsregel

Ziel: Formulierung von Bedingungenan ¢ : H — G, H offenund f : G — R
so dass gilt

/G f(z) do = /H £(é(y))| det Do(y)] dy.

Dazun benotigen wir als Vorbereitung die nachsten vier Satze:

Satz 3.7. Ist G C R" offen und ist ¢ : G — R" eine C*-Abbildung mit
det Dp(x) #0 V x € G so bildet ¢ offene Mengen auf offene Mengen ab.

Satz 3.8 (Lemma von Sard). Ist G C R" offen und ¢ : G — R" eine
Ct-Abbildung, dann gilt

A(6(A)) < / |det Dé(z)| do

fiir jede Menge A C G, A € L(R™), wobei \ das duflere Maff im R™ beze-

ichnet.

Der Beweis findet sich im Anhang zu diesem Kapitel.
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Satz 3.9. Ist G C R" offen und ¢ : G — R" eine injektive C1-Abbildung mit
det Dp(x) #0 V x € G, dann gilt die Aussage: aus A C G, A € L(R™) folgt
¢(A) € L(R").

Satz 3.10. Ist M € R™"™ Matriz, dann gilt
AMMA) =|det MIN(A) V ACR",
wobei A das duflere Maj$ ist.
Beachte: Im allgemeinen gelten die Regeln
F(A) < rA), rJAa) = r.
Ist jedoch f injektiv, so gilt sogar:
F)A) =(1A), rlJA) = A, A\ B) = f(A)\ f(B).

Bemerkung: Fir A € L(R") folgt die Aussage von Satz 3.10 mit ”<” auch

aus dem Lemma von Sard. Die Verbesserung zu ”=" ist dann leicht zu zeigen.

Satz 3.11 (Die Substitutionsregel). Sei H C R"™ offen und ¢ : H — R™ eine
ingektive C1-Abbildung mit det D¢ # 0 in H sowie G := ¢(H). Dann gilt:

(a) f:G — [0,00] meflbar < F = (f o ¢)|det Do| : H — [0, 00| mefsbar.
Ist dies der Fall, so gilt
[ 1@ de = [ o) det Do) dy
(b) Fiir f : G — R gilt die Aussage in (a), falls man "mefbar” durch
"integrierbar” ersetzt.

Heuristische Beschreibung der Substitutionsregel im Fall f = 1.

Warum gilt \(G) = [, | det Do(y)| dy?
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Sei W C H ein Wiirfel mit Mittelpunkt x. Aus der Taylor-Formel fiir ¢
ergibt sich fir y € W
o(y) = o(x) + Do(z)(y — ).

Damit ist AN(@p(W)) = AN(D¢(z)W) = |det Dp(x)|A(W). Die Substitutions-

regel folgt durch Aufsummieren tiber viele kleine Wiirfel.

3.5 Anwendungen der Substitutionsregel

(a) Ebene Polarkoordinaten
Sei (z,y) € R? Dann existieren r > 0 und ¢ € [0,27) mit (z,y) =
(rcosp,rsing) = ¢(r, ). Man sieht leicht, dal r = /2% 4+ y? gelten mus.

Etwas schwieriger ist die Definition von ¢:

y Y
A A
¥ > = arctan - i
—| = = alftall == 2 = Arceot—
2 it !
T T 0 T
m
S 2
Jl.y .‘\y
A Y,
p = arctan _?—‘—I—f.
T
2
T s
ST e
ik = arceot—--m
2 Y

Nachtriglich muf die Definition von ¢ = arctan ¥ im ersten Bild auf den
ersten Quadaranten {(z,y) € R*: x > 0,y > 0} eingeschriankt werden. Wir
betrachten nun die Abbildung

Q — R2\P
(r,p) — (rcose,rsingp)
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sowie die Mengen
Q={(r,p)eR*: r>0,0< ¢ <2}

P ={(z,0): = > 0}.
Dann bildet ¢ die Menge @ bijektiv auf R?\ P ab. Fiir die Jacobimatrix von
¢ gilt

cos —rsin
Do(r,p) = ‘ i 4 , det Do(r, ) = r > 0 auf Q.
sing  7rCcos

Als Beispiel sei Br(0) = {(z,y) : 2*+y* < R?}. Dann ist E;(O) = Br(0)\ P
offen und mit Qr = {(r,¢) : 0 <r < R, 0 < ¢ < 27} ist dann die Abbildung
¢ : Qr — Br(0) bijektiv. Fiir Funktionen f € L'(Bg(0)) erhélt man

/ flx,y) d(z,y) /N f(rcosep,rsing)r d(r, ¢)
Br(0)

Br(0)

. R 27
Fbini / (/ f(rcosp,rsin gp)rdgo) dr
0 0

Als Anwendung berechnen wir das Integral A = ffooo e dx (es ist keine
explizite Stammfunktion von e~** bekannt). Der Trick ist zuerst A% anstatt

A zu berechnen:
A? = / e dx / e*yzdy
_(Sj © _200 2 Fubini 2 2
= / (/ 6_(]: +y )dy) dx u:ml/ 6_($ +y )d(x’y)
_ oo R2
e

00
. [e'¢) 2m 00
Polarkogdlnaten / / _T2T dr ng _ 271_/ 6_r27“ dr
0 0 0

e ~

= 27

=T.
-2

0
Folglich ist A = /7.

(b) Zylinderkoordinaten in R3

Sei (x,y,2) € R3 Wir fiihren in der z,y-Ebene Polarkoordinaten ein, 2z

bleibt unverandert:

(x,y,2) = (rcosp,rsing, z) = ¢(r, ¢, 2).
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Dann ist die Abbildung
Y
. (r,p,2) +— (rcosp,rsing,z)

eine Bijektion, wobei

Q = {(rg,2) eR*: r>0,0<¢<2m, zeR},
0

P = {(2,0,2) €R*: >0, ze R} = P xR.

Fir die Jacobimatrix folgt

cosp —rsing 0
D¢.(r,p,z2) =] sing rcose 0 |, det Do, (r,p,2) =7 >0 auf Q'.
0 0 1

Als Beispiel betrachten wir das Paraboloid B = {22 +¢y* < 2, 0 < 2 < 1}

z

D
-/

N

und berechnen das Integral [, \/2? + y? d(z,y,z). Mit den Mengen

Q = {(rpz2),0<r<yz 0<z<1, 0<¢p<2r}

B = {(z,y,2): 0<2®+y* <2, 0<z<1}\P

offen

ist ¢, : @ —~ B bijektiv. Damit erhalten wir

/B\/md(:v,y,Z) = /\/mdxy, /r d(r, ¢, z)

27 TS Vz
= /// rdrdzng—Zﬂfg

dz
4
_ 3/2 dz =
3/0 T

0
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(c) Kugelkoordinaten in R?
R3 > (z,y,2) = (rcospsin®, rsinpsin®, rcosf) =: ¢3(r,¢,0), mit r > 0,
p €10,2m), 6 € [0, 7].

Die Abbildung

Q — R\P

(r,p,0) +— (rcospsind, rsinpsinf, rcosf)

O3

ist eine Bijektion, wobei

Q = {(rned): r>0,0<p<2m,0<6 <7}

P = {(z,9,2) €R*: 2>0, y=0}.
cospsin® —rsinpsinf rcospcost
Dgs(r,,0) = | sinpsin® rcospsinf rsingcosf
cos 0 —rsinf

Fiir die Jacobideterminante gilt
det Dos(r, p,0) = cosf - (—r?*sinfcos) — rsinf - rsin®f = —r?sinf
# 0 auf Q). Als Beispiel betrachten wir die Kugelschale:

K = {(z,y,2): & <2®+¢y*+ 22 <R}
K = {(z,y,2): ¢ <2*+y*>+2° < R*)}\ P offen

Q = {(7’,()0,9)2 Q<T<R70<§0<27T,0<0<7T}
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Dann gilt

/Kf d(x,y,z):/f{fd(:z:,y,z):/QR/OQW/OW(foqﬁg,)rQsinQd@dgpdr

Beachte: Die Abbildung ¢3 lafit sich auch wie folgt darstellen: wir wéhlen

zunachst Zylinderkoordinaten
(2,y,2) = ¢.(0, ¢, 2) = (0cos p, psinp, 2).
In der (z, 0)-Ebene fithren wir nun Polarkoordinaten (r, ) ein
(z,0) = (rcosf,rsinf), r >0, 0 <6 <m (dap>0).

Damit ist (o, ¢, z) = (rsinf, ¢, rcos ) = (r, ¢, 8). Das bedeutet ¢3 = ¢,01).
(d) n-dim Polarkoordinaten (n > 3)

Sei ¥ = (x1,22...,2,) € R™.
ry = rcosesinfysinfysinfs- ... sinf, -
Ty = rsinpsinf;sinfysinfs- ... sind, -
r3 = rcosfysinfysinfs - ... -sinf,,_»
Ty = rcosbfysinfs - ... -sinf, o
Tyl = rcosf,_zsinf,_-
T, = rcosf,_o

mit r >0, 0 < ¢ <21, 0< 60, <nfiri=1,...,n— 2. Dann ist
x = ¢p(r,0,01,...,0, ), wobei die Abbildung ¢,, wie folgt definiert ist:
Q — R"\P

bn -
(Tv (;07017"'7971—2) = an(r,@,el,...,en_g)

Q = {(reb,....002):17>0,0<p<2r,0<0;,<m i=1,...,n—2}
P = {zeR": 21 >0, z5=0}

Darstellung: = =¢.( 0,¢,01,...,003 ,20) == (Pn-1(0: 9,01, ..., 0n_3),2n).

-~

Polarkoordinaten in R?—1
Fiihre in der (z,, 0)-Ebene 2-dimensionale Polarkoordinaten ein

o = rsinf,_-

T, = 71080, 9
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Dann gilt

(0,0,01,...,0,_3,2,) =(rsinb, _o,0,01,...,0,_3,7c080,_5)
= w(?", QD, 91, . ,Qn,g)

und wir erhalten ¢,, = ¢, o 1. Nun bestimmen wir die Jacobideterminante

von ¢,.

Behauptung: |det D¢, | = r" sinf;(sinfy)? - ... (sinf,_»)" 2
Induktion:

|det D¢.| = o" %sinf;(sinf)*--- (sinf,_3)"* (Induktions-Voraussetzung)
|det Dyp| = 1, p=rsinb, o

Damit erhalten | det D¢,| = r"~!sinf;(sinfy)? - - - (sin 6, _3)"3(sin 6,,_5)" 2.

Nun konnen wir das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel berechnen:

/1d:v

B1(0)

127m ™

= /// . / " Lsin @ sin 0y - - - (sin 0,_3)" " (sin6,,_2)" "2 db; . .. db,,_odipdr

000 O

1 ™ ™
=— 27?/ e / sin @y (sin 0y)? - - - (sin 6,,_3)" 3 (sin Op_2)" 2 dby . .. df_s
n 0 0

J/

VvV
=:Wwn

Es gilt wy = 27, w3 = 4w, wy = 27%, ws = 7. Im Allgemeinen erhalten

wir fiir w,, die folgende Darstellung.

Satz 3.12 (Bestimmung von wy,).

27"/
Wp = ny
I'(3)

wobei D(x) := [ e "' (x> 0) die Eulersche Gammafunktion ist.

Zur Vorbereitung des Beweises von Satz 3.12 benotigen wir die beiden fol-

genden Resultate:
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Lemma 3.13.

(a) Firz >0 gilt T'(z+ 1) = 2T'(2)

(b) T(n+1)=nl, neN,

() T(}) = [;° 5 dt = v
Lemma 3.14. Sei m € Ny bzw. m € N. Dann gilt

/ sin2m+19d6’:2m. (2m—2) - ... -4-2.2
; em+1)(2m—1)-...-5-3

™

" my o @mo1)(@m=3)-... 3.1
/Osm O = S am—2 - . 42

Beispiel: Wir berechnen das Gravitationspotential einer homogenen Kugel.
Gegeben seine zuerst zwei Massen: eine Masse m im Punkt x und eine Masse

M im Punkt y. Beiden Massen ziehen sich an.

Y

Masse M

T

Masse m

Die Anziehungskraft, die die Masse M aus m ausiibt ist gegeben durch das

Newtonsche-Gravitationsgesetz:

_ M u—
F=~ymM-2 x3: ym 2y N VAV
ly—xP |y — x|y — 2

1
ly — x|

Die skalare Funktion yvM ﬁ heifit Gravitationspotential des punktformigen

Korpers der Masse M im Punkt y. Etwas allgemeiner gilt fiir das Gravita-

tionspotential eines ausgedehnten Korpers € C R?® mit Massendichte o:

_ 1 [ o)
Z(x) = 47T/Q 2,

Dabei ist der Faktor ﬁ eine (mathematische, keine physikalische) Normierung,.

Beispiel: Q = Bg(0), o(y) = o =const.

0 1
Z(x :—/ — dy.
(@) 471—\BR(0) |z —y|

-~

U(x)
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Es gilt U(z) = U(Az), A € O(n). Zum Nachweis betrachte man

1 —Az 1
UA:L':/ —dyy:/ L |det Al dz = U(x).
A= o TAz =] it 1A — Az A =0

Aufgrund der Rotationssymmetrie von U (x) gentigt es, U(z) fiir die speziellen
Punkte x = (0,0, x3), 3 > 0 zu berechnen. Dazu fiihren wir Kugelkoordi-
naten ein:

(Y1, Y2, y3) = (rcospsind, rsin psin b, rcos )

R 27 s 2 .
U(0,0,23) = / / / rsinf 9 de dr
o Jo Jo \/r2+a2—2z3rcosf

R r ™
= 27r/ —\/r2+x§—2$3r0089 dr
o T3 0

2 R
= = r(V/r2 4 2% + 2rey — /12 + 22 — 2raz) dr
3 Jo
2 R
- = r(r+xs — |r —x3|) dr.
3 Jo

1.Fall: z3 > R. Dann ist U(0,0,z3) = i—: fOR 2r? dr = %7?];—33
2.Fall: 0 < R < x3. In diesem Fall gilt

21 3 R
U,0,z3) = — 212 dr + 2rxs dr
T3 0 3

o2 (a3

1
= 27 <R2 — g%%)

Aufgrund der Rotationsinvarianz von U und damit von Z erhalten wir das
Ergebnis:
R3

Z(w) = 0 (R_ _ %|x|2) . |z < R.

2

AuBlerhalb der Kugel stimmt Z(z) iiberein mit dem Potential einer Punkt-
masse in 0 mit M = 3w R%.

Newton erhielt dieses Ergebnis ca. 1680. Als Konsequenz konnte er grofie
Himmelskorper als Punktmassen auffassen. Er konnte damit aus seinem
Gravitationsgesetz heraus beweisen, dafl die Bahnen der Planeten um die
Sonne die Form von Ellipsen haben (diesen Schluf} hatte bereits Kepler auf-

grund zahlreichen Beobachtungen gezogen).
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Anhang (Lemma von Sard)
Folgende Konstruktionen sind als Hilfsmittel fiir das Lemma von Sard er-

forderlich:
(i) Zu A C R™ und € > 0 sei die e-Umgebung A. von A erklért als
A :={z e R": dist(z, A) < e},
wobei dist(x, A) = inf{|z —a|, a € A}.

(ii) Fiir A C R™ gilt (] A. = A.

e>0
(iii) Gilt fur A C R™ stets lim.g A(A:) = A(A)? Die Antwort ist nein, wie
folgendes Beispiel zeigt: A = Q C R, A(Q) =0, A(Q.) = A\(R) = oc.
Aber: ist A C R™ beschrankt und abgeschlossen so gilt tatséachlich:
(A =A=)A., & \0.
k=1

e>0
Da némlich A\(A;,) < oo folgt A(A) = limg_oo A(As, ), woraus sich die
Behauptung ergibt.

(iv) Ist (Ag)ken eine Folge abgeschlossener, nichtleerer Mengen im R™ mit
A; D A D ..., und diamA; — 0 fir £ — oo (dabei ist diamAy der
Durchmesser von Ay, definiert durch diam A, = sup{|z—vy|, =,y € Ax})

so gilt: es existiert genau ein £ € R™ mit () Ay = {£}.
k=1

(v) Sei (Ag)ren eine Folge abgeschlossener Mengen wie in (iv) und f : A; —
R stetig. Dann gilt:
1
MAk) Jay
Zum Beweis seie > 0. Dann36 > 0: |f(x)—f(§)| < e falls [z —£] < 4.
Fir k > ko: |z =& < Ve A, dh.

i)/, (@ - ©) an) < o [ 1) - s <

Lemma 1. Sei W C R"™ ein abgeschlossener Wiirfel und f € CY(W;R").

(x) dz =% f(€).

A(Ag)

Dann gilt
NFV) < [ |det Df(a)|
w
wobei X das dufsere Maf im R™ bezeichnet. Die gleiche Aussage gilt, wenn

W ein beliebiger (offener, halboffener) Wiirfel ist.
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Bemerkung: Es sei erwahnt, wie die Aussage fiir offene Wiirfel aus der fiir
abgeschlossene folgt (fiir halboffene gilt eine dhnliche Argumentationskette).
Ist W ein offener Wiirfel, so gibt es abgeschlossene Wiirfel W, C W, C ... C
W mit W = (., W;. Es folgt

AF(W)) = lim A(F(W,) < lim /W [det Df (x)] d

~ fim XWk(x)]deth(xﬂd:c:/ | det D f(x)] dz.
w w

k—o0

wobei zuletzt der Satz iiber monotone Konvergenz benutzt wurde.

Aus diesem Lemma folgt

Satz 2 (Sardsches Lemma). Sei G C R" offen und f € CYG;R"). Ist
A C G Lebesgue-meflbar, dann gilt

(x) AF) < [ [det Dfa)do.
wobei A das duflere Majf§ im R™ bezeichnet.

Beweis: 1. Sei A C G offen. Nach Lemma 2.9 existieren hochstens abzahlbar
viele, halboffene, paarweise disjunkte Wiirfel W;, mit A = |, W},. Dann folgt

AFA) < AW <3 [ Jdet Dy (o)) o
:ZAXWk(x)]deth(x)]dx:/A|deth(x)|da:.

Im letzten Schritt ist (im Fall unendlicher Summe) Summation und Integra-

tion aufgrund des Satzes iiber monotone Konvergenz vertauschbar.

2. Sei H C G eine beschrinkte Gs-Menge mit H C G. Da H kompakt
ist, ist | det D f(x)| eine beschénkte, stetige Funktion auf H. Als Gs-Menge
ist H darstellbar als H = ();_, Gj mit offenen, beschrénkten Mengen G; D
Gy D ...und G D G; D H. Damit folgt wegen f(H) C (N, f(Gx) und der
Beschranktheit von f(Gh)

k—o0

A(f(H)) < lim A(f(Gy)) < lim ; | det Df (x)] dz

k—o0

= lim Xa, (@) det D f(x)| da.
G1
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Im letzten Integral ist der Integrand beschrankt und damit | det D f(z)| eine
obere Schranke in L'(G;). Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

folgt

AFH) < [ Jim v, (@) det Df(w)] do
Gy koo
= / xu(x)|det Df(x)| dx = / |det D f(z)| dz.
G H
3. Sei H C G eine beschrinkte Gs-Menge. Dann ist H = J;-; H N By, mit

By,

1 1
P —— < di —} fur k£ > .
{reG k+1_dlst(x,8G)<k} fir k > 2, (3.1)
By = {zeG:1<dist(z,0G)}. (3.2)

Man beachte, dafl die Mengen By selbst Gs-Mengen sind. Auf der Menge
Hy := H N By, gilt nach 2. die Abschitzung (x). Da Hj paarweise disjunkt
sind folgt wie unter 1.

o

<> Af(Hy)) <Z/ | det D f (x |dx:/H\deth(a:)\dx.

k=1

4. Sei H C G eine beliebige Gs-Menge. Dann ist H = U;i; H N A, mit Gs-
Mengen Ay = {z € R": (k — 1) < |z| < k}. Fiir die beschriankte Gs-Menge
H N A gilt (%) wegen 3. Mit dhnlicher Argumentation wie unter 3. folgt (x)
fir H.

5. Sei A C G eine meBbare Menge. Dann existiert nach Satz 2.11 eine

Gs-Menge H mit G D H D A und A\(H \ A) = 0. Es folgt

AF(A)) < AF(H)) < /H |det Df (z)| da
:/ |deth(x)|d$+/ |det Df(x)|dz,
A JH\A

7

=0
da H \ A Mafl Null hat. Damit ist (%) fiir alle meSbaren Teilmengen von G

vollstandig bewiesen. 0

Folgerung: Essei K = {z € G: det Df(x) = 0} die Menge der kritischen
Punkte der Funktion f in der Menge GG. Dann gilt fiir die Menge f(K) der
kritischen Werte von f die Beziehung A(f(K)) = 0.
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Allgemeiner Satz von Morse-Sard: Sei G C R" offen und f : G — R™
eine C*-Abbildung. Ist K = {x € G : rangD f(z) < m} wiederum die Menge
der kritischen Punkte von f und k > max{n—m+1,1} so gilt \™(f(K)) = 0.

Beispiel: Sei G C R” offen und f : G — R eine C™-Funktion. Nun ist die
Menge der kritischen Punkte von f gegeben durch K = {x € G : V f(x) =0}
und es gilt A(f(K)) = 0. Bezeichnen wir mit N.:= {x € G : f(z) = ¢} die
Niveaumenge von f zum Niveau ¢, so gilt die Aussage: fiir fast alle Niveaus

ce f(Q) gilt: Vf(x) A0V z € N,.

Folgerung: Mit dem Satz iiber implizit definierte Funktionen ergibt sich
eine wichtige Folgerung. Fiir fast alle Niveaus ¢ € f(G) gilt: ist = ein Punkt
der Niveaumenge N, so kann man lokal um = die Niveaumenge als Funktions-

graphen dartstellen, d.h. in einer Umgebung von z gilt:
fle)=ce x,=g(x1,...,20_1)

falls z.B. 2L (z) # 0.

Man betrachte als Beispiel die Niveaumengen der Funktion f : R? — R,
f(xz,y) = 2% — y* Lediglich die Nullniveaumenge 148t sich in der Nihe
des Punktes (0,0) nicht als Funktionsgraph beschreiben. Fiir alle anderen

Niveaumengen ist dies lokal immer moglich.

-Z -1 o 1 4

Niveaulinien von f(z,y) = 2% — y?



Kapitel 4

Integralsatze von Gaull, Stokes

4.1 Gauflscher Integralsatz in der Ebene
Definition 4.1. Es sei I = [a,b] und hy, hy € C(I) mit hy(z) < he(z) YV z €
(a,b). Dann heifit

A={(z,y) eR?*: a<x<b, hi(z) <y < hy(x)}
abgeschlossenes Normalgebiet bzgl. der y-Achse und

B={(z,y) eR*: a <y <b, hily) <z <ho(y)}

heifit abgeschlossenes Normalgebiet bzgl. der x-Achse [vgl. Analysis II, Defi-
nition 9.1].

[ Y

Definition 4.2. SeiC C R? eine stiickweise glatte Jordankurve mit Parametrisierung

Y |a,b] — C auf Bogenlinge mit 1(t) = (£(t),n(t)). Dann heifit

T+ = £(E'(t),n'(t)) Tangente an C im Punkt 1)(t)

+
und vy = £(n'(t), =& (t)) Normale an C im Punkt 1)(t).
Beide Vektoren haben die Lange 1, da v aus Bogenlange parametrisiert ist..

33
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Bemerkung Eine Menge C C R? heifit stiickweise glatte Jordankurve, falls
eine stetige Parametrisierung ¢ : [a,b] — C existiert, die auf [a,b) injektiv
ist und es Punkte tp = a <t <ty < ... < t, < b = tp41 gibt, so da
Yl € CH[timr, ta]), i=1,...,p+ 1, ' £ 0 auf [t;_q,t].

Jordanscher Kurvensatz: Zu jeder ebenen geschlossenen Jordankurve C

gehoren zwei Gebiete: ein beschranktes Innengebiet (G; und ein unbeschranktes
AuBlengebiet G, mit C = 0G; = 0G,, R? = CUG,;UG,, wobei die drei Punkt-

mengen disjunkt sind.

Y

Erinnerung: Ist G C R"™ offen, dann heiflen x, y dquivalent (x ~ y), falls ein
ganz in G verlaufender Streckenzug von z nach y fithrt. Die Aquivalenzklassen
heiflen ”Zusammenhangskomponenten”. G heifit zusammenhingend (Ge-

biet), falls G nur eine Zusammenhangskomponente besitzt.

Definition 4.3. Sei C C R? eine ebene, geschlossene stiickweise glatte Jor-
dankurve. Ein Normalenvektor v im Punkt p € C heifit aufSere Normale, falls

ein to > 0 existiert mit p+tv € G, firt € (0,to).

Satz 4.4 (GauBscher Integralsatz in der Ebene). Sei B C R? ein abgeschlossenes
Normalgebiet bzgl. der x- und y-Achse mit stickweise glatter Randkurve. Ist
f: B — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, dann gilt

/dwfd:cy /fuds

wobei v(p) die dufiere Normale an OB im Punkt p € OB ist.
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Bemerkung: Die Voraussetzungen an B in Satz 4.4 sind z.B. erfiillt, falls
B eine konvexe Menge mit stiickweise glatter Randkurve ist (z.B. Dreiecke,

Rechtecke, Kreise).

Y

Allgemeine Bereiche: Satz 4.4 gilt auch dann, wenn sich B durch endlich
viele glatte Jordankurven C, k = 1,...,p in endlich viele Teilbereiche zer-

legen 1a83t, die den Voraussetzungen von Satz 4.4 geniigen. Z.B.:

Y

Beim Zusammensetzen der Kurvenintegrale wird entlang derselben Kurve
einmal mit f - v und einmal —f - v integriert, d.h. die Kurvenintegrale iiber

C;. fallen heraus.

Bemerkung zu Satz 4.4: Ist ¢ : [a, b] — OB eine stiickweise C'-Parametrisierung
von 0B mit ¢(t) = (£(t),n(t)), so dass gilt:

" oy 0. =€0)

—— n2(t) + £2(t)

duflere Normale
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dann heifit ¢ positiv orientiert . In diesem Fall gilt (f = (f1, f2))

[aivsiwn= "[vis = [ (sidy- o).
B

KurveI;i’ntegral Wegilzrtegral

Man beachte, daB bei stiickweiser C''-Parametrisierung die Beziehung () nur
mit Ausnahme von endliche vielen t-Werten gilt.

Berechnung von Fliacheninhalten: Setze in Satz 4.4 f(x,y) = (z,0) bzw.
f(z,y) = (0,y). Dann folgt

oB oB
AB) = %xul ds = %yl/g ds

1 o8 1
=3 ]{(xul—i-yyg) ds:§ 7% dy —y dx,
falls ¢ = (&,m) : [a,b] — OB eine stiickweise glatte, positive orientierte

Parametrisierung von 0B ist. Ist z.B. B = {(z,y) € R*: 2—2 + Z—j < 1} eine
Ellipse und wird 0B parametrisiert durch ¢(t) = (acost,bsint), so gilt

x dy —y dr = a(cost) - b(cost) dt — b(sint) - a(—sint) dt = ab dt,

d.h. |B| = abr.

4.2 Flachen im R3; Vektorprodukt

(1) Wie beschreibt man Fliachen im R3?

(2) Wie kann man den Inhalt von Fliachen im R® messen?
Beispiel: Zwei Vektoren a,b € R? spannen ein Parallelogramm
P(a,b) ={ a+pub:0< <1, Ogugl}CRB

auf. Welchen Flacheninhalt |P| hat die Menge P?

a

T3
b
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Vorlaufige Antwort, falls P in der x1, zo-Ebene liegt:

|P|=1b|l=(b-a)sinf (0<6<m).

Iy

Konvention: Ist B = B’ x {0} C R3 komplett in der z, y-Ebene enthalten,
dann sei |B| = A\?(B’), falls B’ C R? Lebesgue-messbar ist.

Falls C = MB + Cy, M € O(n) eine orthogonale Matrix, C; € R™ ein
Verschiebungsvektor, dann gelte |C| := |B].

Definition 4.5. Seien a = (a1, as,a3), b = (by, by, b3) € R®. Dann heifit
aXxb:= (CLng — CLng, a3b1 — albg, (llbg — a2b1>
Vektorprodukt (Kreuzprodukt) der Vektoren a,b.

Lemma 4.6 (Eigenschaften des Vektorprodukts). Seien a,b,c € R3.

ap b ¢
(CL) (axb)-cz as bg Co :det(a,b,c),

as b3 C3
wobei hier a,b, c als Spaltenvektoren ausgefasst werden.

(b) Fiir orthogonale Matrizen S € O(n) gilt Sa x Sb = (det S)S(a x b).
Insbesondere gilt |Sa x Sb| = |a x b|.

(¢) lax b =al*|b]* — (a - b)*
Korollar 4.7 (Flacheninhalt von Parallelogrammen). |P(a,b)| = |a X b].

Definition 4.8 (Flichen). Sei G C R? offen. Die Abbildung ¢ : G — R3
besitze folgende FEigenschaften:

(i) ¢ sei injektiv, stetig differenzierbar in G,
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(i) ¢ sei Lipschitzstetig auf G,

(i7i) RangD¢ =2 in G,

(v) &(G), ¢(0G) seien disjunkt.

Dann heifit F = ¢(G) offene Fliche und ¢ eine Parameterdarstellung (Parametrisierung)
von F. ¢(G) heifit abgeschlossene Fliche, ¢(0G) heifit Rand der Fliche,
&(G) heifst Inneres der Fliche.

Beispiel: Zylinderflache

G:=(0,2m) xR
a7 R —singp 0
¢ D¢ = cosp 0 | hat Rang 2
(o, h) = (cosg,sing, h) I

Alle Eigenschaften von Definition 4.8 sind erfiillt.
$(G) =2 ={(,y.2) eR® :2® +y? = 1},
o(G)=Z\{(1,0,h): h R},

»(0G) ={(1,0,h) : h e R}

Ar
\/

h N
0]
//\
b 0 y
P
0 ) W@ 1 I\._

Definition 4.9. Sei F' = ¢(G) Fliche mit Parametrisierung ¢ = ¢(u,v) fir
(u,v) € G. Im Flachenpunkt xo = ¢(ug, vo) heifft die affine Ebene

Zo + {%(UQ, UQ), %(uo, Uo):|

Tangentialebene, die Vektoren des Untervektorraumes

9 8¢

i s 3
|5 (0, v0), (0, v0) | C R
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heifsen Tangentialvektoren und

= %(Uo,?fo) X %(Uo,vo)
‘yﬁ(umvo) X 3—(5(%7"00)}

heifit Normaleneinheitsvektor. Die fur (u,v) € G gebildete Matrix

g11 912 ‘5_(15‘2 99, 99

<g)2 _ ou Oou Ov
ij/)ig=1 " - o ¢ d¢ |2
g21 922 30 oo ‘%

heifit metrischer Tensor.

Bemerkung:
(i) v steht senkrecht auf der Tangentialebene, denn axb 1 a und axb L b.
(if) |52 x 2] = v/det(gs))

Beispiel: Kugeloberflache 0B,(0)
G={(p,0)eR?*: 0<p<2m, 0<0 <7}
G — 0B,(0)

¢: . o
(p,0) — (ocospsind, psinpsind, pcosb)
¢ : G — 0B,(0)\Halbkreis iber Nord,Siidpol

0
g—z = (—psinpsinf, pcos psin b, 0), % = (pcospcosh, psinpcosf, —psinf)
g—z X % = 0*(—cos psin®f, —sin psin® §, — sin 6 cos §),

|g—i X %| = ¢’sind, d.h. v = —¢/p.
Parametrisierung von Flachen durch Funktionsgraphen:
G — R?

(x,y) — (zy, f(z,y))
CY(G) liegt.

falls f : G — R Lipschitzstetig und in
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Tangentialvektoren: (1,0, 2L), (0,1, gi)
(— of _of 1)
P

ox? 0y’
1+ D2+ (g
Satz 4.10. Seien ¢ : G — R3, ¢ : H — R3 2wei Parametrisierungen dersel-

ben Fliche. Dann ezistiert eine bijektive C1-Abbildung h : H — G so, daf
h=': G — H ebenfalls eine C*-Abbildung ist und 1) = ¢ o h.

Normale: v =

Bemerkung: Eine bijektive C'-Abbildung h : H — G zwischen offenen
Mengen heifit Diffeomorphismus, falls A= auch C* ist. Wegen h™' o h = Id
folgt det Dh = (det DR1)~1 £ 0.

Bemerkung: Man schreibt ¢|g ~ 9|y, und fiihrt auf der Menge aller Pa-
rameterdarstellungen aller offenen Flichen eine Aquivalenzrelation ein. Jede

Aquivalenzklasse entspricht genau einer offenen Fliache und umgekehrt.

Definition 4.11 (Inhalt einer Fliache). Sei FF C R® eine offene Fliche mit
Parameterdarstellung ¢ : G — F = ¢(G). Dann heifst

F| = /3¢ 99

a. d(u7U)
Bemerkung: Wegen [ |92 x 22| d(u,v) = [|2¢ x 2| d(u,v) setzt man

8u8

Fldacheninhalt von F'.

|F'| = |F| und hat somit auch den Inhalt abgeschlossener Flichen definiert.
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Proposition 4.12. Sei F' C R3 eine Fliche. Dann gilt:

(a) |F| ist invariant unter Bewegungen.

(b) Ist F in einer Ebene enthalten, dann gilt |F| = N*(F), falls \*(F) als
2-dim Lebesquemafs in dieser Ebene aufgefafst wird.

Satz 4.13. Der Flicheninhalt einer Fliche F C R? ist unabhingig von der

Parametrisierung.
aq b1
- . . Ci1 Ci2 .
Ubung: Ist A= | ay, by, | eine 3 x 2-Matrix und C = eine
C21 (22
ag bs
a b
2 x 2-Matrix mit AC = | @, by, |, dann giltax b= (a x b)detC.
as by

Beispiel (Fliacheninhalt von 0B,(0) C R*): vgl. auch Beispiel nach
Definition 4.9. F' = 0B,(0), G = (0,27) x (0, 7).

|F| = / 0*sinf d(p,0) = 27TQ2/ sinf = 4w o>
¢ 0

Definition 4.14 (Oberflachenintegral). Sei FF C R? eine Fliche mit Parametrisierung
¢:G— Fund f: F — R eine gegebene Funktion. Dann heifst

P 1 doi= /G F(é(u,v))

Oberflachenintegral von f tber F', falls das rechte Integral im Lebesgueschen

Sinn existiert (d.h. f o ¢ messbar auf G und entweder f > 0 oder fo ¢ €

LYG)). Man definiert
F%f do := Fj{f do.

F
Satz 4.15. Das Oberflichenintegral j{f do ist unabhdngig von der Parametrisierung

06 00

5 X 5 d(u,v)

der Flache F'.
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Beispiele:

G — R3
(1) Sei ¢ : die Parametrisierung eines Funk-
(z,y) = (2,y,a(z,9))
tionsgraphen. Dann ist

ffm_/}wy,xy»¢y+cg>+(%92a%w

(2) OB, = {(z,y,2) e R3: 22 +y* + 22 =r?}.

OB, T
7{902 do = / 72 cos® psin® O sin 6 d(p,0) = 1"477/ sin® 0 df
(0,27) x(0,7) 0

T 2 4
= 7rr4/ sin@(1 — cos®0) df = nr(2 — §) = gmA.
0

Einfacher:

9B, 0B, OB,
fﬁdo = j{deo: 7{22d0

1 9B, 2 2
= 3 7{7’2 do = %|@Br| = %47rr2.

4.3 Gauflscher Integralsatz im R’

Ziel: Finde Bedingungen an V C R?, f: V — R3 so dass gilt

/dwfdx% l%fudo

Definition 4.16. Sei G C R? offen, beschrinkt und o,3 € C(G) mit
a(z,y) < B(z,y) V (x,y) € G. Dann heifit die Menge

M(a,B) = {(z,y,2) €R*: (w,y) € G und a(z,y) < 2 < f(z,y)}.
(offenes) Normalgebiet bzgl. der z-Achse, falls gilt:
(a) F~ = graph(c), Ft = graph(3) sind Flichen,

(b) OG besteht aus endlich vielen glatten Jordankurven, die héchstens Rand-

punkte gemeinsam haben.
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/
D

M(a, 3)

Bemerkung: Ein Normalenvektor v = (v, 1o, v3) auf F'™ mit v3 > 0 heift
auBere Normale zu M («, 3). Analog heifit ein Normalenvektor v auf F'~ mit

v3 < 0 auBere Normale.
Lemma 4.17. Sei M(«a, 3) offenes Normalgebiet bzgl. der z-Achse und g :
F* — R. Dann gilt

F+j{gV3 do = /Gg(x,y,ﬁ(x,y)) d(z,y)

—
Fovndo = ~ [ glovatey) dy),
G
wobei v = (v, 9, v3) stets die dufsere Normale bezeichnet. (Die Existenz der
Oberflichenintegrale wird vorausgesetzt).

Satz 4.18 (Gauflscher Integralsatz).

(a) Sei V. C R? offenes Normalgebiet bzgl. der z-Achse und g : V — R

% : V' — R emistiere und sei stetig und beschrankt. Dann gilt

)% 8g
do = — d .
]{gw, 0 /Vaz (z,v,2)

(b) Sei V. C R3 offenes Normalgebiet bzgl. aller drei Achsen und f :

V — R? stetig, %, %, % : V. — R existieren und seien stetig und

stetig,
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beschrankt. Dann gilt
v
f-vdo= / div f d(x,y, 2).
v

Beispiele fiir Normalgebiete:

(1) Zylinder V = {(z,y,2): a<z<b, 2°+y*< o}

Normalgebiet bzgl. z-Achse: a(z,y) = a, B(x,y) = b, G = B,(0) C R?

V={(z,y,2): alr,y) <z<p(r,y): (v,y) € G}.

graph(a) = F*, graph(5) = F~ sind Flachen.

Normalgebiet bzgl. x-Achse:

A

V:{(:I;,y,z): _\/QQ_y2 <r< VQ2_y27 (y7z> € (_QaQ) X (avb)l}

a(y,z) B(y,z) b

a, 3 stetig auf G. Sind graph(a), graph(3) abgeschlossene Flichen?
. Iy _
F* = {(ocosp, 05, 2), (#,2) € (—5. 7 x (a,8)}, FF = graph(a)

= = {(ocosp, 0sin0.2), (¢,2) € (5,5) x (a.0)}, = = graph(§)
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Normalgebiet bzgl. y-Achse:

V:{(l’,y,Z)i _\/02_1:2<y< \/92_1;27 (LU,Z)E(—Q,Q)X(CL,())}.

F* = {(ocos o, 05inp, 2), (,2) € (0,7) x (a,5)}

F~ ={(ocosp,osinp, z), (¢,z) € (m,27) x (a,b)}.

(2) Rotationsparaboloid V = {(z,y,2) : 2?4+y* <1, =1 < z < —(22+y?)}

Normalbereich bzgl. z-Achse: a(z,y) = —1, B(z,y) = —(2? + y?)

Sind graph(a), graph(() abgeschlossene Flichen?

Parametrisierung
F*={(x,y,2) = (z,y,—(2* +¢°)), (x,y) € Bi(0) CR?}.

Analog F'~.

Normalbereich bzgl. z-Achse:

V=A{(z,y,2): —vV—2z—y?><x<+/—z—y? mit (y,2) € G}
wobei G ={(y,2): —1<z2<—y? —1l<y<l1}

Parametrisierung:

F+ - {(.’B,y,z) - (TCOSSD’TSinwv _T2)7 0 <r< 1, 2 € (_g’g)}a
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graph(a) = FT. Analog F~.

In ahnlicher Weise erkennt man, dal V' ein Normalbereich bzgl. der

y-Achse ist.
(3) Kegelstumpf:

V={(r,y,2): 0<z<1, /a2 +y2<2—2z}

Y

Idee: V:U?zlvl-UZ, 7 =Zylinder mit Radius 1, Hohe 1
Vi = {lz,y,2):0<2<1, 2,y >0, 1 <+22+y><2—2z}
= {(z,9,2): 0<z<2—22+9y2 1 <> +9y* <2, 2,y >0}

In dhnlicher Weise werden V3, V3 und V, definiert.
Vi = Normalbereich bzgl. z-Achse

F* = {(rcosp,rsinp,2 —r), ¢ € (0,

)7

3 1<r<2)}
F~ = {(rcose,rsing,0), ¢ € (0, 1

(
g <r<2)}

Vi1 = Normalbereich bzgl. z-Achse
Vi = {(#,9,2):0<2<1l, 2,y>0, 1 </a? 43> <22}

= {(z,y,2): V01 —9?); <x<+/(2—-22—-y20<y<2—2z 0<z<1}
—_——
=4/max{0,1—y2}
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F~ = grapha, a(y, z) == /(1 — y*)+

F~ = F UF;, mit

Fi = {(cosp,sing,2), 0 <z<1, 0< ¢ <7} und
Fy ={(0,p,2):0<2<1, 0<p<2—2z}

T

Eine Parametrisierung von F}, U F, findet man wie folgt:

(cosp,sing,z), 0<z<1, 0<p<F

P(p, 2) =
0,p—2,2), 0<z<l1l, 2<p<4d—z

Damit ist grapha = F_1_ U F_2_ eine abgeschlossene Flache.

Auch F7 is eine Fliache, wie man unschwer sieht:

Fr={((2—2)cosp, (2 —2)sing,z), 0<z2<1, 0<p< g}

In dhnlicher Weise stellt man fest, dafl V; = Normalbereich bzgl. der
y-Achse ist.

Insgesamt: V ist Vereinigung von 5 Normalbereichen Vi; V5, V3, Vy

und Z bzgl. aller 3 Achsen.

4

oVv; o)
/divfdxzz v do+ Z]ff-udo.
v i=1

Nun beachte man, dafl die aufleren Normalen an den benachbarten

Oberflachenstiicken gerade entgegengesetzt orientiert sind. Folglich

/Vdivfdx: Wj{f-udo.

gilt:
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Exkurs: Gauf3scher Integralsatz und Warmeleitung

Sei 2 C R? eine Menge im R?, die nach aufien warmeisoliert ist und aus
einem wéarmeleitfahigem Material besteht. Sei u(z,t) =Wéarmemenge zum
Zeitpunkt ¢ am Ort x € Q. Ziel: Herleitung einer Differentialgleichung fiir
u(z, t).

Sei V' C Q ein Normalgebiet bzgl. aller drei Achsen. Dann betrachten wir
folgendes physikalisches Modell der Warmeleitung;:

d d
— [ u(z,t) de - ?(:c,t) -v(x) do—i—/ fl(z,t) dx
atJy y L4

N

zeitliche Anderung der Wirmemenge in V Quellterm

TV
Zufuhr/Abflufl durch oV

]_5 =Warmeflul durch o0V

7

f = Quellterm
f(z,t) Z 0 bedeutet: am Ort x wird zur Zeit t Warme erzeugt /vernichtet.

Mit dem Gauflschen Integralsatz:

%/Vu(x,t) d:z:—/v%(x,t) dx—/v<—divl_7>(x,t)+f(x,t)> dx.

Da V C 2 ein beliebiges Normalgebiet ist, gilt folgende Gleichung;:

z—?(x,t) = —div?(w,t)—l—f(a:,t) reQ, t>0.
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In unserem Modell der Warmediffusion wird postuliert, dafl F proportional

zu Vu ist, d.h.
F(m, t) = —DVu(x,t), D = Diffusionskonstante > 0.

Somit erhalten wir die inhomogene Warmeleitungsgleichung:

%(aﬁ,t) = DAu(x,t) + f(z,t) z€Q, t>0.

Falls kein Quellterm vorhanden ist, so gilt die homogene Warmeleitungsgleichung;:

%(x,t) = DAu(x,t) €, t>0.
Bemerkungen:

(1) Au(z,t) = ", 2%z, ) = div(Vu(z,t)), wobei

i=1 8:@2

Vu(z,t) = (a—;‘(m,t),...,%(m,w)T.

(2) T4.1: Falls f € L'(R") und [, f dz =0 V A € L(R") so folgt f = 0.

Hier wurde etwas ahnliches verwendet: f : ) — R stetig,

/ f dr =0 V Normalgebiete V C R" = f = 0.
v

4.4 Integralsatz von Stokes

Definition 4.19. Sei G C R3 offen und f : G — R? ein C'-Vektorfeld.
_ (3f3 Ofs 0fir  Ofs Ofq af1>
rot f =

8$2 B 89[:3’ 833'3 B 8$17 8:151 81’2
heifst Rotation des Vektorfelds f. Schreibweisen: rot f, V x f.

Bemerkung:

Ozx1’ Oz2’ B3

produkt” V x f,so gilt V x f =rot f.

(1) Schreibt man V = ( o0 9 0 ) und bildet man formal das ” Vektor-

(2) In dhnlicher Weise gilt: bildet man formal das ”Skalarprdukt” V- f, so
gilt V- f =div f.
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Ziel: Finde Bedingungen an die Flache F' und das Vektorfeld f, so daf} gilt:

F]{rotf-udo: ”/f-dg;.

v

/

Erinnerung: Ist v : [a,b] — R? ein (stiickweiser) C'-Weg und f ein Vek-

torfeld, so berechnet man das Wegintegral 7f f - dx in folgender Weise:

VRS / F0) A0 de.

Formulierung der Voraussetzungen fiir den Stokeschen Satz:

(V1) Sei G C R? ein offenes Normalgebiet bzgl. der u- und v-Achse, welches
durch eine stiickweise glatte Jordankurve K berandet ist.  : [0, L] —
OG sei eine positiv orientierte Parametrisierung von dG mit Bogenlénge

als Parameter.

(V2) Seid D G offen und ¢ : U — R? injektivund ¢ € C*(U) mit RangD¢ =
2 auf U.

Dann ist F' = ¢(G) eine abgeschlossene Fliche, welche durch die stiickweise

glatte Jordankurve C' mit Parametrisierung v = ¢ o X berandet wird.



KAPITEL 4. INTEGRALSATZE VON GAUSS, STOKES o1

v

K

u

Satz 4.20 (Integralsatz von Stokes). Sei ' = ¢(G) wie in (V1), (V2)
beschrieben. Ferner sei f = (f1, f2, f3) ein C*-Vektorfeld auf einer offenen

Obermenge von F'. Mit
o9 . 99
y— Ou_ Ov
9 . 99
ou  Ov

Ffrotf-ydo: Yf-dx.

Beispiel (Elektrostatik). Sei Q C R? offen, beschrankt und F' = 9 sei

qilt

eine Flédche, auf der wir eine stetige Ladungsverteilung ¢ : F' — R betrachten.
Dann heifit

U(x) = 1 7 oy)

- — d
i Jlr—yl

$€R3\F

Y

Potential der Ladungsverteilung o und
E(z) = -VU(z), xcR*\0Q

ist das zugehorige elektrische Feld. Da E ein Gradientenfeld ist, folgt mit

Kenntnissen aus Analysis II: 7f E-dx = 0 falls v : [a,b] — R*\ 99 ein

geschlossener, stiickweiser C''-Weg ist.
Alternative Erklarung desselben Resultats: Sei F C R? \ 99 eine Flache,
die (V1), (V2) erfiillt mit zugehérigem Jordan-Weg ~, der den Rand von F
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parametrisiert. Dann gilt

0 F
/E-dx: %FOtE'VdOZO

darot £ = —rot VU =0, vgl. (T.11.1).

v

)

Beachte: Die alternative Erklarung ist weniger aussagekréftig, da nur eine
kleinere Klasse von Wege (nur solche die F' beranden) betrachtet werden

kann.

4.5 m~dimensionale Flachen im R", (m < n)

Definition 4.21 (m-dim. Flache im R"). Sei G C R™ offen. Die Abbildung
¢ : G — R™ besitze folgende Eigenschaften:

(i) ¢ sei injektiv, stetig differenzierbar in G,
(i) ¢ sei Lipschitzstetig auf G,
(i1i) RangD¢ = m in G,
(iv) ¢(G), ¢(OG) seien disjunkt.

Dann heifit F' = ¢(G) offene m-dimensionale Fliche mit Parametrisierung

b. ¢(G) heift abgeschlossene Fliche, ¢(OG) heifst Rand der Fliche.
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Definition 4.22. F' = ¢(G) sei m-dim. Fliche im R™ mit Parametrisierung
¢ = ¢(ur, ..., un). Dann heifit die m x m-Matriz (gi;)i%—, gebildet durch

0 0
(95)(0) = () (), j =1,

J/

~
Skalarprodukt im R™

metrischer Tensor von F.

Definition 4.23 (Gramsche Determinante). Seien by, ..., b, € R™ m Spal-
tenvektoren und B = (by|ba| ... |bm). Dann heifst

grB:=det BT -B
~—
mxm-Matriz
Gramsche Determinante von B. Es gilt
g?”B = det ((bz . bj)??jzl) .
Definition 4.24 (Inhalt einer m-dim. Flache). Sei F© C R™ offene m-

dimensionale Fldche im R™. Dann heift
|F| :/ V) du mit g = grD¢
G
m-dimensionaler Inhalt der Fldache F'.

Definition 4.25. Sei F' C R™ m-dim. Flache mit Parametrisierung ¢ : G —
F und f: F — R eine gegebene Funktion. Dann heifst

?f@:éﬂwmﬁﬁwu

Integral von f iiber F' (die Existenz des m-dimensionalen Lebesgue-Integrals

tber G muf$ hierbei vorausgesetzt werden).

Bemerkungen: Es gilt festzustellen, dafl

F
(1) |F| und f f do unabhéngig von der Parametrisierung sind,

(2) |F| invariant bzgl. Bewegungen des R” ist.

Wir benutzen (Beweis durch Nachrechnen) zwei Resultate aus der linearen

Algebra:
(a) Fir S € O(n) gilt: gr(SB) = grB

(b) Fiir C € R™™ gilt: gr(BC) = (det C')*grB
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Bevor der Beweis gefiihrt wird, betrachten wir zuerst:

3 Spezialfalle:

i) m=1,n>2, G=(a,b), F=0¢(G) sei 1-dim. Fliache. Dann ist F
eine glatte Jordankurve und /g = \/gr¢/ = \/¢'T - ¢/ = |¢|, d.h. |F|

ist die wohlbekannte Lange der Jordankurve und

F%deZ F/fds

ist das wohlbekannte Kurvenintegral.

8¢>2

(11) m:27 n:37 g( )—gI'DQﬁ 8u1 Ouaz

denn gr(by by) = |by x by|? falls by, by € R3 Spaltenvektoren sind.

Y

(iii) Seien by, ..., b, m linear unabhéngige Vektoren im R™. Dann heifit
P(bl,,bm) :{u1b2—|—+umbm Ogulg 1, Zzl,,m}

Parallelotop. Setze B = (by|bs|...|bm), u = (uy, ..., uy)T. Dann ist
P(bi,...,b,) = ¢(G), wobei G = (0,1)™ der m-dimensionale Ein-
heitswiirfel ist und ¢(u) = Bu. Also ist P eine abgeschlossene Fléche.
Mit Definition 4.24 folgt

Pl= [ VaDo(w du= [ \/erB du= VB,

eine in der linearen Algebra wohlbekannte Formel.

Zum Nachweis von (1): Seien ¢ : G — F, ¢ : H — F zwei Parametrisierun-
gen der Fliche F. Wie in Satz 4.10 gibt es eine bijektive C'-Abbildung
h:H — Gmit ) =¢oh. Aus Dy = D¢ - Dh folgt grD1p = (det Dh)?*grDe¢.
Mit der Substitutionsregel folgt:

/G (f 0 6)(u)y/(@rD&)(w) du
=R / v)y/(grD)(h(v))|(det Dh)(v)| dv
- /H (f o) (0) /@ D) (0) do.
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Zum Nachweis von (2): Sei S € O(n) orthogonale Matrix und 7" : z —
Sx + a eine Bewegung des R". Ist ¢ : G — [F Parametrisierung von F,
dann ist ¥ = T o ¢ Parametrisierung von T'F. Wegen Dy = SD¢ folgt
grDvy = grDe¢, also |F| = |TF|.

Zusatz: Liegt I'in dem von ey, . . ., e, aufgespannten Teilraum des R" so gilt
O(ur, .. ) = (d1(w),. .., ¢m(u),0,...,0). ¢*(u) = (¢1(u),...,om(u)).
Dann gilt grD¢ = (det D¢*)? und folglich

|F| = / | det D¢*| du = / 1 doz = m-dim Lebesgue-MaBl von F' = ¢(G).
€ F

Zuletzt betrachten wir den Gauf3schen Integralsatz im R". Hierbei wer-
den offene Mengen V' C R"™ betrachtet, deren Réander 0V n — 1-dimensionale

Flachen sind.

Definition 4.26. Sei G C R"! offen, beschrinkt und o, 3 € C(G) mit

a(xy, ..., Tpo1) < B(xy, ..., 201) V2" €G.
————

=z’

M(a,B) ={z=(2',2,) eR": 2’ € G, a(z) <z, < [(z')}

heifit offenes Normalgebiet bzgl. der x,-Achse, falls OM (a, 3) eine n — 1-

dimensionale Flache im R™ ist.
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Dann gilt der Gauflsche Integralsatz: Ist f : V — R™ stetig, f € C1(V) mit
beschriankten Ableitungen, dann gilt

oV
/divfdx: j[f-udo,
1%

wobei v die aulere Normale bezeichnet.
Beispiel: V = B;(0) = Einheitskugel im R™, 9V = Oberflache der Ein-
heitskugel, f(z) =z, div f = n.

0B1(0) 0B1(0

n]Bl(O)|:/B(O)divf dx = f-vdo= )]{1 do = |0B1(0)].

Erinnerung aus 3.5: |B1(0)| = “», wobei

27Tn/2 " T . 2 . _9
— =27 . sin @y (sinfy)” - - - (sin b, _2)" “db; ...d0, o,
I'(3) 0 0

Wp =

d.h. die aus Abschnitt 3.5 bekannte Zahl w,, erkennen wir nun gerade als das

Oberflichenmafl der n — 1-dim Einheitssphére im R": w,, = |0B;(0)|.



Kapitel 5
LP-Raume und Fourier-Reihen

Ziele:
(A) Sei (X,9, ) ein Mafiraum und 1 < p < co. Definiere
LP(X) :={f: X — R mefibar: / |fIP dp < oo}
X
Wir werden die Banachraumstruktur von LP(X) zeigen.

(B) Zu f € L'(—n, ) definiere die Fourier-Koeffizienten von f

cn(f) = %/W fe ™dt neZ

und betrachte die Fourier-Reihe

S(t; f) = i cpe™.

n=—oo

Wir werden untersuchen, unter welchen Bedingungen f(t) = S(¢; f)
gilt.

5.1 Konvexe Funktionen und Integralunglei-
chungen
Definition 5.1. Eine Funktion ¢ : (a,b) — R heifst konvez, falls gilt
p(sz +ty) < sp(@) + te(y)
Vx,y € (a,b) undV s,t € [0,1] mit s+t =1.

o7
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Lemma 5.2. ¢ : (a,b) — R. Dann gilt
p(t) —¢(s) _ plu) —¢(t)
t—s - u—1

Korollar 5.3. ¢ : (a,b) — R sei C'-Funktion. Dann gilt

Va<s<t<u<b

@ konver &

© konver < ¢ monoton wachsend.

Lemma 5.4. ¢ : (a,b) — R sei konvez. Dann ist ¢ stetig auf (a,b).

Satz 5.5 (Jensensche Ungleichung). Sei (X,9M, u) Mafraum, A € O mit
pu(A) < oo und f € L'(A). Ista < f(z) <bV x € Aundp: (a,b) > R

konver (a = —oo, b = +o0 sind zugelassen), dann gilt

Beispiele:
_1 d
(a) e Jad dn < ﬁfAef dp.

(b) z = (x1,...,2,), p Z&éhlmaB

n

15 g 1 _ .

en =i < EE 1efl, el =y >0
1=

YL Y < At tbn (AGM-Ungleichung).
n

Satz 5.6. f,g: X — [0,00] seien mefbar und 1 < p,q < oo mit % +% = 1.

Dann gilt
(i) [ fgdu< ([ P du)? ([ g% du)® (Hélder Ungleichung).
Sind alle Integrale < oo so gilt 7 = 7 genau dann, wenn o, € R

existieren mit o f? = Bg? fii. auf X.
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(it) ([ (f+g) du)% < ([ 17 du)%—i-(fX g° d,u)% (Minkowski- Ungleichung).

7

Sind alle Integrale < oo so gilt 7 =7 genau dann, wenn o, € R

existieren mit af = Bg f.ii. auf X.

5.2 [P-Raume

Sei (X, 9, 1) ein MaBraum. Frage: Kann man einer mefibaren Funktion
f: X — R ein sinnvolles Supremum zuordnen? Wir benutzen im Folgenden

die Konvention inf ) = +o0, sup@) = —oo.
Definition 5.7. Zu einer mefibaren Funktion f: X — R definiere

B = inf{fa e R: f'(a,o0] ist Nullmenge}
= inf{la e R: f(x) <« fir fast alle x € X}.

0 heifit essentielles Supremum von f. Schreibweise: esssupy f.

Bemerkung: In dhnlicher Weise kann man auch das essentielle Infimum

einer mef3baren Funktionen definieren.

1
L 0
Beispiel: (a) X = B;(0) C R", f(x) = B @ '
bel., x=0
esssupy f = 400
]R?L
B, (0)
1—|z|, x#0
(b) X = B1(0) C R, f(z) = 2 :
bel., z =

esssupy f = 1.
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<D

Rn

B,(0)

Definition 5.8. Sei (X, 0, u) ein Mafiraum.

(a) Sei 1 < p < 0. Definiere
LP(X) :={f: X — R mefbar: / |fIP dp < oo}
X

Fiir f € L(X) definiere |[fll, == (fy |f? du)?
(b) Seip = oo. Definiere
L®(X) ={f: X — R mefbar: esssupy|f| < +oo}.
Fiir f € L>(X) definiere || f||oo := esssupx|f].

Beispiel: Sei X = B;(0) C R", M die Lebesguesche o-Algebra auf der
Grundmenge R™ und A das Lebesgue-Maf} (wir schreiben dz anstelle von
d\). Wir betrachten die Funktion f(x) = |z|*, o € R. Fiir welche « liegt
f € LP(X)? Mit n-dimensionalen Kugelkoordinaten:

1 27 pm ™
/ |z|Pdx = // / ) / rPrtgin @y sin? 0y - - - sin™ 20,5 df; ...db,_o
B1(0) 0Jo Jo 0
—_——

n—2 Stilick

1
= wn/ roPtn=lqy
0

_wn_ poptn|l
ST o, ap+n#0

wnlogr|(1], ap+n=20
<400 ap+n>0
=400 ap+n<0

Als Ergebnis halten wir fest:
[z|* € LP(X) & a> -2 (1 <p<oo)
|z|* € L®(X) < a > 0.
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Satz 5.9 (Erweiterung der Hélder und Minkowski-Ungleichung). Sei (X, 90, u)

ein Mafsraum.

(i) 1<p,qg<oo, s+ o =1 (dabei sei ;5 =0). Ist f € LP(X), g € LY(X)
so folgt f - g € LN(X) und || - gl < [[fllzellg]ls-

(11) 1 <p<oo. Sind f,g € LP(X) so folgt f+ g € LP(X) und

1+ glly < £ 1lp + llgllp-

Frage: Ist (LP(X), | - ||,) ein normierter Raum?
Antwort:
1f+glle < Ilfll+llgll,  okay

= LP(X) ist jedenfalls ein Vektorraum.
Ml = Sl okay

| fll,=0= f =07 Stimmt nicht; es gilt nur f =0 f.i. auf X.

Definition 5.10. Sei f,g: X — R mefbar. Definiere die Relation

f~gs f=g fi auf X.

Dann ist f ~ g eine Aquivalenzrelation (Ubung) Definiere Aquivalenzklassen

[f] = {g: X — R mefbar, f ~ g}.

Definition 5.11. Sei (X, 9, u) ein Maffraum und 1 < p < oo. Definiere
die Menge £P(X) = {[f] : f € LP(X)} aller Aquivalenzklassen. Die Menge
LP(X) besitzt Vektorraumstruktur

f1+1gl = [f+4]
AT = [A]
sowie eine Norm
1Tl = £ 1lp-

Beachte: sowohl die Vektorraum-Operationen also auch die Norm sind wohldefiniert

(Ubung). Weiterhin gilt

1T+ L9l = 17+ glly < 171l + [lglls = 1LAM + 9]l

sowie

AU = T = TAF Il = IMAAl = AT
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und

Il =0=f=0fi =[f]=0.

Folgerung: (£7(X),| -||,) ist ein normierter Raum.
Beachte: In der Praxis werden £P(X) und LP(X) so gut wie nie unter-

schieden.

Satz 5.12. Sei (X, 9, u) ein Maffraum und 1 < p < oco. Dann ist der

normierte Raum (LP(X), || -|l,) ein Banachraum.

Korollar 5.13. Ist (f,)n>1 Cauchyfolge in LP(X), 1 < p < oo, dann existiert
eine Teilfolge (fn,)i>1 und f € LP(X) mit f,,(x) oy f(z) fai. auf X.

Hinweis: Im obigen Korollar kann die Behauptung im Allgemeinen nicht

verscharft werden zu
fulz) =5 f(x) fii. auf X,

vgl. Alt (Lineare Funktionalanalysis, Springer Verlag), Lemma 1.18 und
Ubungsaufgabe U 1.5.

5.3 Dichte Teilmengen in L’(X)

Definition 5.14. Sei (V,||-||) ein normierter Raum. Eine Teilmenge A C 'V
heifst dicht in V (dichte Teilmenge von V'), falls gilt:

YV z eV 3 Folge (an)nen in A mit nhi& |la, — x| = 0.
Beispiele:
1) Q liegt dicht in R.
2) Polynome liegen dicht in C([a, b]) (Satz von Weierstraf})

Satz 5.15. Sei (X, 0, p) ein Mafiraum mit 1(X) < oo und
S(X)={s: X =R, s meflbare Elementarfunktion}.

Fir 1 <p < oo ist S(X) dichte Teilmenge von LP(X).
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Satz 5.16. Ser X C R" offen, I die Lebesquesche o-Algebra und X das

Lebesquesche Maf$ (wir schreiben dx anstelle von d)\). Ferner sei

C(X) = {C>™-Funktionen f : X — R mit Trager(f) kompakt},

wobei Trager(f) = {x € X : f(x) #0}. Dann liegt fir 1 < p < oo die
Menge C*(X) dicht in LP(X).

Bemerkung: Satz 5.16 gilt fiir p = oo nicht. Denn falls ( f,,)nen eine Cauchy-
folge in C2°(X) bzgl. der Norm || - || ist, dann konvergiert (f,)nen gleich-
méBig, d.h. die Grenzfunktion ist automatisch stetig. Aber in L>*(X) gibt
es unstetige Funktionen, z.B. X = (0,2) C R,

1 z€(0,1
flz) = (0.1) ,  f unstetig, aber f € L>(X)
2 rell,2)
Bemerkung: Die Abschnitte 5.2 und 5.3 lassen sich auf komplexwertige

Funktionen f : X — C iibertragen, z.B.
1<p<oo LP(X):={f:X — C meBbar: / | fIPdp < oo}
b's

mit || f||, wie zuvor.

5.4 Fourier-Reihen (Begriffe und Definitionen)

Definition 5.17. Sei (¢,)>2 . eine Folge komplexer Zahlen. Dann heifst
die Reihe

o0

Z ce™,  teR

n=—oo

trigonometrische Reihe. Dabei ist die Reihe definiert als Folge der p-ten

p
E Cn eznt .
n=-p peEN

Bemerkung: Setzt man ag := 2c¢q, a, = ¢, + C_p, by = i(c, — ), n €N,

Teilsummen

so gilt

p p
E Cneznt — CO+§ (Cneznt—FC,n@_lnt)

n=-—p n=1

p
= ¢y+ Z (ay cosnt + b, sinnt) .

n=1
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Definition 5.18. Ist f € L'(—x, ) so definiere fiirn € Z

1 (" .
Cp = —/ f(t)e ™ dt
2 ) .

sowie die trigonometrische Reihe

0o
— E Cn emt

n=—oo

¢y, heifst n-ter Fourier-Koeffizient der Funktion f; Schreibweise: ¢,(f). Die
Reihe S(t; f) heifst Fourier-Reihe der Funktion f.

Beachte:
(a) f kann reell- oder komplexwertig sein

(b) Ist f reellwertig so gilt

_ 1 " int o 1 " —int —
C_"_Qw/ﬂf(t)e dt—QW/ﬂf(t)e dt =¢,

d.h., sind a,, b, wie in der Bemerkung nach Definition 5.17 definiert,

so gilt
ay = ag, a,=2Rec,, b,=2Imc,
und damit
S(t; f) = —CL[) + Z (ay cosnt + b, sinnt)
n=1
mit
1 mt —znt
a, = f( )(e f ) cosnt dt
b, = / f(t)(e™ — e ™) dt = f(t) sinnt dt.
27TZ —7

Man erkennt daraus insbesondere, dafl die Fourier-Reihe einer reell-

wertigen Funktion selbst wieder reellwertig ist.

5.5 Punktweise Konvergenz der Fourier-Reihe

Lemma 5.19 (Eigenschaften der Fourier-Koeffizienten). Seien f,g € L'(—7, )
und o, B € C. Dann gilt:
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(a) len(£)] < 31 f Iy enlaf + Bg) = acu(f) + Bealg)

b) f=1 = Stl)=1

(c) feCl-mx], f(m) = f(=7) = c(f)=incu(f)
(d) caef) = cnr(f)

(e) Die Funktion f € L'(—m,m) sei 2m-periodisch auf R fortgesetzt und
fa(t) := f(t+a). Dann ist c,(fa) = €™ c,(f) und S(t; fo) = S(t+a; f).
Satz 5.20 (Satz von Riemann-Lebesgue). Ist f € L'(—m, ) so gilt

lim ¢,(f)=0.

n—=4oo

Satz 5.21 (Konvergenzsatz). Sei f € L'(—m, ) 2r-periodisch auf R fortge-
setzt. Zu a € [—m, | existiere ¢ € R und 6 > 0 so, dafs gilt

t —

MELl(a—5,a+5). t

t—a
Dann konvergiert die Fourier-Rethe S(t; f) an der Stelle a gegen den Wert
¢, d.h. S(a; f) = c.
Definition 5.22. Sei I C R Intervall, f : I — R eine Funktion, a € (0, 1]

und xq € 1.

(a) f heifst a-Holder-stetig an der Stelle xq, falls §, K > 0 existieren mit
|f(z) — f(xo)] < K|z —x0|* Vaelmit|ez—xy <6
(b) f heifst a-Holder-stetig in I, falls f an jeder Stelle xy € I a-Hdélder-
stetig ist.
(c) f heifit gleichmaf$ig a-Hélder-stetig, falls K > 0 existiert mit

|f(z) — f(xo)| < K|z — 20| Vaz,yel.

Beispiel: /7 ist gleichméBig 3-Holder-stetig auf [0,00). Sei 0 <z < y.
?
V= Ve <\y—z
S ytr—2/zyly—=zx
& < /1y

& <y

T Man beachte, dal man der Funktion % an der Stelle t = a keinen Wert zuweisen muf3.
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Korollar 5.23. f € L'(—m,7) sei 2r-periodisch auf R fortgesetzt. Ist f
a-Hélder-stetig (mit o € (0,1]) an der Stelle a € [—m, ], dann gilt S(a; f) =
f(a), d.h. die Fourier-Reihe von f an der Stelle a konvergiert gegen f(a).

Korollar 5.24. f: R — R sei 2w-periodisch. Ist

Cl-Funktion auf [—, 7|
f oder Lipschitz-stetig auf [—7, 7]

oder sogar nur a-Hdélder-stetig auf [—m, 7]
dann gilt S(t; f) = f(t) ¥V t € [-m, 7.

Korollar 5.25. Ist f € C?*(R) 2r-periodisch, dann konvergiert die Fourier-
Reihe gleichmaf$ig auf [—m, 7| gegen f.

Beispiel:

Die Funktion

b —m<t<0 i .
f(t) = sei 2m-periodisch auf R fortgesetzt.

a O0<t<m

Die Funktionswerte von f bei 0, 7, —7 sind unerheblich fiir die Bestimmung

der Fourier-Koeffizienten bzw. der Fourier-Reihe. Fiir n # 0 gilt:

elf) = / F(t)e " dt

= — (/ be =" (it +/ ae”t dt)
—Tr 0

s
= % (% be’mﬁ7r + % aemt|g)

= % (%(1 — cosnm) + %a(cosmr - 1))

= ﬁ(l —cosnr)(b—a) = i(bQ;Wa)( - (=1)")
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S(t; f) = Z cn€™ = ¢y + Z—(b — a)<1 — (—=1)")sinnt

nm

Wegen Korollar 5.23 gilt S(t; f) = f(¢t) fur alle ¢t € {0, 7, —7}. Wie verhalt
sich nun die Fourier-Reihe bei t = 0 (bzw. t = £7)? Es gilt

5(0:) = 50+ a)

d.h. die Fourier-Reihe bei t = 0 konvergiert gegen den Mittelwert der Limiten

von links und rechts — unabhéngig davon, wie f(0) definiert ist.

Satz 5.26 (Konvergenz an Sprungunstetigkeiten). Sei f € L'(—m,7) 27-
periodisch auf R fortgesetzt. Zu a € [—7,w| existiere ¢t,¢” € R und 6 > 0

so, dafs
f{t) —c

t—a

W= L'(a,a+9).

€ L'(a—6,a), ;
—a

Dann konvergiert die Fourier-Reihe S(t; f) an der Stelle a gegen den Wert
et dh S(a; f) = SE

2 7 2

Bemerkung: In den Anwendungen ist oft ¢* = lim;_q+ f(#).

5.6 L?-Konvergenz der Fourier-Reihe

L?*(—m, ) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(f,9) = /_7r F(t)g(t) dt.

Beachte:

(fg) < / 1FONlg)] dt

< ([ e dt)é(/_:rgm\? )

= [I/ll2llgll2

Fir n,m € Z gilt

, . T 2w, n=m,
<67,nt, ezmt) _ / 6z(n—m)t dt =
— 0, n#m,
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d.h. die Funktionen {un = \/%emt} bilden ein Orthonormalsystem im
4 neZ
Hilbertraum L?*(—m, 7). Fiir die Fourier-Reihe gilt die Beziehung

o

S = 3 (Funduald).

Satz 5.27. Sei k,l € Z, k <l undV = [uy,...,w] C L*(=m, 7). Dann gilt
fir f € L*(—m,m):

! !
1 =S Counually = 1115 =S 1P < [1f =l VoveV,
n=~k n=k

Bemerkung: Der obige Satz besagt unter anderem, daf Zln:k< frun)u, die

Bestapproximation an f aus V ist.

Satz 5.28. Sei f € L?*(—m, ). Die Fourier-Reihe . (f, un)u, konvergiert

im Sinne der L*-Konvergenz.

Nachdem nun geklart ist, daf§ die Fourier-Reihe einer gegebenen Funktion
f € L*(—m,7) im Sinn der L?-Konvergenz gegen eine Grenzfunktion f*
konvergiert (dieses Resultat benutzt u.A. die Vollstdndigkeit des Raumes
L?(—m, 7)), so stellt sich als niichstes die Frage, gegen welche Funktion f*
die Fourier-Reihe konvergiert. Die Antwort fillt nicht anders aus, als er-
wartet.

Satz 5.29. Sei f € L*(—m, ). Dann gilt > (f,un)u, = f im Sinne der

n=—oo
.

L2-Konvergenz. Insbesondere gilt die "=" punktweise f.i. auf (—m, 7).

Anwendung auf partielle Differentialgleichungen:

1-dim. Wérmeleitungsgleichung: Qu(x,t) = %(l‘, t) xe€(0,m), t>0
Randbedingungen (Wirmeisolierung): ~ 2%(0,¢) = 9%(m,t) =0
Anfangsbedingung zur Zeit ¢ = 0: u(z,0) = f(z) xe€(0,n).

Ideen:

1. Es gibt spezielle Losungen der Warmeleitungsgleichung in der Form
u(z,t) = a(x)b(t). Man bestimmt die Funktionen a und b, indem man

den Ansatz in die Warmeleitungsgleichung einsetzt:

V(t)a(x) = b(t)a" (x), = = const. = ¢
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eV 4 BemvVer, c>0
b(t) =€, a(z) =< acosy/—cx+ Bsiny/—cz, ¢<0 .
o+ Bz, c=0

Wegen der Randbedingungen mufl gelten o’(0) = o'(7) = 0. Daher
ergibt sich

c>0 c<0 c=10
o — = 0 = 0
b unmoglich b =0
aeVer — e Ver = () siny/—cr = 0
Folgich muB8 ¢ = —n?, n € Ny sein, und wir erhalten als spezielle
Losungen
w(z,t) = an cos(nz)e ™, n €Ny, a, €R.

2. Entwicklung der Anfangstemperatur f in eine reine Cosinusreihe:

f € L?[0,m]. Setze f gerade auf [—m, 7] fort, d.h.

f(x) = f(==), = € [-m,0].

Dann gilt:

NE

f(z) = % + Y (a,cosnz + b, sinnz)

n=1

mit

1 [7 2 [T
an:—/ f(z)cosnx dx:—/ f(z)cosnz dx
), 7 Jo

1 T
b, = —/ f(z)sinnz de =0
™ —T
Folglich gilt

f(z) = % —i—;ancosnx

3. Losung des Anfangs-Randwertproblems fiir die Warmeleitungsgleichung:

o0
a
Idee: |u(z,t) = 50 + Zan cos nze ™| mit a, wie unter 2.

n=1

Offensichtlich 16st jeder einzelne Summand die Warmeleitungsgleichung.
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Folgende Eigenschaften von u(z,t) lassen sich beweisen:

(a) u besitzt stetige partielle Ableitungen der Ordnung 2 nach = und
der Ordnung 1 nach ¢ [sogar: u € C®(R x (0,00))]

(b) u 16st die Warmeleitungsgleichung
(c) w erfiillt die Randbedingungen 2%(0,¢) = 2%(rr,¢) = 0.

(d) limu(z,t) = f(x) im Sinne der L2-Konvergenz

t—0

1 ™
() lim u(z,t) = Q- = / f(z) dx = gemittelte Anfangswirmemenge
T Jo

t—o0 2



