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HOHERE MATHEMATIK | FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOSUNGSVORSCHLAGE ZUR BACHELOR-MODULPRUFUNG

AurGaBE 1 (6+8+6=20 PUNKTE)
a) Zeigen Sie, dass fir n € IN

n 2
k3:(n(n+1))
I

b) Sei (a,) eine beschriankte Folge mit a,, > 0 fir alle n € N. Zeigen Sie, dass

Ay

n —0 fur n — co.
Y k=1%

Hinweis: Unterscheiden Sie danach, ob (22:1 ak) beschrankt oder unbeschrankt ist.

c) Untersuchen Sie, fiir welche x € R die Potenzreihe

- (n)?
Z(2n)!x

n=1

konvergiert.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir zeigen die Aussage per Induktion.
Induktionsanfang (n = 1): Es gilt

1 1(1+1)\?
Zk3:1:( . ) .

k=1

Induktionsschluss (n — n + 1): Die Behauptung gelte fiir ein n € IN (Induktionsvoraussetzung
(IV)). Es folgt

n+1 n

2 2
l;k3:];k3+(n+1)3(¥)(”(n2+1)) +(n+1)a:<n+1>2<n2+4<n+1»:(<n+1>2<n+2>)

4

b) Wie im Hinweis beschrieben, unterscheiden wir zwei Fille.
1. Fall: (Zzzl ak) beschrankt. Da a, > 0 fur alle n € IN, ist die Folge (Zzzl ak) monoton und
nach oben beschrankt, also nach dem Monotoniekriterium konvergent gegen ein A > 0. Daher



gilt nach Vorlesung, dass a,, — 0 flir n — co. Somit folgt

a, _)2:0

Yician A

fir n — oo.
2. Fall: (ZZZI ak) unbeschrankt. Dann existiert zu jedem C > 0 ein N € IN sodass

n

> o

k=1

>C Vn>N.

-1
Somit konvergiert ((Zzzl ak) ) gegen 0, denn fur jedes ¢ existiert ein N € IN (dasjenige von
oben mit C = ¢! mit

<€ VYn >N,

‘ 1
ZZ:I ag

was der Definition der Konvergenz gegen 0 entspricht. Da (a,) beschrankt ist (durch a > 0),
folgt somit wegen

a a
0< <
ZZ:I ay Z]:lzl a

fur n — oo die geforderte Konvergenz.

—a-0=0

c) Wir untersuchen die Reihe fiir festes x € R auf Konvergenz mit Hilfe des Quotientenkriteriums.

Es folgt
(n+1))? ns1
G Y| (1) _ DR () e
((;qu);xn (2n+2)(2n+1) 2(2n+1) 4+1 4

Somit konvergiert die Reihe fir |x| < 4 und divergiert fur |x| > 4. Fur |x| = 4 ist obiger Quotient

gegeben durch
(n+1)|x]  4n+4 S dn+1

22n+1) 4n+1" 4n+1

’

womit die Reihe nach Vorlesung divergiert. Also konvergiert die Potenzreihe genau fiir |x| < 4.

AUFGABE 2 (8+8+4=20 PUNKTE)
Die Funktion f : R — R sei gegeben durch

xhe™ 7 sin(8x*) ,x =0,
flx)=
0 ,x=0.

a) Zeigen Sie, dass f differenzierbar auf R ist und die Ableitung durch

/ =74 (4x3 sin(8/x) — X sin(¥/x) — 24cos(¥/x)) ,x =0,
f(x):{( (5/%) ~ & sin(#7) - 24cos (%))

0 ,x=0.

gegeben ist. Begriinden Sie ihre Rechnung dabei ausfihrlich.



b) Zeigen Sie, dass |f’(x)| < 24 fir alle x € [-1,1]. Finden Sie danach passende Folgen, um zu
beweisen, dass sup,_; 1) f(x) = 24 und infye1,1) f'(x) = -24.

Hinweis: Nutzen Sie fur die erste Ungleichung e’ >1+ y? und fiir einen Teil der Potenzen
von x die Tatsache, dass |x| <1 ist.

c) Verwenden Sie Teil b), um f’ auf Stetigkeit zu untersuchen.

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

Fir x = 0 ist f als Komposition differenzierbarer Funktionen differenzierbar. Sie ist das Produkt
der drei Funktionen f, f,, f3 mit

A =2t hx)=e fi(x) =sin(®h),
die die Ableitung

F =42, f=-3e% fx)=-25 cos(i)

besitzen (fur f, und f; mit Kettenregel). Mit der Produktregel folgt nun

f/(x) = () f2(x)f3(x) + f1(x0) f5(x) f3(x) + fi () fo(2) 5 (x)
=433 sin(8/x%) —x*- ge_xz/“ -sin(8/x%) — xte™ . i—j cos(8/x3)

5
= (4x3 sin(8/x3) — % sin(8/x*) — 24 cos(¥/x) |.

x2
Fur x = 0 folgt aufSerdem wegen |e™ 7|, [sin(8/x*)| < 1, dass

‘f(x)—f(o)‘
X

2
= |x3e™ /4sin(8/x3)| <@ xP->o0

fur x — 0, womit f in 0 differenzierbar ist mit f’(0) = 0.

x2
Mit dem Hinweis folgt e/ <(1+ %)’1 und somit fir x| <1 (x = 0), wegen |e” 7|, [sin(8/x*)| < 1,
dass

_ 14 sin(yo)] + |2 sin(8/x%)| + |24 cos(¥x°)| _ 24+ o2 _ 24+6x2

f ()] < =24,

x2 = x2 x2
1+T 1+T 1+T

womit f’ die Werte +24 nicht annimmt. Es gilt jedoch fur x, = ,3/%, Vy = 3/%, dass

X, ¥y — 0und
cos(8/x3) =1, cos(®y3)=-1, sin(8/x3)=sin(8/?)=0

und daher
f'(x,) = —24, f(y,) — 24

fur n — co. Da +24 eine obere/untere Schranke von f” auf [-1,1] ist, folgt sup,¢_1 1) f'(x) = 24
und infye_1,1) f'(x) = —24.



c) Offensichtlich ist f’ stetig in x = 0 als Komposition stetiger Funktionen. Ware f’ auch in 0
stetig, so wiirde f” auf der kompakten Menge sein Maximum und Minimum annehmen, was
jedoch laut b) nicht der Fall ist. Alternativ sind in Teil b) passende Folgen gegeben, die direkt
die Unstetigkeit von f’ in 0 beweisen.

AUFGABE 3 (6+6+4+4=20 PUNKTE)
a) Fir n € N seien die Funktionen

X

fVl:IR_)H{’ fﬂ(x):1+nx2;

gegeben. Zeigen Sie, dass (f,,) gleichmagig, (f,/) jedoch nur punktweise konvergiert und
geben Sie jeweils die Grenzfunktion an.
Hinweis: Beachten Sie fiir (f,) die Ungleichung 0 < (1 — v/n|x|)%.

b) Zeigen Sie, dass die Gleichung x(x —sin(x)) = cos(x) genau zwei Losungen in [, 7] besitzt.

c) Berechnen Sie den Grenzwert lim,_, ., IOg(i&) und folgern sie daraus, dass
ex?
. -l
lim (Vx)® "~ =1.
x—0+

d) Beweisen Sie die Monotonie der Funktion f : R — R,

f(x)= Jx(l + 41?)et2 dt + xe*’.
0

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Esgilt £,(0) = 0 fiir alle n € IN. Wegen 0 < (1 — vn|x|)? = 1 + nx? — 2+/n|x| folgt 1 + nx? > 2+/n|x|
und somit fur alle x € R\ {0}

|X| 1 n—o0o
x)| < =
faloll < 3 Vil 2vm

Somit konvergiert f, gleichmafSig gegen die Nullfunktion. Fiir alle n € N und x € IR gilt weiter

f,(x)_(1+nx2)—2nx-x_ 1-nx* L 1 x=0,
n - 2\2 - 2\2 N )
(1 +nx ) (1 + nx ) <%+x2)2 (0+X2)2

Da die Grenzfunktion unstetig ist, kann die Konvergenz nicht gleichmaflig sein.

b) Losungen der Gleichung sind Nullstellen der Funktion g : [-7,t] — R, g(x) = x*> — xsin(x) —

cos(x). Es gilt g(0) = -1 <0, g(+n) = ©® + 1 > 0. Somit besitzt ¢ nach dem Zwischenwertsatz
eine Nullstelle in (-7, 0) und eine in (0, 7t), also mindestens zwei Nullstellen.

Nach dem Satz von Rolle liegt zwischen zwei Nullstellen von g eine Nullstelle von g’, das
gegeben ist durch

¢’(x) = 2x —sin(x) — x cos(x) + sin(x) = x(2 —cos(x)) =0 & x =0



Gabe es eine dritte Nullstelle von g, dann wirde eine weitere Nullstelle von g’ existieren,
womit g genau zwei Nullstellen besitzt.

c) Es gilt
1 1

(Vx)(© ) = elog(vrle

Nun gilt ¥ o o0, also folgt mit der Regel von L'Hospital, dass

log(vR) S )
: -1 .. log(vx)vrH . X 2yx ) X% _1
lim log(vx)e * = lim S - = lim Vx 2E lim —=—e * =0.
x—0+ x—0+ = x—0+ 2 .5 x—0+

ex —x—3€x

Da die Exponentialfunktion stetig ist, folgt schliefSlich

1 1 1

lim (\/Z)(e_?) = lim E?log(\/;c)e_'72 = elim’(ﬁOJr log(\/;c)e_xT = eO =1.

x—0+ x—0+
d) f ist nach dem Hauptsatz differenzierbar, da der Integrand stetig ist. Es gilt
fl(x)=(1+ 4x)e(x2) +el®) 4 2x2e0) = 2(x2+2x + 1)e(x2) =2(x+ 1)2e(x2) > 0.

Somit ist f laut Vorlesung monoton wachsend.

AUFGABE 4 (6+6+8=20 PUNKTE)

a) Finden Sie die maximale Lésung des Anfangswertproblems.

, 1p2+6y+5
= 1)=0.
y X 2p+6 y1)=0

b) Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral
® 1
J- sin (— ) dx
1 X
divergiert.

Hinweis: Nutzen Sie die Substitution y = )1_(

c) Bestimmen Sie in Abhdngigkeit von @ € IR den Kern der Matrix

1 4 3 -2 0
1 -2 1 4 2
A= 2 0 2 4 4
1 0 -1 10 «a
LOSUNGSVORSCHLAG
a) Mit den Funktionen f : (0,00) — R, f(x) = —%, und g: (-1,00), g(v) = yz;;fgs, sind f und g
stetig sowie g nullstellenfrei (da y? + 6y +5 = (v + 1)(y + 5)). Schreiben wir y’ als %, liefert



Separation
2y+6 1
ZL dy = —— dx.
Y<+6y+5 X

Durch Integration erhalten wir (fir y > -1 und x > 0)

Y x
log(y? + 69 + 5)  log(5) = log(s> + 65+ 5)"_, = L % ds = L _% ds = —log(x)

Nun bringen wir log(5) auf die rechte Seite und wenden die Exponentialfunktion an. Dies fiihrt
auf

5 5
y2+6y+5=; — (})+3)2=;+4; c; €R.

Die Losung des Anfangswertproblems ist daher gegeben durch eine der beiden Funktionen

+4.

5
y(X) =-3+ ;

Das Vorzeichen erhalten wir durch Einsetzen des Anfangswertes. Mit y(1) = 0 erhalten das
positive Vorzeichen vor der Wurzel. Die Losung lautet also

5
y(x):\/;+4—3 fur x> 0.

b) Mit der Substitution y = )1—6 (d—i =L = —p?) folgt fiir R> 1, dass

X

R 1. 1 .-
J sin(l) dx:fRSIH(g) dy:j M.ldg).
1 X 1 7Y Y v

R

Da die Funktion %@) - in 0 fortgesetzt durch den Grenzwert 1 - beschrankt und positiv auf
[0,1] ist, existiert insbesondere das positive Minumum ¢ der Funktion und es folgt

I J‘lsin(y) 1
c| —dy< - —dy.
le STy Y

R R

Da der Grenzwert des linken Integrals fiir R — oo nicht existiert, also

1
1
—d

.[oyy

nicht konvergiert, konvergiert auch das rechte Integral nicht nach dem Minorantenkriterium.
Somit divergiert auch das Ausgangsintegral.



¢) Wir fithren folgende Zeilenumformungen durch:

1 -4 3 -2 0 (1) ~:(-2) 1 -4 3 -2 0 .
g oo |t 21 42 3 Jo2 2 6 2 j-z (—4)
2 0 2 4 4 . 08—484<—j+
1 0 -1 10 «a 1 0 -1 10 «a
1 0 -1 10 4 . 10 0 6 3
~02—262j+ ~020‘20|%
0 0 4 -16 -4 SRR 00 4 -16 —4|][-1
1 0 -1 10 « 1 0 -1 10 a
10 0 6 3 (-1) 100 6 3
01 0 -1 0 010 -1 0
1o o 1 -4 -1 o o1 -4 -1
10—1100¢J+ . 000 0 a-4

Fir a = 4 ist dies die Zeilennormalform. Der Kern von A ist (z.B. mit dem (-1)-Trick) gegeben
durch

6 3
-1 0
lin||-4]| ,|-1
-1 0
0 -1

Fur a =4, so ist

100 6 3 . 100 6 0
g0 10 -1 0 o1 0 -1 0
001—4—1j+ 001 -4 0
000 0 a-4 Ll oo 0 1

die Zeilennormalform von B. Der Kern von A ist daher gegeben durch

6

-1
lin||-4
-1

0



