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Uber Kegel, welche einer Bedingung von Lemmert

genugen

Peter Volkmann

Zusammenfassung. Ein Banachraum F sei durch einen Kegel K geordnet.
Wir sagen, K gentigt der Bedingung (B), falls fiir Norm-beschrankte Ketten
P C F stets £ = sup P existiert. Es wird gezeigt, daf} eine von Lemmert [5]
gegebene Bedingung (H) charakterisiert werden kann durch (B) zusammen
mit einer stetigen Abhéngigkeit des Supremums ¢ von der Kette P. Offen
bleibt, ob (H) bereits aus (B) folgt.

1. Die Lemmertsche Bedingung (H). Ist in einer Menge M eine reflexive,

antisymmetrische und transitive Relation < gegeben, so nennen wir M eine
geordnete Menge (vgl. Bourbaki [1]); ist ferner ¢ # N C M und gilt fiir

x,y € N stets <y oder y < x, so nennen wir N kurz eine Kette.

In einem reellen Banachraume F sei K ein Kegel im Sinne von Krein und
Rutman [4], d.h. K ist eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge von E mit
Ar € K fir A >0, z € K, und es gilt

r,—r e K& ao=90,

wobei § das Nullelement von E bezeichnet. Der Raum FE wird geordnet,

indem man (fiir x,y € F) @ <y setzt, falls y — 2 € K gilt. Es sei
(1) ¢ =C([0,1], E)

der Banachraum der stetigen Funktionen w : [0,1] — FE (mit |w|] =
max ||w(t)|]). Wir ordnen ihn durch

0<t<1
(fiir wy,wy € C'). Mit Hilfe der Menge
A= fw w101 = B, w(0) =0, flo(s) — ()] < |s — 1l(s,t € [0, 1])}

(also A C (') formulieren wir die Lemmertsche Bedingung wie folgt:

(H) Zu jeder Kette A C A existiert sup A € C.
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Gilt (H), so kann fiir Ketten A C A durchaus sup A ¢ A eintreten.

2. Bemerkungen zu (H). Im Folgenden bezeichnet Int K das Innere des
Kegels K.

2.1. Bei der Abfassung von (H) wurden Ketten im Funktionenraume (1)
herangezogen. Es ist das Ziel der vorliegenden Untersuchung, (H) bereits mit
Hilfe von Ketten im Ausgangsraume K zu charakterisieren. Ist z.B. K normal
(im Sinne von Krein [3]) und ist Int K # @, so ist (H) nach [9] dquivalent zur
folgenden Bedingung:

(C)  Zu jeder Ordnungs-beschrinkten Kette P C E existiert sup P € F.

2.2. Ist Int K # (), so folgt nach Uhl [8] aus (C) die Normalitét von K (dabei

geniigt es, in (C) wachsende Folgen an Stelle von Ketten zu nehmen).

Betrachtet man den Banachraum E = BV[0, 1] der Funktionen z : [0,1] —
IR von beschrankter Variation (vgl. Heuser [2]; ||z|| = |«(0)| + var ) mit
dem Kegel K = {a | 2 € E, 2(r) > 0 (0 < 7 < 1)}, so ist K nicht
normal, Int K # (), also gilt nicht (C) (das bestétigt man auch leicht direkt).
Andererseits kann fiir K die Bedingung (H) nachgewiesen werden, und somit
sind (C), (H) keine zueinander adquivalenten Bedingungen; selbst dann nicht,

wenn Int K # () vorausgesetzt wird.

2.3. Ist K normal und Int K # (), so ist eine Teilmenge des Banachraumes
E genau dann Ordnungs-beschréankt, wenn sie Norm-beschrankt ist. Also
ist in diesem Falle (C) (und nach Nr. 2.1 auch (H)) dquivalent zu der in der
Zusammenfassung beschriebenen Bedingung (B). Im Gegensatz zu (C) ergibt
sich (B) fiir beliebige Kegel aus (H); der Beweis ist einfach, man vergleiche

weiter unten Nr. 5.

2.4. Schliefilich sei erwahnt, dafi Lemmert [5] die Bedingung (H) eingefiihrt
hatte, um gewohnliche Differentialgleichungen in Banachrdumen zu studie-
ren. Er bewies zwei Existenzsitze; diese konnten anschlielend von Schmidt
[6] vereinheitlicht werden. Hinsichtlich solcher Bedingungen wie (H), (C), (B)
vergleiche man noch Uhl [8] und den Ubersichtsartikel [10]; Anwendungen auf

partielle Differentialgleichungen in Banachraumen findet man in [7].

3. Ergebnisse. Es ist jetzt zweckméafig, Ketten N in geordneten Mengen
M als verallgemeinerte Folgen zu schreiben: Wir nennen N = (x,),ec4 eine
Kette in M, wenn A eine (abstrakte) Kette im vorhergehenden Sinne ist und
wenn fiir o, f € A stets 2, € M gilt mit z, < a5 fir o < 3; dabei ist z, = 25
fiir a # 8 zugelassen. Bedingung (B) aus der Zusammenfassung kann dann

wie folgt beschrieben werden:



(B) Zu jeder Norm-beschrinkten Kette P = (2,)aca von Elementen x, € E

existiert sup P = sup x, in L.
a€A

Wir beweisen nachstehenden Satz und die anschlieende Folgerung.

Satz. Fin Kegel K in einem reellen Banachraume E geniigt der Bedingung

(H) genau dann, wenn er sowohl (B) als auch die folgende Bedingung erfillt:

(S) Zu jeder Norm-beschrinkten Kette P = (24)aca tn FE und zu jedem ¢ > 0
gibt es ein & > 0, so daf$ fiir Ketten Q = (Ya)aca tn E mit ||y, — o < 6
(o € A) die Abschitzung ||sup P —sup Q|| < ¢ gilt.

Folgerung. Fin Kegel K in einem reellen Banachraume E geniige der Be-
dingung (H), und es sei P = (24)aca eine Kette in £ mit ||z,|] <1 (a € A).
Dann gilt || sup P|| < &k mit einer nur von K,E, A abhingigen Konstanten
k> 0.

Wir wollen fiir A = IV = {1,2,3,...} noch zeigen, dal diese Konstanten &

nicht nach oben beschrankt sein kénnen: Es sei £ = [, der Banachraum

der beschrénkten reellen Folgen x = (a',2% 2°,...), zunichst mit ||z]|. =

sup |z¥|. Der natiirliche Kegel K = [} = {z | 2 € I, 2¥ > 0 (k € IN)}
keIN
geniigt (H) (und zwar auch dann, wenn man [, aquivalent umnormiert).

Ferner ist der Raum ¢y der reellen Nullfolgen ein abgeschlossener Unterraum

von [, und es gilt
p=(1,1,1,...) €l \ co.

Es sei p > 0 beliebig gew&hlt; nach dem Satze von Hahn und Banach gibt es

ein lineares, stetiges ¢ : [, — IR mit
p(p) = n, () =0 fir z € co.
Nun liefert
(2) [2]| = [|z]loo + ()] (2 € lx)
eine zu || - ||e aquivalente Norm auf /.. Fiir die Kette P = (p,, )nen mit
pn=1(1,...,1,0,0,0,...) € ¢ (n Einsen)
gilt sup P = p, und beziiglich der Norm (2) wird

lpnll =1, llpll = 1+

also ist hier k > 1 4 p. (Dieses Beispiel fiihrt auch zu der am Ende der
Nr. 1 anschlieend an (H) gemachten Bemerkung: Man nehme £ = [, mit
der Norm (2) und A = (wy )nemw, wobei w,(t) =tp, (0 <t < 1))
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In den folgenden Nummern wird der Beweis des Satzes und der Folgerung
gegeben. Dabei wird in einem Zwischenschritte aus (H) die nachstehende

Bedingung hergeleitet:
(J) Fs sei (wa)aeca eine Norm-beschrinkte Kette in C' = C([0,1], F) mit

(3) [wa(s) —wa(t)]| < |s =t (o€ A;js,t€[0,1]).
Dann existiert w = supw, in C, und es gilt (in E)
a€A
(4) w(t) =supwy(t) (0<t < 1),
a€A

4. Herleitung von (H) aus (B), (S) und Beweis der Folgerung. Es
werden (B), (S) vorausgesetzt. Zum Nachweise von (H) sei A = (w,)aca €ine
Kette in A. Wegen (B) existieren in E die Suprema

w(t) =supwy(t) (0<t <1,

aEA

und sie definieren eine Funktion w : [0,1] — F. Wir zeigen, dal w stetig ist
(dann ergibt sich w = sup A 'in C'): Dazu sei s € [0, 1]. Zur Kette P = (24)aea
mit 2, = wu(s) (o € A)und zue > 0sei 6 > 0 gemiB Bedingung (S) gew&hlt.
Firt € [0,1] mit [t —s| < 6 wird dann ||wa () —wa(s)]] < [t—3| <6 (a € A),
und mit (S) folgt ||w(t) — w(s)|| < e. Hier ist £ > 0 beliebig, also ist die
Funktion w stetig im (beliebigen) Punkte s aus [0, 1].

Zum Beweise der Folgerung wenden wir den Satz auf die Kette P = (0),¢c4
in £ und auf ¢ = 1 an. Nach (S) gibt es ein § > 0, so daB fiir Ketten
Q = (Ya)aca in E mit ||y.]] <6 (a € A) stets ||sup Q|| < 1 ausfallt. Somit

gilt die Folgerung, wenn k = 1/ genommen wird.

5. Herleitung von (B) aus (H). Es wird (H) vorausgesetzt. Zum Nach-
weise von (B) sei P = (2,)aca eine Norm-beschrankte Kette in F, ohne

Einschrankung sei
el €1 (€ A).
Die Funktionen w, : [0,1] — E seien erklart durch
wa(t) =ta, (0<t <1, a€ A).

Dann ist A = (wa)aeca eine Kette in A, und wegen (H) existiert w = sup w,
acA
in C. Damit ist w(1) obere Schranke der Elemente w,(1) = z,, also eine

obere Schranke von P. Ist x irgendeine obere Schranke von P, so erkléare
man w : [0,1] — FE durch w(t) = tx (0 < ¢t < 1). Dann ist w eine obere
Schranke von A, also w < w, und das liefert w(1) < w(l) = 2. Somit ist

4



w(1) die kleinste obere Schranke von P, d.h. w(1) = sup P. Die Existenz von
sup P ist gezeigt, also gilt (B).

6. Herleitung von (J). Wir setzen wieder (H) voraus; wegen Nr. 5 gilt
dann auch (B). Wir wollen hier (J) fiir den geordneten Banachraum D =
C([1,1], E) an Stelle von C beweisen (dann gilt (J) auch so, wie oben be-
schrieben): Es sei (wy)aeca eine Norm-beschrankte Kette in D mit

lwals) = wa(t)l < s — 1] (o € A; 5,1 € [5,1]).

Unser Ziel ist, die Existenz von w = supw, in D und die Formeln
a€A

(5) ait)==iggu@(ﬂ (

<t<1)

b=

in F nachzuweisen. Da (w,)aea Norm-beschrankt ist, konnen wir ohne Ein-

schrankung
loa ()1 < 5 (e € A)

voraussetzen. Wir definieren u,, : [0,1] — F durch

[y =iy
©) L) {waa) L<i<1).

Dann ist (us)aca eine Kette in A, und wegen (H) existiert

—_ o

t
t

IA N
IA N

(7) U = Sup Ug
a€A

in C'. Wir bilden die Einschriankung
(8) w=1u
und durch eine dhnliche Schlulweise wie in Nr. 5 erhalten wir

(9) W = Sup w,
a€A
in D: Die Funktion w ist eine obere Schranke der Kette (w, )aca, und fiir jede

obere Schranke w dieser Kette liefert
2tw(i) (o<t <t

ST ONETES

lor<i

eine obere Schranke der Kette (u,)aca in C. Es folgt v < v, also (durch
Einschrankung auf [£,1]) w < w.

Fiir die Funktion (9) wird nun (5) gezeigt, und zwar zunéchst fiir ¢ =

(dann gilt (5) auch fiir den anderen Randpunkt ¢ = 1; man transformiere
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das Intervall [1,1] durch ¢ — 2 — ¢ in sich selbst): Wegen (B) existiert n =

sup wy(3), und wegen (9) haben wir
a€A

) <w(z).

[

(10) n = sup ws(
a€EA

Fiir 0 < 7 < £ werde die stetige Funktion w; : [0,1] — E erklart durch

2tn (OStST)
wo(t) =1 2= () —n) 2y (r<t< L
w(t) (1<t<1).

Fir die Funktionen (6) gilt dann u,(t) < w.(¢), und mit (7) folgt u(t) <

w,(t), speziell fiir ¢t = 7 also
u(r) <2mp (0<7<3).

Der Grenziibergang 7 — £ liefert u($) < 5, und mit (8), (10) ergibt sich die
gewiinschte Formel

w(z) = supwa(%).

aEA

[

Somit ist (5) fiir die Randpunkte ¢ = 1 und ¢ = 1 erledigt (wir bendtigen
gleich beide Félle), und es bleibt tiibrig, diese Formel fiir 1 < ¢ < 1 zu bewei-
sen. Wir fixieren ein solches £, und wir iibertragen Resultate vom Funktio-
nenraume D sinngemaB auf die Réume Dy = C([1,¢], E), Dy = C([t,1], E):
Fiir unsere Kette (wq)aea in D wissen wir dann, in Dy existiert

) ) mit w'(t) = supw,(#)
(31 aEA

2

w! = sup (wa
aEA

(denn ¢ ist rechter Randpunkt von [$,¢]), und in D; existiert

w? = sup (wa
aEA

) mit w?(t) = sup w, (1)
[t:1] aEA

(t ist linker Randpunkt von [¢, 1]). Durch

) els) (5
w(s) = { . <

1
29

Schranke der Kette (wq)aca. Mit (9) folgt w < w, also wird

t
1)

wird also eine stetige Funktion w : [%,1] — K erklart, und sie ist eine obere

(die letzte Ungleichung ergibt sich wieder aus (9)).



7. Herleitung von (S). Es werde (H) (und damit jetzt auch (B) und
(J)) vorausgesetzt. Wir nehmen an, (S) sei falsch: Dann gibt es eine Norm-
beschrankte Kette P = (24)aea in E, und es gibt ein ¢ > 0, so daf} fiir jedes
§=1/2" (n=1,2,3,...) eine Kette Q" = (y"),e existiert mit

ly — 2al| < 1/277F (a € A)
und

(11) 0" =&l = lsup @" — sup P|| = e.

(Hier wurde n™ = sup Q", £ = sup P gesetzt.) Wir definieren w, : [0,1] — F
durch

. (t=0)
(12)  walt) =4 Tt @ =2)(yi —2a) (F <t <FErmeN)

ot (4 =2yl = 2a) (G << gn € IN).
Dann ist (ws )aea eine der Bedingung (3) gentigende Norm-beschrankte Kette
in C'= C([0,1], F). Nach (J) existiert in C' die Funktion w = sup w,, und fiir

a€A

sie gilt (4). Mit (4) folgt aus (12)

w(0) =& w(3/2) = 9",

und n — oo liefert wegen (11) einen Widerspruch zur Stetigkeit von w im

Punkte Null.
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