
http://www.mathematik.uni-karlsruhe.de/�semlvSeminar LV, No. 6, 6 pp., 17.12.1999Zur Rolle der ideal konvexen Mengenbei der Stabilit�at der Cauchyschen FunktionalgleichungPeter Volkmann11. Es sei E ein (reeller) Banachraum, und es sei IN = f1; 2; 3; : : :g. EineMenge V � E hei�t nach Lif�sic [2] ideal konvex, wenn f�ur beschr�ankte Folgen(dn)n2IN in V stets gilt:Aus 1Xn=1�n = 1 mit �n � 0 in IR folgt 1Xn=1�ndn 2 V:(1)Man sieht leicht, da� (1) in dieser De�nition ersetzt werden kann durch1Xn=1 dn2n 2 V:(2)2. Es sei � eine innere Verkn�upfung in einer Menge M . Erf�ullt a : M ! Edie Cauchysche Funktionalgleichunga(x � y) = a(x) + a(y) (x; y 2M);so nennen wir diese Funktion additiv. Wie in [3] nennen wir � quadrat-symmetrisch, falls(x � y) � (x � y) = (x � x) � (y � y) (x; y 2M)(3)gilt. Der nachfolgende Satz stammt f�ur kommutative Halbgruppen (M; �)von Tabor [4].Satz 1. Es sei V eine ideal konvexe, beschr�ankte Teilmenge des Banachrau-mes E, und es sei � eine quadrat-symmetrische innere Verkn�upfung in einerMenge M . Behauptung: Zu jeder Funktion f : M ! E, f�ur welchef(x � y)� f(x)� f(y) 2 V (x; y 2 M)(4)ausf�allt, existiert eine eindeutig bestimmte additive Funktion a : M ! E mita(x)� f(x) 2 V (x 2M):(5)1Anl�a�lich eines Aufenthaltes an der Universit�at Katowice im M�arz 1999, gef�ordertdurch Grant No. 2P03A03311 des Komitet Bada�n Naukowych.1



Zum Beweise kann �ahnlich wie in [5] vorgegangen werden: F�ur x 2 M setzeman x2 = x � x, und man de�niere rekursivx2n+1 = �x2n�2 (n 2 IN);(6)wegen (3) gilt dann (x � y)2n = x2n � y2n. Nach (4) gelten f�ur x 2 M dieBeziehungen d1(x) = f(x2)� 2f(x) 2 V;d2(x) = f(x4)� 2f(x2) 2 V;d3(x) = f(x8)� 2f(x4) 2 V etc:Analog zu Hyers [1] gibt es wegen der Beschr�anktheit der Cauchy-Di�erenzenf(x�y)�f(x)�f(y) genau eine additive Funktion a :M ! E, so da� a�fbeschr�ankt ist; sie ist gegeben durch die Formela(x)� f(x) = 1Xn=1 12n dn(x):(7)Da V ideal konvex ist, gilt also (5).3. F�ur beschr�ankte Teilmengen V von E und (M; �) = (IR;+) zeigt Tabor[4], da� die Behauptung des Satzes 1 die Konvexit�at von V nach sich zieht.Dadurch wird das folgende, auf Tabor zur�uckgehende Problem motiviert.Problem. Es sei V eine konvexe, beschr�ankte Teilmenge von E, und dieBehauptung des Satzes 1 gelte f�ur alle kommutativen Halbgruppen (M; �):Ist V dann ideal konvex?Dieses Problem bleibt hier ungel�ost, aber mit einem geeigneten (
; �), wobei� eine quadrat-symmetrische innere Verkn�upfung in der Menge 
 ist, wirdgezeigt:Satz 2. Ist V eine konvexe, beschr�ankte Teilmenge des Banachraumes E undgilt die Behauptung des Satzes 1 f�ur (M; �) = (
; �), so ist V ideal konvex.Die Beschreibung von (
; �) erfolgt in Nr. 4; anschlie�end wird in Nr. 5 einLemma bewiesen:Lemma. Es sei (dn)n2IN eine Folge in einer konvexen, beschr�ankten Teil-menge V von E. Dann existieren f : 
! E und � 2 
 mitf(x � y)� f(x)� f(y) 2 V (x; y 2 
);(8) f(�2n)� 2f(�2n�1) = dn (n 2 IN)(9)(�2n gem�a� (6), �2 = � � �; �1 = �).2



Hieraus ergibt sich Satz 2: Es sei (dn)n2IN eine Folge in V ; wir m�ochten(2) nachweisen. Dazu w�ahlen wir f und � wie im Lemma. Wegen der inSatz 2 vorausgesetzten Behauptung des Satzes 1 (f�ur M = 
) gibt es eine(eindeutig bestimmte) additive Funktion a : 
! E mita(x)� f(x) 2 V (x 2 
):(10)Nach den Ausf�uhrungen in Nr. 2 gilt (7) f�ur alle x 2 
, und somit bedeutet(10) f�ur x = � gerade das Bestehen von (2) (mit den in (9) auftretenden dn).4. Beschreibung von 
. Als 
 nehmen wir diejenige wohlgeordnete Menge,die durch folgende f�unf Eigenschaften (eindeutig) bestimmt wird:1. IN � 
, wobei die Menge IN mit ihrer nat�urlichen Ordnung versehenist.2. Aus n 2 IN und ! 2 
nIN folgt n < !.3. Aus !; ! 2 
 mit ! < ! folgt (!; !) 2 
, wobei (!; !) das geordnetePaar von !; ! bedeutet.4. Im Falle !1; !1; !2; !2 2 
 mit !1 < !1 und !2 < !2 gilt (!1; !1) <(!2; !2) genau dann, wenn !1 < !2 ist oder gleichzeitig !1 = !2 und!1 < !2.5. 
 wird durch IN erzeugt (d.h., 
 ist die kleinste Menge mit den vorste-henden Eigenschaften).Ab jetzt schreiben wir die geordneten Paare k�urzer als Produkte,! � ! = (!; !) (! < !);(11)und sp�ater wird � zu einer inneren Verkn�upfung in 
 erweitert.Der Anfang von 
 sieht wie folgt aus:1; 2; 3; 4; : : : ; 2 � 1; 3 � 1; 3 � 2; 4 � 1; 4 � 2; 4 � 3; 5 � 1; : : : ;(2 � 1) � 1; (2 � 1) � 2; : : : ;(3 � 1) � 1; (3 � 1) � 2; : : : ; (3 � 1) � (2 � 1);(3 � 2) � 1; (3 � 2) � 2; : : : ; (3 � 2) � (2 � 1); (3 � 2) � (3 � 1);(4 � 1) � 1; : : : ; ((2 � 1) � 1) � 1; : : : :Jedes Element ! von 
 ist ein Produkt von Elementen aus IN; deren Anzahlnennen wir die L�ange l(!) von !. Insbesondere giltl(n) = 1 f�ur n 2 IN; l(! � !) = l(!) + l(!) f�ur ! < !;3



und daher k�onnen Aussagen f�ur die Elemente von 
 durch Rekursion �uberderen L�ange gewonnen werden.Wir de�nieren t : 
! 
 rekursiv durch8<: tn = n+ 1 f�ur n 2 INt(! � !) = (t!) � (t!) f�ur ! < !:Dann gilt z.B. l(t!) = l(!) f�ur alle ! 2 
.Das Produkt ! � ! f�ur beliebige !; ! 2 
 wird nun durch (11) gegeben unddurch ! � ! = 8<: ! � ! f�ur ! < !t! f�ur ! = !:(12)O�enbar ist ! � ! = ! � ! (!; ! 2 
);(13)und es gilt l(! � !) = 8<: l(!) + l(!) (! 6= !)l(!) (! = !):Die Formel t(! � !) = (t!) � (t!) (!; ! 2 
)(14)gilt f�ur ! < ! nach De�nition von t, f�ur ! < ! folgt sie dann mit (13), undf�ur ! = ! folgt sie aus t(! � !) = t(t!) = (t!) � (t!). Wegen (12) kann (14)auch geschrieben werden als(! � !) � (! � !) = (! � !) � (! � !) (!; ! 2 
);also ist � in 
 quadrat-symmetrisch. Mit !2 = ! � ! wird f�ur n 2 IN dannn2 = n � n = tn = n+ 1;also 12 = 2; 14 = 22 = 3; 18 = 32 = 4; : : : ; kurz12n = n+ 1 (n 2 IN)(15)bez�uglich der durch (11), (12) gegebenen quadratisch-symmetrischen Ver-kn�upfung in 
.5. Beweis des Lemmas. Ausgehend von einer Folge (dn)n2IN in V geht esdarum, f : 
 ! E mit den Eigenschaften (8), (9) zu konstruieren. Zuerstde�nieren wir f(1); f(2); f(3); : : : durchf(1) = 0;f(2)� 2f(1) = d1;f(3)� 2f(2) = d2; : : : ;4



allgemein d(n) := f(n + 1)� 2f(n) = dn (n 2 IN):(16)Wegen (15) ist dann (9) mit � = 1 erf�ullt. Durch f(1) = 0 und (16) werdenf�ur n 2 IN Elemente f(n) 2 E; d(n) 2 V gegeben. Nun erkl�aren wir f�ur! � ! 2 
 (mit ! < !) rekursivd(! � !) := d(t!) + d(t!)2 2 V (! < !)(V ist konvex) undf(! � !) := f(!) + f(!) + d(!) + d(!)2 (! < !);(17)also haben wir Funktionen d : 
 ! V; f : 
 ! E de�niert. Wegen (17) gilt(8) f�ur y < x, wegen (13) dann auch f�ur x < y. Zum endg�ultigen Nachweisvon (8) braucht nur noch der Fall x = y = ! erledigt zu werden, und dazugen�ugt es, f(!2)� 2f(!) = d(!) (! 2 
)(18)zu beweisen. Wegen (16) gilt (18) f�ur ! 2 IN, d.h. f�ur l(!) = 1. Der Falll(!) > 1 wird rekursiv behandelt: Wir haben ! = !1 � !2 mit !1 6= !2, d.h.l(!1); l(!2) < l(!), also kann (18) mit !1; !2 an Stelle von ! vorausgesetztwerden. Dann erh�alt manf(!2)� 2f(!) = f(!21 � !22)� 2f(!1 � !2) == f(!21) + f(!22) + d(!21) + d(!22)2 � 2 "f(!1) + f(!2) + d(!1) + d(!2)2 # == d(!1) + d(!2)� 2d(!1) + d(!2)2 + d(!21) + d(!22)2 == d(!21) + d(!22)2 = d(t!1) + d(t!2)2 = d(!1 � !2) = d(!):Bemerkung: Gem�a� vorstehendem Beweise braucht die Menge V im Lemmanicht beschr�ankt zu sein, und statt Konvexit�at von V gen�ugt Mittelpunkts-konvexit�at, d.h., aus a; b 2 V folgt 12(a+ b) 2 V .Literatur[1] D.H. Hyers: On the stability of the linear functional equation. Proc.nat. Acad. Sci. U.S.A. 27, 222-224 (1941).[2] E.A. Lif�sic: Ideal'no vypuklye mno�zestva. Funkcional'. Analiz Prilo�zen.4, No. 4, 76-77 (1970). 5
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