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Zur Rolle der ideal konvexen Mengen
bei der Stabilitat der Cauchyschen Funktionalgleichung

Peter Volkmann!

1. Es sei F ein (reeller) Banachraum, und es sei IN = {1,2,3,...}. Eine
Menge V' C E heifit nach Lifsic [2] ideal konvex, wenn fiir beschrankte Folgen
(dp)new in V stets gilt:

(1) Aus Z a, =1 mit o, > 0 in IR folgt Z a,d, € V.

n=1 n=1

Man sieht leicht, da (1) in dieser Definition ersetzt werden kann durch

(2) ij_gev.

n=1

2. Es sei o eine innere Verkniipfung in einer Menge M. Erfillt « : M — FE
die Cauchysche Funktionalgleichung

a(zoy) =a(x)+aly) (z,y €M),

so nennen wir diese Funktion additiv. Wie in [3] nennen wir o quadrat-

symmetrisch, falls

(3) (xoy)o(roy)=(rox)o(yoy) (r,y€ M)

gilt. Der nachfolgende Satz stammt fiir kommutative Halbgruppen (M, o)
von Tabor [4].

Satz 1. Es sei V' eine ideal konvexe, beschrinkte Teilmenge des Banachrau-
mes E, und es sei o eine quadrat-symmetrische innere Verkniipfung in einer

Menge M. Behauptung: Zu jeder Funktion f: M — E, fir welche

(4) flzoy)—flz) = fly) €V (z,ye M)

ausfdllt, existiert eine eindeutig bestimmte additive Funktion a : M — FE mit

(5) a(x)— f(x) eV (x e M).
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Zum Beweise kann dhnlich wie in [5] vorgegangen werden: Fiir @ € M setze

man z? = r o z, und man definiere rekursiv

(6) = (@) (0 e V)

wegen (3) gilt dann (z o y)*" = 2¥" 0 y?". Nach (4) gelten fiir € M die

Beziehungen

di(z) = f(2*) =2f(x) € V,
dy(z) = f(ah) = 2f(2*) €V,
ds(z) = f(2®) — 2f(a*) € V etc.

Analog zu Hyers [1] gibt es wegen der Beschranktheit der Cauchy-Differenzen
flzoy)— f(x)— f(y) genau eine additive Funktion @ : M — F, so dafl a — f
beschrankt ist; sie ist gegeben durch die Formel

=01

(") ale) = [(r) = X 5-di(a).

n=1

Da V ideal konvex ist, gilt also (5).

3. Fiir beschrankte Teilmengen V' von F und (M,0) = (IR, +) zeigt Tabor
[4], daB die Behauptung des Satzes 1 die Konvexitat von V nach sich zieht.

Dadurch wird das folgende, auf Tabor zuriickgehende Problem motiviert.

Problem. Es sei V' eine konvexe, beschriankte Teilmenge von F, und die
Behauptung des Satzes 1 gelte fiir alle kommutativen Halbgruppen (M, o).
Ist V' dann ideal konvex?

Dieses Problem bleibt hier ungelost, aber mit einem geeigneten (2, 0), wobei
o eine quadrat-symmetrische innere Verkniipfung in der Menge €} ist, wird

gezeigt:

Satz 2. Ist V eine konvexe, beschrinkte Teilmenge des Banachraumes E und
gilt die Behauptung des Satzes 1 fiir (M,0) = (Q,0), so ist V ideal konvez.

Die Beschreibung von (£, 0) erfolgt in Nr. 4; anschlieflend wird in Nr. 5 ein

Lemma bewiesen:

Lemma. FEs sei (d,),en eine Folge in einer konvexen, beschrinkten Teil-

menge V von E. Dann existieren f : Q — E und o € Q mit

(8) flzoy)—flz) = fly) eV (2,9 €Q),
(9) fl@®) =2f(@” ) =d, (n€e)

(@ gemdp (6), a* = aoa, ol =a).



Hieraus ergibt sich Satz 2: Es sei (d,)nen eine Folge in V; wir mochten
(2) nachweisen. Dazu wéahlen wir f und o wie im Lemma. Wegen der in
Satz 2 vorausgesetzten Behauptung des Satzes 1 (flir M = Q) gibt es eine
(eindeutig bestimmte) additive Funktion a :  — £ mit

(10) a(x) — flx) eV (xz € Q).

Nach den Ausfiihrungen in Nr. 2 gilt (7) fiir alle @ € ©, und somit bedeutet
(10) fiir # = « gerade das Bestehen von (2) (mit den in (9) auftretenden d,,).

4. Beschreibung von 2. Als 2 nehmen wir diejenige wohlgeordnete Menge,

die durch folgende fiinf Figenschaften (eindeutig) bestimmt wird:

1. IN C Q, wobei die Menge IN mit ihrer natiirlichen Ordnung versehen

ist.
2. Aus n € INund w € Q\ IV folgt n < w.

3. Aus w,w € 2 mit w < @ folgt (w,w) € Q, wobei (io,w) das geordnete

Paar von @, w bedeutet.

4. Im Falle wy,@1,w2,05 € @ mit wy < @y und wy < Wy gilt (W1,w1) <
(D2, ws) genau dann, wenn Wy < Wq ist oder gleichzeitig oy = @y und

wp < Wws.

5. @ wird durch IV erzeugt (d.h., © ist die kleinste Menge mit den vorste-
henden Eigenschaften).

Ab jetzt schreiben wir die geordneten Paare kiirzer als Produkte,
(11) Wow= (w,w) (w<w),

und spéter wird o zu einer inneren Verkniipfung in ) erweitert.

Der Anfang von () sieht wie folgt aus:

1,2,3.4,....201,301,302.401,402,403,501,...,
(201 ol (201)02

1,(30
ol,(30

ol,.

1)o ( ol)o(2ol),
)o ,(302)0(201),(302)0(301),
((201) )ol,....

\_/\_/\_/\_/

(30
(30
(401

Y

Jedes Element w von 2 ist ein Produkt von Elementen aus IV; deren Anzahl

nennen wir die Léinge [(w) von w. Insbesondere gilt

I(n)y=1ftirn e IV, (Tow) =1(®) + l(w) fir w <,



und daher kénnen Aussagen fiir die Elemente von @ durch Rekursion iiber

deren Lénge gewonnen werden.
Wir definieren t : @ — ) rekursiv durch
{ tin=n+1firne IN
Hwow) = (1w) o (tw) fiir w < .
Dann gilt z.B. [(tw) = [(w) fiir alle w € Q.

Das Produkt @ o w fiir beliebige w,@ €  wird nun durch (11) gegeben und
durch

(12) w

wowfirw < w
ow =

tw ir @ = w.
Offenbar ist
(13) Wow=wow (w,we),
und es gilt

(@ow) = { ZEU)JFZ(CU) (57:é

Die Formel
(14) Hwow) = (tw) o (tw) (w,@ € N)

gilt fiir w < @ nach Definition von ¢, fiir @ < w folgt sie dann mit (13), und
fiir © = w folgt sie aus t(wow) = t(tw) = (tw) o (tw). Wegen (12) kann (14)
auch geschrieben werden als

(Wow)o(Wow)=(Wow)o(wow) (w,weN),

also ist o in Q quadrat-symmetrisch. Mit w? = w o w wird fiir n € IN dann

nzznon:tn:n—l—l,

also 12 =2,1* =22 =3,18=32=4,..., kurz

(15) 1" =n+1 (ne

beziiglich der durch (11), (12) gegebenen quadratisch-symmetrischen Ver-
kniiptung in €.

5. Beweis des Lemmas. Ausgehend von einer Folge (d,)n.en in V' geht es

darum, f : @ — E mit den Eigenschaften (8), (9) zu konstruieren. Zuerst
definieren wir f(1), f(2), f(3),... durch

f(l) = 0,
f2)=2f(1) = i,
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allgemein
(16) din):=f(n+1)—2f(n)=4d, (n€ ).

Wegen (15) ist dann (9) mit o = 1 erfiillt. Durch f(1) = 0 und (16) werden
fir n € IN Elemente f(n) € E, d(n) € V gegeben. Nun erklaren wir fiir

Wow € ) (mit w < ) rekursiv

4T 0 w) ::Wev (<)

(V ist konvex) und
d(@) + d(w)
2

also haben wir Funktionen d : @ — V, f:Q — F definiert. Wegen (17) gilt
(8) fiir y < x, wegen (13) dann auch fiir # < y. Zum endgiiltigen Nachweis

(17) f@ow):= f(@) + f(w) +

(w < @),

von (8) braucht nur noch der Fall + = y = w erledigt zu werden, und dazu

genugt es,

(18) flw?) =2f(w) =d(w) (we)

zu beweisen. Wegen (16) gilt (18) fiir w € IV, d.h. fiir I[(w) = 1. Der Fall
[(w) > 1 wird rekursiv behandelt: Wir haben w = w; 0wy mit wy # w,y, d.h.
l(w1), l(w2) < I(w), also kann (18) mit wy,ws an Stelle von w vorausgesetzt

werden. Dann erhilt man

f@?) = 2f(w) = f(wf owy) = 2f (w1 0 wp) =

d(wi) + d(ws) d(wr) + d(ws)

= fwf) + f(w3) + — 2| fwr) + flws) + —L 20| =

2 2
) ) — ) ) ) )
d?) 4 dwd)  d(ten) + d(twn)
= 5 = 5 = d(wy 0 wy) = d(w).

Bemerkung: Geméf vorstehendem Beweise braucht die Menge V im Lemma
nicht beschréankt zu sein, und statt Konvexitat von V' geniigt Mittelpunkts-
konvexitét, d.h., aus a,b € V folgt 1(a +b) € V.
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