
http://www.mathematik.uni-karlsruhe.de/�semlvSeminar LV, No. 2, 3 pp., 23.04.1998Croissance d'une suite d�e�nie par certaine solutiondistribution d'une �equation fonctionnelleAlice Simon et Peter VolkmannR�esum�e. Soit la suite (cn)n�0, o�uc1 = c0 = 1 (1)et (n � 1) cn+1 + cn�1 + 2cn = ( 0 (n 6� 0 mod 4)4cn=4 (n � 0 mod 4): (2)On montre que j cn j � p2n3=2 � 1 (n � 2). Donc:T = 1Xn=�1 cn�n; c�n = cn (3)d�e�nit une distribution temp�er�ee, solution de l'�equation fonctionnelleT (x=4) = T (x+ 1) + T (x� 1) + 2T (x): (4)1. Le r�esultat et ses cons�equences.Th�eor�eme. La suite (cn)n�0 donn�ee par (1); (2) satisfaitj cn j � p2n3=2 � 1 (n � 2): (5)On a �egalit�e, si n = 22k�1 (k = 1; 2; 3; : : :).Soit l'�equation fonctionnelle4q T (qx) = T (x+ 1) + T (x� 1) + 2T (x); (6)o�u 0 < q < 1. Dans [1] on a d�etermin�e les solutions de (6) dans E 0: ce sontles solutions int�eressantes pour le �probl�eme de Schilling� (voir [2]). Ici onconsid�ere (6) dans le cas particulier q = 1=4 (donc (4)), et on s'int�eresse auxsolutions T dans S 0nE 0. On les cherche sous la forme (3), o�u �n d�esigne lamesure de Dirac au point x = n. En supposant seulementT = 1Xn=�1 cn�n (7)1



(sans la condition suppl�ementaire c�n = cn) on d�eduit de (4) ais�ement lesrelations de r�ecurrence (2) (n = 0;�1;�2; : : :): Les nombres c0; c1 �etantarbitraires, les autres termes cn sont d�etermin�es de mani�ere unique, et (7)donne une solution T 2 D0 de l'�equation (4). On se restreint au cas pair,c.-�a-d. c�n = cn: Dans ce cas, (2) pour n = 0 entrâ�ne c1 = c0, on peut doncsupposer (1). Alors il r�esulte du th�eor�eme, que (3) d�e�nit une distributiontemp�er�ee.2. D�emonstration du th�eor�eme. 1. En partant de (1), (2) on calculec2 = �3; c3 = 5; c4 = �7; c5 = 13: (8)Ensuite on d�emontre c8n�4 = �7c8n�3 = 7� 2c2nc8n�2 = 4c2n � 7c8n�1 = 7� 6c2nc8n = 8c2n � 7c8n+1 = 7� 6c2nc8n+2 = 4c2n � 7c8n+3 = 7� 2c2n (9)(n = 1; 2; 3; : : :): pour n = 1 les deux premi�eres formules sont vraies d'apr�es(8) et donnent c4; c5; pour m = 6; 7; 8; : : : l'expression de cm r�esulte de cellesde cm�1 et cm�2 grâce �a (2).De c2 = �3 et c8n = 8c2n � 7 (n � 1) il r�esulte quec22k�1 = 1� 23k�1 (k = 1; 2; 3; : : :);donc pour n = 22k�1 on a �egalit�e dans (5).2. Les formules (1), (8), (9) entrâ�nent (n = 1; 2; 3; : : :):cn > 0 (n impair); cn < 0 (n pair); (10)j c8n�4 j = j c8n+4 j = 7 < j c8n�3 j = j c8n+3 j<< j c8n�2 j = j c8n+2 j < j c8n�1 j = j c8n+1 j < j c8n j : (11)En plus on afn(x) := p2(8n� x)3=2 � (32� 8x)n3=2 � 2x � 0 (0 � x � 4): (12)En e�et, f 00n (x) � 0 (0 � x � 4); fn(0) = 0; f 0n(0) � 0.3. Pour montrer l'in�egalit�e (5), observons d'abord qu'elle est vraie pourn = 2; 3. Il su�t donc de partir de cette in�egalit�e avec 2n au lieu de n,et de la v�eri�er avec n remplac�e par 2



8n � 4; 8n � 3; 8n � 2; 8n � 1; 8n; 8n+ 1; 8n + 2; 8n + 3 (13)(n = 1; 2; 3; : : :). Grâce �a (11) il su�t de traiter les cinq premiers termes de(13). On suppose donc j c2n j � 4n3=2 � 1; (14)et on montrej c8n�q j � p2(8n � q)3=2� 1 (q = 0; 1; 2; 3; 4): (15)4. D'apr�es (12) on a pour q = 0; 1; 2; 3; 4 l'in�egalit�ep2(8n � q)3=2� (32 � 8q)n3=2� 2q � 0:En regroupant on obtient7 + (8 � 2q)(4n3=2 � 1) � p2(8n � q)3=2� 1:Avec (14) il en r�esulte7 + (8 � 2q) j c2n j � p2(8n� q)3=2� 1:Le premier membre de cette in�egalit�e est j c8n�q j (voir (9), (10)); la formule(15) est donc �etablie.Bibliographie1. K. Baron, A. Simon et P. Volkmann: Solutions d'une �equation fonc-tionnelle dans l'espace des distributions temp�er�ees. C. R. Acad. Sci.,Paris, S�er. I 319, 1249-1252 (1994).2. 35th International Symposium on Functional Equations, Graz 1997,Special Session: Schilling's problem. Aequationes Math. 55, 314-315(1998).Adresse des auteurs:A. Simon, D�epartement de Math�ematiques, Universit�e d'Orl�eans,45067 Orl�eans Cedex 2, France. (simon@labomath.univ-orleans.fr)P. Volkmann, Mathematisches Institut I, Universit�at Karlsruhe, 76128 Karls-ruhe, Allemagne. 3


