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Aufgabe 1

In dieser Aufgabe wollen wir aus dem Zusammenspiel der lokalen Klassenkorpertheorie
mit der Kummertheorie das Hilbertsymbol ableiten. Hierzu sei n > 0 beliebig, K ein
lokaler Korper oder K € {R,C} und es bezeichne L/K die maximale abelsche Erweite-
rung von K vom Exponenten n. Wir nehmen an, dalk K die n-ten Einheitswurzeln u,
enthélt und bezeichnen mit p die Primstelle von K. Zeigen Sie:

(i) Die (im gruppentheoretischen Sinne) bilineare Paarung
Gal(L/K) x Hom(Gal(L/K), ttn) — tn, (0,x) — x(0),

liefert via Klassenkorpertheorie und Kummertheorie eine nicht ausgeartete bilinea-
re Paarung

<?> LK ) KK

(ii) Es seien a,b € K* und ¢ € L* mit ¢" = b. Dann gilt
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(%) =1 <= a2’ + by? = 2 ist in K nichttrivial 16sbar.

(iii) Fiir n =2 gilt

Bitte wenden!



Aufgabe 2

Es sei n > 0, K ein lokaler Korper, welcher die Menge u, der n-ten Einheitswurzeln
enthilt und es bezeichne p die Primstelle von K. Wir setzen voraus, dak die Rest-
klassenkorpercharakteristik von K zu n teilerfremd ist. Unter diesen Voraussetzungen
definieren wir fiir ein beliebiges Primelement m € K das Legendresymbol als

: U
— ) Uk — ftn, u+— | — ).
<p) Kk (p)

(i) Das Legendresymbol ist ein Gruppenhomomorphismus und héngt nicht von der
Wahl des Primelementes 7 ab.

Zeigen Sie:

(ii) Fiir v € Uk gilt

U
(—) = 1 <= u ist eine n-te Potenz modulo p.

Und genauer gilt

<§) = u"% (mod p),

wobei ¢ die Kardinalitat des Restklassenkdrpers von K bezeichnet.

Aufgabe 3
Berechnen Sie die fiir n € {2,3} die Werte der beiden Hilbertsymbole

10, 31 28, —26
5 ’ 13 ’
entsprechend iiber Q5(¢,) bzw. Qq3((,), wobei (, eine primitive n-te Einheitswurzel
bezeichnet.




