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Vorwort

Die Vorlesung , Lineare Algebra und Analytische Geometrie“ — kurz LA — ist
in Karlsruhe fiir Studierende der Mathematikstudiengénge und der Informatik
in den ersten zwei Semestern verpflichtend, fiir solche der Physik sicher auch
hilfreich.

Dabei sind die Vorlesungen fiir Mathematiker und Informatiker im ersten Seme-
ster deckungsgleich, wihrend die Informatiker im zweiten Semester laut Studien-
ordnung die Lineare Algebra nur noch zweistiindig zu horen haben.

Dies schlégt sich insofern in diesem Skriptum nieder, als es von einem Dozenten
der Vorlesung fiir Informatiker stammt und in einer ersten Version parallel zu
dessen Vorlesung entstand. Trotzdem bietet es den gesamten Standardstoff der
Vorlesung fiir Mathematiker, wie er etwa in der LA-Klausur gepriift wird.

Die Lineare Algebra ist eine mathematische Disziplin, die aus geometrischen Fra-
gestellungen und aus dem Determinanten- und Matrizenkalkiil entstand. Die ei-
gentlichen geometrischen Objekte, die dabei studiert wurden, spielen in der Vor-
lesung in ihrer heutigen Form nicht mehr die zentrale Rolle; von daher ist auch
die Analytische Geometrie in diesem Skriptum nicht sehr ausfiihrlich behandelt
worden. Ich hoffe, dass trotzdem gelegentlich die Geometrie immer wieder auf-
leuchtet, denn sie bildet einen Kontrapunkt zur sehr abstrakt vorgehenden alge-
braischen Sichtweise und ist oft ein guter Ideengeber. Die algebraische Sichtweise
ist aber diejenige, die fiir die Bedeutung der Linearen Algebra in vielen Bereichen
der Mathematik, Informatik und Physik entscheidend ist.

Dabei ist es wesentlich, gemeinsame Strukturen zu erkennen, die vielen verschie-
denen Phénomenen zugrunde liegen. Diese Strukturen sind es, die in der Algebra
thematisiert werden. Unsere Hauptstrukturen in der LA sind Gruppen, Korper
und Vektorrdume. Ein Vektor ist einfach ein Element eines Vektorraumes, und
ohne den Begriff Vektorraum ist der Begriff Vektor sinnlos. Wichtig ist nicht ein
einzelner Vektor, sondern die Gesamtheit und das Zusammenspiel aller Elemente
eines Vektorraums, das sich in der Form des Additionsgesetzes und der skalaren
Multiplikation ausdriickt. Ansonsten mochte ich gerne auf eine Inhaltsangabe fiir
die LA verzichten und vertraue darauf, dass bei der Lektiire des Skriptums klar
wird, was die Inhalte desselben sind.

Im Skriptum habe ich versucht, den Vorlesungsstil beizubehalten. Es war mir
ein Anliegen, Begriffsbildungen durch Beispiele (ein sehr dehnbarer Begriff tibri-
gens) zu motivieren. Oft wird sich auch ein Argumenttyp an mehreren Stellen
des Skriptums finden, damit sich ein gewisser Gewchnungseffekt einstellen kann.
Einige Beispiele, die erst mithsam sind, hétten an spéterer Stelle weniger Arbeit
erfordert. Das soll auch zeigen, dass es sich lohnt, den umfangreichen Begriffsap-
parat der Linearen Algebra aufzubauen, auch wenn gerade er fiir viele Neulinge
ein grofles Hindernis darstellt. Ich habe auch nicht immer zwischen Definitionen



und Bemerkungen unterschieden, oft bot es sich an, unmittelbar in einer Defini-
tion noch ein Argument einzuarbeiten, das zur Klarung hilfreich ist. Andernorts
habe ich Begriffe auch innerhalb eines Hilfssatzes definiert.

Die Uberschriften, die ich den meisten Definitionen, Bemerkungen und Sitzen
gegeben habe, sollen bei der Orientierung hilfreich sein, aber natiirlich nicht den
Rest der jeweiligen Nummer ersetzen. Im Zweifelsfall gilt immer der Volltext.

Ein Lehrbuch oder den Vorlesungsbesuch zu ersetzen ist nicht das Ziel dieses
Skriptums. Das Erste wird oft systematischer vorgehen, beim Zweiten wird man
eher erkennen, was wirklich wichtig ist. Auch wird hier eher einmal ein konkretes
Beispiel vorgefiihrt werden. Ubrigens ist es nicht moglich, eine mathematische
Disziplin zu erlernen, ohne viel zu {iben. Hierfiir gibt es wieder eigene Veranstal-
tungen, in denen vieles an Vorlesungsinhalten konkretisiert wird.

Ich habe versucht, die Notation konsequent durchzuhalten. Viele Querverweise
sollen das Nachschlagen erleichtern, erzwingen aber auch die sperrige und pedan-
tische Nummerierung.

Schlieflich mochte ich es nicht Versdumen, meinen Horern der LA im akademi-
schen Jahr 2003/04 zu danken, die mich durch ihre Aufnahme des Skriptums
darin bestéarkt haben, dass es sich lohnt, Energie und Zeit in eine Neuauflage zu
stecken. Auflerdem haben einige schon damals ein paar versteckte Fehler aufge-
spiirt und mich korrigiert. Dies gelang spéater auch Prof. Dr. Frank Herrlich und
Dr. Hendrik Kasten, denen ich fiir die Griindlichkeit ihrer Korrekturen danken
mochte. Ein paar Fehler sind sicher noch iibrig geblieben; diese bitte ich mir
anzukreiden und mitzuteilen.

An vielen Stellen des Skriptums sind Ideen mit eingeflossen, die sich vor einigen
Jahren bei der Zusammenarbeit mit Prof. Herrlich anlésslich der damaligen LA-
Runde ergaben. Auch dafiir will ich meinen Dank nicht verhehlen.

Karlsruhe, Oktober 2012 Stefan Kiihnlein
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Kapitel 1

Allgemeine Grundlagen

In diesem Kapitel sollen einige Tatsachen und vor allem Ausdrucksweisen sowie
Notationen der Logik und der Mengenlehre vermittelt werden. Dabei werden
wir den Mengenbegriff nicht problematisieren, also im Bereich der so genannten
naiven Mengenlehre verbleiben. Fiir die Zwecke der Linearen Algebra reicht dies
vollkommen aus, manche Leser werden spéter noch sehen, dass dies nicht alles
ist, was die Mengenlehre zu bieten hat.

1.1 Logisches

Die Logik beschéftigt sich mit Aussagen. Das sind Sétze, die entweder wahr oder
falsch sind. Fragesitze wie zum Beispiel ,Meinst Du, dass es morgen regnet?“
sind keine Aussagen. Auch Befehle wie ,,Komm sofort her!* sind keine Aussagen.
Beide Beispielsidtze haben keinen ,, Wahrheitswert*.

Im Gegensatz dazu ist ein seltsam anmutender Satz wie ,,Wenn 2 ungerade ist,
dann ist 1 gleich 0. eine Aussage. Noch dazu ist diese Aussage wahr, denn die
Bedingung, an die der zweite Satzteil gekniipft ist, wird niemals eintreten.

Schlichtere Aussagen sind zum Beispiel die folgenden: ,, Alle Quadrate sind rund.*
,Drauflen regnet es.“ | Ich habe heute Geburtstag.“ Die zwei letzteren Aussagen
beziehen sich (direkt oder indirekt) auf einen Zeitpunkt. In der Mathematik wer-
den wir es immer mit Aussagen zu tun haben, deren Wahrheitswert fiir alle Zeiten
ungeéndert bleibt (zumindest idealer Weise).

Natiirlich ist man nicht unbedingt an jeder einzelnen Aussage fiir sich interes-
siert, sondern eher an Zusammenhéngen zwischen verschiedenen Aussagen. Die
Logik hat einige Moglichkeiten, aus vorhandenen Aussagen neue zu machen, for-
malisiert. Stellen Sie sich also vor, Sie hétten zwei Aussagen A und B aus einer
grofien Kiste mit Aussagen herausgezogen und wollten aus diesen neue Aussagen
basteln. Dazu gibt es einige einfache Moglichkeiten, die Sie Thr ganzes Studium
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iiber begleiten werden.

a) Die Konjunktion A A\ B: Diese Aussage ist wahr, wenn A und B beide wahr
sind, ansonsten ist sie falsch. Oft werden wir auf die symbolische Notation mit

dem A verzichten und stattdessen so etwas wie , A und B *“, ,sowohl A als auch
B“ oder ,, A sowie B*“ schreiben.

b) Die Negation —A: Diese Aussage ist wahr, wenn A falsch ist und falsch, wenn
A wahr ist. Die Negation von , mein Fahrrad ist schwarz* ist nicht ,mein Fahr-
rad ist wei}“, sondern — entgegen allem Schwarz-Weifl-Denken — ,mein Fahrrad
ist nicht schwarz®. Die Aussage A A (-A), die durch Konjunktion der beiden
Aussagen A und —A gebildet wird, ist immer falsch. Wahr ist:

S[AA (A,

c) Die Disjunktion AV B: Diese Aussage ist wahr, wenn A wahr ist oder B
wahr ist oder auch beide wahr sind. Sie ist falsch, wenn sowohl A als auch B
falsch sind. Wir sagen oft auch , A oder B“. Im allgemeinen Sprachgebrauch
meint man damit oft das ausschlieBende oder, also das ,,Entweder - Oder“. In der
Mathematik wird das ,oder” immer im nicht ausschlieBenden Sinn verwendet. Es
ist also AV B dieselbe Aussage wie —((—A) A (=B)). Demnach ist zum Beispiel
die Aussage AV (—A) fiir jede Aussage A wahr: wenn A wahr ist, ist sie wahr,
und wenn A falsch ist, ist ja = A wahr und damit auch einer der beiden Partner

in AV (—A) wahr.

An solchen Beispielen sieht man schon, dass es oft sinnvoll ist, in langeren Aussa-
gengefiigen die Zutaten durch Klammern zusammenzufassen, sodass die Struktur
tiberhaupt erkennbar ist. So ist zunéchst nicht klar, was die Aussage AA BV C
bedeutet. Dafiir gibt es ja die zwei Mdoglichkeiten

(ANB)VC bzw. AN(BVC).

Wenn A falsch und C' wahr ist, dann ist die linke Aussage wahr, aber die rechte
falsch.

Die Klammern geben dabei an, in welcher Reihenfolge die Aussagen verkniipft
werden.

Bitte lassen Sie sich durch ein langes Klammerngewusel nicht abschrecken, son-
dern nehmen Sie es als Grundgeriist zur Auflésung einer langeren Aussage!

d) Die Implikation A = B: ,aus A folgt B“, ,wenn A wahr ist, so auch B “. Die
Implikation ist wahr, wenn entweder A falsch ist oder sowohl A als auch B wahr
sind. Dies ist eine Formalisierung der Tatsache, dass die Voraussetzung A die
Folgerung B nach sich zieht. Also ist A = B dieselbe Aussage wie “AV (AAB),
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oder auch dieselbe wie (—A)V B. Als Beispiel sei noch einmal der Satz ,, Wenn 2
ungerade ist, dann ist 1 gleich 0“ benutzt. Auch der Satz ,Wenn 2 ungerade ist,
dann ist 1 gleich 1“ ist eine wahre Aussage, nicht aber der Satz ,, Wenn 1 gleich 1

ist, dann ist 2 ungerade.“ Hier ist ja die Voraussetzung wahr, aber die Folgerung
falsch.

Eine der wichtigsten Tatsachen der klassischen Logik ist das Widerspruchsprin-
zip. Es sagt, dass die Aussage A = B dasselbe bedeutet wie die Aussage
(wB) = (—A). Das sieht man am direktesten, wenn man die logischen Ver-
kniipfungen durch ihre Wahrheitstafeln angibt. Dabei stellt man in einer Tabelle
die moglichen Wahrheitswerteverteilungen der Aussagen A, B und einer Ver-
kniipfung auf. Beispiele:

Alw f Alw o
A/\B:B A= B: B

W w I W w W

f f f f f w

Machen Sie das fiir die Aussage (—B) = (—A), und Sie werden sehen, dass die
Wertetabelle dieselbe ist wie fiir A = B. Dies ist die Grundlage dafiir, dass in
der Mathematik Beweise immer wieder durch Widerspruch gefiithrt werden: wenn
die Wahrheit der Implikation A = B zu zeigen ist, dann nimmt man an, B sei
falsch, und kann daraus mit etwas Gliick folgern, dass dann auch A falsch sein
muss. Wenn aber A wie angenommen richtig ist, muss demnach die Annahme, B
sei falsch, einen Widerspruch darstellen, also muss B auch wahr sein. Beispiele
hierfiir werden wir noch haufig zu sehen bekommen.

Hilfreich ist diese Beweistechnik dann, wenn die Annahme der Falschheit von
B eine Denkrichtung vorgibt, die man unter der Annahme der Wahrheit von A
vielleicht nicht einschlagen wiirde.

Viele Aussagen sind von der Form ,alle X haben die Eigenschaft Y. In unserer
Sprache konnte man das schreiben als

(m ist X) = (m hat Y).

Dies lasst sich dann beweisen, indem man zeigt, dass es kein Objekt m gibt,
das die Eigenschaft Y nicht hat und trotzdem ein X ist. Dazu braucht man
natiirlich scharfe Definitionen fiir Y und X, und genau dies ist eine der grofien
Stéarken der Mathematik. Ein wichtiges sprachliches Mittel hierfiir ist die Sprache
der Mengenlehre. Bevor wir auf diese eingehen, erkldren wir noch, wann zwei
Aussagen dquivalent sind.

e) Die Aquivalenz A <= B: , A gilt genau dann, wenn B gilt.“ Dies ist
genau dann wahr, wenn A und B denselben Wahrheitswert haben. Sie ist eine
Kurzschreibweise fiir

(A= B)AN(B=A).
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Zum Beispiel sind fiir eine natiirliche Zahl n die Aussagen ,,n ist gerade* und
»,n+1 ist ungerade® dquivalent, was Sie alle wissen und was auch leicht bewiesen
werden kann.

Wir halten in dieser Notation noch einmal die Grundregel des Widerspruchsbe-
weises fest:

(A= B) < (=B = —-A).

1.2 Mengen

Wir stellen uns auf den naiven Standpunkt: Eine Menge M ist eine Ansamm-
lung von Objekten (was auch immer das ist; Dinge, Aussagen, andere Mengen,
Abbildungen), sodass von jedem Objekt x prinzipiell entschieden werden kann,
ob es zu M gehort oder nicht.

Statt , x gehort zu M “ schreibt man meistens kurz x € M. Statt ,x gehort
nicht zu M ¢ schreibt man entweder (selten) —(z € M) oder meistens = ¢ M.

Ein wichtiges Beispiel einer Menge ist die leere Menge @[f] Das ist die Menge, bei
der fiir alle x gilt, dass sie nicht dazu gehoren.

Es gilt fiir alle z: 2 & (.

Man kénnte zum Beispiel () als die Menge aller viereckigen Kreise definieren.

Fiir viele Leute ist das eine iiberfliissige Menge. Aber sie ist insofern notwendig,
als sie uns immer wieder dazu verhilft, Fallunterscheidungen zu vermeiden, die
ohne sie notwendig wéren.

Die folgenden Mengen werden wir als bekannt voraussetzen:
N=1{1,2,3,4...}, die Menge der natiirlichen Zahlen.

No ={0,1,2,3,4...}.

Z=A...,-3,-2,—1,0,1,2,3,...}, die Menge der ganzen Zahlen.

Q, die Menge der rationalen Zahlen, und R, die Menge der reellen Zahlen.

,Kleine“ Mengen konnen durch die Angabe aller zugehorigen Elemente angegeben
werden. Zum Beispiel schreibt man die Menge M , deren Elemente die Zahlen 2,
3, 5 und 7 sind, als M := {2,3,5,7}.

Dabei bedeutet der Doppelpunkt beim Gleichheitszeichen, dass die auf der
Seite des Doppelpunktes befindliche Grole durch die Grole auf der anderen Seite
definiert wird.

IDas sollten Sie nicht mit der Null verwechseln!
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Man konnte hier M auch definieren als die Menge aller Primzahlen, die nicht
grofer als 10 sind. (Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl > 2, die sich nicht als
Produkt von kleineren natiirlichen Zahlen schreiben lasst.)

Eine inhaltliche Charakterisierung der Elemente einer Menge wird umso wichti-
ger, je komplexer die Menge ist. Man schreibt zum Beispiel in unserem Fall:

M :={n | n ist Primzahl und 1 <n < 10}.

In diesem Sinne werden Mengen meistens dadurch angegeben, dass man charak-
teristische Eigenschaften ihrer Elemente nennt. Zwischen den Zeilen haben wir
das eben gesehen bei der Definition der Primzahlen. Um dies aber jetzt noch
eleganter aufzuschreiben, brauchen wir ein Symbol, den Allquantor V. Er wird
verwendet, um zu sagen, dass fiir alle Objekte x mit einer bestimmten Eigen-
schaft eine Aussage A(x) gilt. Statt zum Beispiel zu sagen: , Fiir jede natiirliche
Zahl n ist auch n + 1 eine natiirliche Zahl®“ schreibt man kurz

VneN:n+1eN.
Mit dem Allquantor kann man die Menge aller Primzahlen definieren durch
P:={neN|2<nAVa,beN:[(a<n)A(b<n)=a-b#n}.

Wir werden allerdings versuchen, den Inhalt mathematischer Formeln nicht durch
eine Uberfrachtung mit Notation unkenntlich zu machen. Trotzdem sei an dieser
Stelle auch noch auf den Ezistenzquantor 3 hingewiesen, den man verwendet,
um zu sagen, dass es mindestens ein Objekt z mit einer speziellen Eigenschaft
gibt. Also: statt ,es gibt (mindestens) eine Primzahl, die bei Division durch 4
den Rest 1 lasst und bei Division durch 7 den Rest 6° konnte man zum Beispiel
schreiben:

dpeP:[FmneN:p=4m+1und p="Tn+ 6].

Dabei ist gleichzeitig miterklért, was es heifit, Rest 1 (oder 6) nach Division durch
4 (oder 7) zu lassen. Die Richtigkeit einer solchen Aussage hat man zum Beispiel
gezeigt, indem man eine solche Primzahl (etwa 13 =4-34+1=7-1+6) angibt.

Manchmal aber liegen die Dinge so verzwickt, dass man zwar abstrakt zeigen
kann, dass es ein & mit der und der Eigenschaft gibt, aber trotzdem kein einziges
Beispiel dafiir angeben kann. Dann spricht man von einem reinen Fxistenzbeweis.
Man kann zum Beispiel zeigen, dass es fiir beliebige natiirliche Zahlen a < b mit
grofitem gemeinsamen Teiler 1 eine Primzahl gibt, die bei Division durch b den
Rest a lasst, kann solch eine Primzahl p jedoch nicht explizit fiir alle méglichen
Wahlen von a und b konstruieren. Fiir jede feste Wahl von a und b findet sich
trotzdem oft sehr schnell eine solche Primzahl (was natiirlich noch kein Beweis
ist — dieser sieht ganz anders aus).
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Definition 1.2.1 (Teilmenge, Mengengleichheit)

Eine Menge N heifit Teilmenge der Menge M , falls alle ihre Elemente auch in
M liegen:
Ve:(xe N=zeM).

Dann schreibt man N C M oder M O N.

Zwei Mengen sind gleich, wenn sie sich gegenseitig als Teilmengen enthalten. In

Zeichen:
M=N:<— (MCNANCM).

Wie fiir Aussagen, so gibt es auch fiir Mengen Bastelanleitungen zum Herstellen
neuer Mengen.

Definition 1.2.2 (Durchschnitt, Vereinigung, Produkt, Tupel)
Fiir zwei Mengen A und B treffen wir die folgenden Definitionen.

a) Der Durchschnitt AN B ist definiert als

ANB:={z |z € Aund x € B}.

b) Die Vereinigung AU B ist definiert als

AUB :={z |z € Aoder z € B}.

c) Die Differenzmenge A~ B ist definiert als

ANB:={z|x€ Aund = € B}.

d) Das kartesische Produkt A x B ist definiert als die Menge aller geordneten
Paare mit einem ersten Eintrag aus A und einem zweiten aus B. In Zeichen:

A x B:={(a,b)]la € Aund b € B}.

e) Fir positives k € N setzen wir
A¥ = {(ay, ag, ..., ag) |Vi: a; € A}

und nennen die Elemente von A* auch k-Tupel in A. Spiter werden wir die
Elemente von A* oft als ,,Spalten® schreiben, also als

ai
a2

((11 Ao ... ak)T =

Qg
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Dabei steht das Symbol ' fiir die Transposition, siehe 4.1.11|

All das kann man noch etwas wilder treiben und beliebig viele Mengen schneiden
oder vereinigen. Bevor wir das erklédren, fithren wir noch die Potenzmenge P(M)
ein. Das ist die Menge, deren Elemente die Teilmengen von M sind:

P(M):={z |z C M}.
Zum Beispiel gilt

P({0,1,2}) = {0,{0}, {1}, {2},{0,1},{0,2},{1,2},{0, 1,2} }.

Wichtig ist hierbei, dass M € P(M) immer gilt, aber M C P(M) in aller Regel
falsch ist. Das hiangt eng damit zusammen, dass man zwischen € und C streng
unterscheiden muss.

D C0,aber O &0.

Nun sei eine nichtleere Menge I gegeben, und fiir jedes ¢ € I eine Menge M;.
Dann setzt man

ﬂMi::{x|Vi€I:a:EMi}und UMi::{x|E|i€I:a:€Mi}.

iel iel
Dies sind die naheliegenden Verallgemeinerungen der Durchschnitte und Vereini-
gungen zweier Mengen.

Manchmal liegt der Spezialfall vor, dass (die sogenannte Indermenge) I selber
schon eine Teilmenge von P(M) ist fiir eine Menge M . Dann hat man die Mengen

i U

iel el
als Durchschnitt und Vereinigung, auch wenn dies etwas gewohnungsbediirftig
aussieht.

Als letzte Notation fithren wir noch eine Schreibweise fiir die Anzahl der Elemente
einer Menge ein.

Definition 1.2.3 (Michtigkeit)

Die Anzahl der Elemente einer Menge M nennt man die Mdchtigkeit oder auch
die Kardinalitat von M . Wir schreiben dafiir |M| oder auch #M.

Beispiel 1.2.4 (Prinzip der vollstéindigen Induktion)

Eine Teilmenge S C N, die nicht leer ist, enthélt mindestens ein Element n. Da
es nur endlich viele natiirliche Zahlen gibt, die kleiner sind als n, gibt es auch
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in .S nur endlich viele solcher Zahlen, also enthélt S ein kleinstes Element sg.
Wenn nun fiir jedes n € S gilt, dass auch n+ 1 in S liegt, dann ist

{s0,50 + 1,50 +2,...} C 5,

und da es sonst keine natiirlichen Zahlen gibt, die grofler sind als sg, gilt hier
sogar

{s0,s0 + 1,50 +2,...} =S.
Das begriindet das Prinzip der vollstindigen Induktion. Um zu zeigen, dass eine
von n € N abhéngige Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n ab einer
gegebenen natiirlichen Zahl N gilt, setzt man

S:={neN|n>N und A(n) wahr}.
Nun hat man also noch zu zeigen, dass
NeSundVn:(nesS)=(n+1eb).

Wir werden spéater Beispiele hierfiir sehen.

1.3 Abbildungen

Wir machen erst eine Art Absichtserklarung und sagen, was wir uns unter einer
Abbildung f zwischen zwei Mengen M und N vorstellen: Es soll eine ,, Vor-
schrift” sein, die jedem m € M ein n € N zuordnet. Da wir nicht wissen, wie
der Begrift |, Vorschrift definiert werden soll, miissen wir das anders angehen und
definieren etwas weniger eingénglich:

Definition 1.3.1 (Abbildung)

Eine Abbildung f zwischen zwei Mengen M und N ist eine Teilmenge f
M x N, sodass fir alle m € M genau ein n € N existiert, sodass (m,n) €
Fiir dieses n schreibt man kurz n = f(m).

M heifit der Definitionsbereich von f, N heifit der Wertebereich. Die Menge

aller Abbildungen von M nach N bezeichnen wir mit Abb(M, N). Auch die
Notation N ist gebrduchlich.

C
f.

Eine Abbildung ist also ,,eigentlich* der aus der Schule bekannte Funktionsgraph.
Es ist in der Tat schwierig, die Absichtserklarung anders zu préazisieren. Wenn
einmal die préizise Definition gemacht ist, schreibt man dafiir dann doch wieder

fiM— N, m f(m)
oder auch etwas verkiirzend
M > m— f(m) € N.
Wie gesagt: f(m) ist das Element von N, fiir das (m, f(m)) € f gilt.
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Definition 1.3.2 (Gleichheit von Abbildungen, Identitit)

a) Zwei Abbildungen f,g : M — N sind gleich, wenn fir alle m € M die
Gleichheit f(m) = g(m) gilt. Das bedeutet gerade, dass die entsprechenden
Teilmengen von M x N gleich sind.

b) Die Abbildung Idy, : M — M, die durch
Ym € M :1dy(m) :=m
definiert ist, heifit die Identitit auf M .

Zum Beispiel sind die zwei reellwertigen Abbildungen f und g, die auf {0,1,—1}
durch
f(z):=0 und g(z):=2" -2z

definiert sind, gleich, auch wenn sie zunéchst verschieden angegeben werden. Es
gibt ja nur drei erlaubte Argumente, und fiir diese sieht man leicht, dass f und
g dieselben Werte annehmen.

Wenn zwei Abbildungen f: M — N und g: N — O vorliegen, so kann man
diese Abbildungen zusammensetzen (man sagt auch verkniipfen, komponieren
oder hintereinander ausfiithren) und damit eine neue Abbildung ¢ o f (sprich:
,g nach f“) von M nach O definieren. Erst einmal machen wir das formal als
Graph, wie es die Definition einer Abbildung verlangt:

Definition 1.3.3 (Komposition von Abbildungen)

In der eben beschriebenen Situation ist die Komposition go f definiert durch
go f:={(m,0) € M xO|3n € N : (m,n) € f und (n,0) € g}.

Da n hier das eindeutig festliegende n = f(m) ist und o = g(n), auch durch n,
und damit durch m eindeutig festgelegt wird, ist klar, dass diese Menge wieder
die Eigenschaften aus der Definition einer Abbildung besitzt. Es gilt

(g o f)(m) = g(f(m)).
Wenn f: M — N, g: N — O und h: O — P Abbildungen sind, so kann

man auf zwei Arten die Hintereinanderausfithrung bilden:

(hog)o f oder ho(go f).
Es ist offensichtlich, dass beide Moglichkeiten zum selben Ergebnis fiihren:

Yme M : ((hog)o f)(m)
= (hog)(f(m)) = h(g(f(m))) = h((g o f)(m))
= (ho(go f))(m).

Dabei wird in jedem Schritt nur die Definition von o benutzt. Das begriindet das
folgende
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Fazit 1.3.4 (Assoziativitit der Komposition von Abbildungen)

(hog)of=ho(golf)

Bemerkung 1.3.5 (Urbild und Bild)

Nun wenden wir uns wieder einer einzelnen Abbildung f : M — N zu. Zu
dieser Abbildung gibt es eine Abbildung zwischen den Potenzmengen

f:P(N) — P(M), wobei f1(B) :={m € M|f(m) € B}.
Man nennt f~1(B) das Urbild der Teilmenge B C N unter f.

Wenn zum Beispiel f die Abbildung ist, die jeder Studentin ihren Geburtstag
zuordnet (eine kalenderwertige Abbildung auf der Menge der Studentinnen so-
zusagen), dann ist f~!({29. Februar 1996}) eben die Menge aller Studentinnen,
die an diesem Tag Geburtstag hatten. Und f~!({29. Februar 1997}) ist die leere
Menge.

Oft wird man statt f~'({a}) die kiirzere Notation f~'(a) benutzen, auch wenn
dies formal nicht ganz korrekt ist.

Fiir eine Abbildung f : M — N und eine Teilmenge A C M bezeichnen wir
mit f(A) :={f(a) |a € A} C N die Menge aller Funktionswerte von f auf der
Menge A. Diese Menge heifit auch das Bild von A unter f.

Es gibt einige Eigenschaften von f, fiir die man sich interessieren sollte.

Definition 1.3.6 (injektiv, surjektiv, bijektiv)
a) Eine Abbildung f: M — N heiit injektiv, wenn fir alle my, ms € M gilt :
[f(ma) = f(m2)] = [m1 = my].

Das bedeutet, dass man m eindeutig daran erkennen kann, was f(m) ist. Noch
anders gesagt ist f injektiv, wenn fiir alle n € N gilt:

[ {nhl < L.

Also: es gibt hochstens ein m mit f(m) = n.

b) f heiBt surjektiv, wenn f(M) = N gilt, also wenn fiir jedes n € N gilt:
[ (bl > 1.

Also: es gibt mindestens ein m mit f(m) = n. Oder auch:

Vne N: f1({n}) #0.

c) Die Abbildung f heifit bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.
Also: fiir jedes n € N gibt es genau ein m € M mit f(m) = n.
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Beispiel 1.3.7 Die Menge M hat dann und nur dann genau n Elemente, wenn
es eine Bijektion zwischen M und {1,2,3,...,n} C N gibt. Solch eine Bijektion
tut ja nichts anderes, als die Elemente aus M durchzunummerieren.

Um noch eine etwas andere Sichtweise auf diese Eigenschaften von Abbildungen
zu bekommen, geben wir ein anderes Kriterium fiir Injektivitat und Surjektivitat
an.

Satz 1.3.8 (Injektivitiat und Surjektivitit)

Es sei f: M — N eine Abbildung zwischen den Mengen M und N, und M
sei nicht leer. Dann gelten die folgenden Aussagen:
a) (f istinjektiv) <= (Jg: N — M mit go f = Idy).
b) (f ist surjektiv) <= (Fh: N — M mit foh=Idy).
c) (f ist bijektiv) <= (es gibt g und h wie in a) und b)).
In diesem Fall gilt aufSerdem g = h.

Beweis. H a) , = “ Wir nehmen zunéchst an, f sei injektiv. Zu zeigen ist die
Existenz einer Abbildung ¢ mit den gewiinschten Eigenschaften. Um diese zu
konstruieren wéhlen wir zunéchst ein my € M, was geht, da M nicht leer ist.
Dann setzen wir fiir n € N

[ m fallsn= f(m) e f(M),
9(n) := { mo falls n & f(M).

Diese Abbildung ist sinnvoll definiert: fiir alle n € f(M) gibt es genau ein m € M
mit f(m) =n, denn f ist injektiv. Nun rechnet man nach

Vm e M :(go f)(m)=g(f(m)) =m,

also g o f = Idy nach Definition der identischen Abbildung.

,» <" Nun gibt es nach Voraussetzung ein g wie im Satz, und wir miissen daraus
folgern, dass f injektiv ist. Wenn aber mj,ms € M Elemente mit f(m) =
f(mg) sind, dann folgt

my; = IdM(ml) = (9 o f)(ml) = g(f(ml))
FEmZIme) g (f(ma)) = (g0 £)(ma) = Tdys(my) = ma.

Also ist f injektiv.

2Um eine Aquivalenz zweier Aussagen zu zeigen, zeigt man oft, dass die eine die andere
impliziert und umgekehrt. Dies wird — wie hier im Beweis — oft dadurch kenntlich gemacht,
dass man den Aquivalenzpfeil in zwei Implikationpfeile zerlegt und eben einmal , = ¢ zeigt,
das ist die Implikation von links nach rechts, und dann auch noch ,, <= “, die andere Implikation.
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b) ,, = Hier ist f zunéchst als surjektiv vorausgesetzt. Wir wéhlen fiir jedes
n € N ein m € M mit f(m) = n und nennen dieses gewihlte m geschickter
Weise h(n).f] Damit ist eine Abbildung h: N — M ausgewihlt, und es gilt fiir
alle n € N :

(f o h)(n) = f(h(n)) =n
nach Wahl von h(n): foh = Idy.

, <= Nun nehmen wir an, wir hiatten eine Abbildung A von N nach M mit
foh=1dy. Dann gilt wieder fiir jedes n € N :

n=(foh)(n)= f(hn)),
also h(n) € f~*({n}) und damit ist f surjektiv, da n beliebig war.

c¢) Nach Definition ist f genau dann bijektiv, wenn es sowohl in- als auch surjek-
tiv ist. Nach den Teilen a) und b) (die ja schon bewiesen sind!) ist das dquivalent

zur Existenz von g und h. Nur g = h ist noch zu zeigen. Wir benutzen nun das
Assoziativititsgesetz (Fazit [1.3.4) fiir die Hintereinanderausfithrung von Abbil-
dungen und sehen, dass gilt:

g=goldy=go(foh)=(gof)oh=Idyyoh=h.
O

Definition/Bemerkung 1.3.9 (Umkehrabbildung)

Falls f bijektiv ist, so heifit die Abbildung ¢ aus Satz die Umkehrabbildung
von f.

Die Abbildung g ist eindeutig durch f festgelegt. Die Teile a) und b) aus dem
Satz zeigen auflerdem, dass dann g auch wieder injektiv und surjektiv ist, also
bijektiv. Statt g schreibt man meistens f~!.

Es gilt
Vi e M: f(f(m)) = m,

und da f surjektiv ist, liegt damit f~1(n) fiir alle n € N fest: es gibt genau eine
Umkehrabbildung.

VORSICHT: Jetzt muss man natiirlich aufpassen, dass man die Umkehrabbil-
dung nicht mit der Urbildabbildung f~! von vorhin ([1.3.5)) verwechselt.

Das wird uns nie Probleme bereiten: wenn f nicht bijektiv ist, gibt es die Um-
kehrabbildung gar nicht. Und wenn [ bijektiv ist, so gilt fiir alle n € N

o nh) ={f" ()},

wobei links die Urbildabbildung gemeint ist und rechts die Umkehrabbildung.

3Hier benutzen wir das so genannte Auswahlaxiom. Das soll hier nicht problematisiert wer-
den.
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Bemerkung 1.3.10 (noch einmal Tupel)

Die Menge aller k-Tupel in der Menge A aus kann man sich auch denken
als die Menge aller Abbildungen von {1,...,k} nach A. Die Vorschrift, die dem
Tupel (ay, ..., a;) die Abbildung [i — a;] € Abb({1,...,k}, A) zuordnet, ist eine
Bijektion zwischen A* und Abb({1,...,k}, A). Dies gibt uns die Moglichkeit,
auch A° noch einen Sinn zu geben:

A" = Abb(0, A).

Diese Menge hat genau ein Element, denn es gibt genau eine Teilmenge von
 x A =0, und diese Teilmenge erfiillt die Bedingung aus der Definition von
Abbildungen ([1.3.1]).

Definition 1.3.11 (Einschrinkung einer Abbildung)

Es seien f : M — N eine Abbildung und T eine Teilmenge von M . Dann
heifit die Abbildung
f’T:T—>N> tHf(t)

die Einschrinkung oder auch Restriktion von f nach T . Man merkt sich hier im
Symbol der Abbildung den kiinstlich verkleinerten Definitionsbereich.

Wenn M = N gilt und f(7) C T, dann bezeichnet man mit f|r oft auch die
Abbildung von 7" nach T', die durch f gegeben ist; siehe z.B. Definition [7.2.1}

1.4 Relationen

Definition 1.4.1 (Relationen)

Es sei M eine beliebige Menge. Eine (zweistellige) Relation auf M ist eine Teil-
menge R C M x M.

Statt (z,y) € R schreibt man zumeist kiirzer zRy.
Beispiel 1.4.2

a) Fir jede Menge M ist die Relation R := {(m,m)|m € M} die Gleichheitsre-
lation auf M :

Ve,ye M : xRy < x =y.
b) Fir das Intervall M = [0,1] C R sei S := {(z,y)|]r < y}. Das ist die
Kleinergleich—Relation.

Nun interessiert man sich in aller Regel nicht fiir alle Relationen, sondern nur fiir
solche, die giinstige Eigenschaften haben. Fiir uns von besonderem Interesse sind
die folgenden Eigenschaften.
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Definition 1.4.3 (Eigenschaften von Relationen)
Es sei R C M x M eine Relation. Dann heiit R

o reflexiv, wenn fiir alle x € M gilt: (x,z) € R.
o symmetrisch, wenn fiir alle xz,y € M gilt:

xRy < yRx.

e antisymmetrisch, wenn fiir alle x,y € M gilt:

xRy und yRx] = = = y.

e transitiv, wenn fiir alle x,y, z € M gilt:

[tRy und yRz] = zRz.

Es ist sicher instruktiv, fiir jeden dieser Begriffe Relationen zu haben, die ihn
erfiillen und auch solche, die dies nicht tun.

Die Gleichheitsrelation (Bsp. [1.4.2) ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. Die
Relation < in Beispiel ist antisymmetrisch. Sie ist auch nicht symmetrisch,
aber reflexiv. (Die <-Relation wére nicht reflexiv.)

Beide aber sind transitiv. Eine Relation, die nicht transitiv ist, ist zum Beispiel
die folgende Relation U (,,Ungleichheit“) auf der Menge {0,1} :

U= {(0,1),(1,0)}.

Es gilt ja 0U1 und 1U0, und Transitivitdt wiirde verlangen, dass aus diesen
beiden auch 0UO folgt, was aber nicht stimmt.

Definition 1.4.4 (Aquivalenzrelation)

Eine Relation R auf der Menge M heifit eine Aquivalenzrelation, wenn sie refle-
xiv, symmetrisch und transitiv ist.

Beispiel 1.4.5 (Kongruenz)
a) Die Gleichheit ist eine Aquivalenzrelation auf jeder Menge M .

b) Die <-Relation auf [0,1] aus obigem Beispiel ist keine Aquivalenzrelation,
denn sie ist nicht symmetrisch (z.B. gilt 0 <1 aber nicht 1 <0).

¢) Nun sei M =7Z und n eine natiirliche Zahl.

Dann definieren wir die Relation =,, durch

r =,y <= (x—y) ist teilbar durch n.
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Dabei heifit , teilbar durch n “, dass fiir eine geeignete ganze Zahl k£ die Gleichheit
x—y=k-n gilt.
Jetzt weisen wir nach, dass dies eine Aquivalenzrelation ist. Der Nachweis besteht
aus drei Schritten.

Reflexivitét: Fiir alle z € Z gilt
r—r=0=0-n.

Also ist = =, x.

Symmetrie: Fiir alle x,y € Z gilt:

r=py = dke€Z:x—y=k-n
—dkeZ:y—xz=(-k)n
=y =, T.

Transitivitat: Fiir alle z,y, 2 € Z gilt:

(=, yNy=,2) = kIl :x—y=k-nANy—z=1-n
—rv—z=(@-y)+y—-2)=>Fk+)n
= r =, 2.

Oft schreibt man iibrigens statt x =, y lieber x =y (mod n) und sagt dafir: =
und y sind kongruent modulo n . Diese Relation und ihre weitlaufige Verwandt-
schaft ist in vielen Teilen der Mathematik, speziell auch in der (linearen) Algebra,
von grofler Bedeutung. Auflerdem braucht man sie in vielen Anwendungen, zum
Beispiel in der Kryptographie.

Aquivalenzrelationen gehen Hand in Hand mit einer Zerlegung der Menge M in
disjunkte Teilmengen. Das heifit, dass man M als Vereinigung von Teilmengen
schreibt, von denen jeweils zwei verschiedene die leere Menge als Schnitt haben.
Um diesen Zusammenhang zu prézisieren machen wir die folgende Definition.
Dabei benutzen wir die iibliche Notation ~ fiir eine beliebige Aquivalenzrelation
(anstelle des Buchstaben R aus Definition .

Definition 1.4.6 (Aquivalenzklassen)

Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge M . Dann heift fir z € M die

Teilmenge
[l ={yeM[z~y}C M

die Aquivalenzklasse von = (beziiglich ~ ).

Wir erhalten den folgenden Satz.
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Satz 1.4.7 (Zerlegung in Aquivalenzklassen)
Es sei M eine Menge.

a) Fir jede Aquivalenzrelation ~ auf M sind die Aquivalenzklassen beziiglich
~ mnicht leer und es gilt
M= U [x] .

zeM

Auflerdem qilt fir alle v,y € M

(]~ N [y]~ = 0 oder [z]. = [y]~.

b) Ist umgekehrt S C P(M) ein System von Teilmengen von M , sodass O ¢ S
gilt sowie

M=|JA ud VA BeS:[ANB =0 oder A= B,
AeS

dann gibt es eine Aquivalenzrelation ~ auf M, fir die S die Menge aller
Aquivalenzklassen ist, das heifst:

S = {[z]. | = € M}.

Beweis. a) Da fiir jedes © € M wegen der Reflexivitdt von ~ insbesondere
auch x € [z]. gilt, ist [z]. # 0, und es folgt auerdem M = J,,,[2]~. Wenn
[z]. N [y]l~ # 0 gilt, dann gibt es ein Element z in [z]. N [y].. Fiir dieses
gilt x ~ z und y ~ z, und wegen Symmetrie und Transitivitit folgt = ~ y.
Wiederum Symmetrie und Transitivitdt implizieren dann, dass fiir alle m € M
gilt:  ~m <= y ~ m. Also sind die Aquivalenzklassen [z]. und [y]. gleich.

b) Wir definieren die Relation ~ durch
r~y:i<= JAeS:x e Aundye A

Dies ist eine Aquivalenzrelation, denn sie ist
e reflexiv, weil M die Vereinigung aller A € § ist, also fiir jedes x € M ein
A € S existiert mit z € A.
e symmetrisch: klar.

e transitiv, weil aus z,y € A und y,z € B fiir A,B € § folgt, dass AN B
nicht leer ist (denn y liegt im Schnitt), also A = B und damit auch z,z €
A.
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Es ist klar, dass fir « € M die Aquivalenzklasse von z beziiglich ~ gerade
diejenige Menge A € S ist, fiir die x € A. Also gilt

SO {[z]~ | x € M}.

Umgekehrt ist jedes A € S nicht leer, enthélt also ein x € M, und damit ist
A = [z].. Das zeigt
S C{[z]~ | x € M}.

Also sind diese zwei Mengensysteme gleich. O

Beispiel 1.4.8 (noch einmal die Kongruenz)

Zur Ilustration betrachten wir den Fall der Aquivalenzrelation =, (Kongruenz
modulo n) aus dem letzten Beispiel Die Aquivalenzklasse von = € Z ist
die Menge aller y € Z, fiir die x —y durch n teilbar ist, also die Menge aller vy,
die nach Division durch n denselben Rest lassen wie x nach Division durch n.
Offensichtlich ist das

{zx + knlk € Z} = [z]=,.

Wenn n nicht gerade 0 ist, so gibt es genau n Aquivalenzklassen, némlich

0=, [1]=,, .-, [n—1]=,.

Der Rest von x nach Division durch n ist ja eine nicht negative Zahl kleiner als
n, und zwei verschiedene solcher Zahlen sind nicht kongruent modulo n.

Betrachten wir noch den Spezialfall n = 2, so bekommen wir zwei Aquivalenz-
klassen: die Menge der geraden Zahlen und die der ungeraden Zahlen.

Die Klassenbildung aus dem letzten Satz verallgemeinert also einen Typus der
Unterscheidung, der uns allen vertraut ist.

Wir wollen noch eine wichtige Konstruktion fiir Aquivalenzrelationen angeben:

Hilfssatz 1.4.9 (Abbildungen und Aquivalenzrelationen)
Es sei f: M — N eine Abbildung. Dann wird durch

r~y = f(z) = fy)

eine Aquivalenzrelation auf M definiert, und die Aquivalenzklasse von z ist

f7Hf (@)

Den einfachen Beweis konnen Sie selbst als Ubungsaufgabe durchfithren. Die
Eigenschaften einer Aquivalenzrelation werden sehr leicht auf die entsprechenden
Eigenschaften der Gleichheitsrelation zuriickgefiihrt.
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Bemerkung 1.4.10 (Quotientenbildung)

Jede Aquivalenzrelation auf M lisst sich aus der Konstruktion des letzten Hilfs-
satzes gewinnen, wenn man nur N und f richtig wéhlt. Konkreter sei ~ irgend-
eine Aquivalenzrelation auf M. Wihle N := P(M) die Potenzmenge von M
und setze

f(x) = [z]~.

Dann rechnet man leicht nach, dass man aus f durch die Konstruktion des letzten
Hilfssatzes die alte Relation ~ zuriickgewinnt.

Dies ist das Prinzip, das der so genannten Quotientenbildung zu Grunde liegt,
auf das wir noch des 6fteren zu sprechen kommen werden. Sie werden hoffent-
lich im Laufe der Zeit feststellen, dass dieses Prinzip eines der fundamentalsten
Prinzipien der Mathematik ist. Genauer nennt man das Bild von f

fM) = {lzl |z € M} = M/~

die Quotientenmenge von M nach der Aquivalenzrelation ~ . Diese Quotienten-
menge wird oft benutzt, um Abbildungen g : M — P, die die Bedingung

Vo,y € M :x~y = g(z) = g(y)
erfiillen, zu schreiben als
=gof,
wobei die Abbildung g : M /. — P definiert ist durch

Das ist sinnvoll, da ¢ ja auf [z]. konstant ist.

Oft ist es sogar so, dass man nicht an M interessiert ist, sondern M nur braucht
um die eigentlich viel interessantere Menge M/. hinzuschreiben, die man anders
nicht in den Griff bekommt.



Kapitel 2

Gruppen

In diesem Kapitel werden algebraische Objekte eingefiihrt, die uns durch den Rest
der Vorlesung begleiten werden. Eine der Grundfragen der Linearen Algebra ist
die Frage nach der Losbarkeit linearer Gleichungssysteme. Es hat sich dabei her-
ausgestellt, dass man sich nicht von vorneherein auf reelle Zahlen als Koeffizienten
beschrénken sollte, sondern dass man sinnvoller Weise die Theorie in groflerer
Allgemeinheit entwickelt, sodass sie besser auf andere Situationen iibertragbar
ist. Man abstrahiert also, und benutzt nur solche Eigenschaften der reellen Zah-
len, die man zum Beispiel fiir die Durchfiithrung des Gauf3-Algorithmus braucht.
Das wird spéter bei der Einfithrung des Korperbegriffs in Kapitel 3 geschehen.
Vorbereitend aber kommen wir zu einer der zentralsten Begriffsbildungen der
Mathematik, zum Gruppenbegriff, der noch stéarker abstrahiert und insbesondere
eine Analogie zwischen (Mengen von) Abbildungen und (Mengen von) Zahlen
zum Ausdruck bringt.

2.1 Gruppen — Definition und Beispiele

Definition 2.1.1 (Verkniipfung, Assoziativitit, Kommutativitit)
Es sei M eine Menge.

a) Eine Verknipfung auf M ist eine Abbildung % : M x M — M, also eine
Vorschrift, die je zwei Elementen aus M ein Element aus M zuordnet. Da-
bei kommt es auf die Reihenfolge der Argumente an. Statt (formal korrekt)
«(my, mg) schreibt man kiirzer my * mq.

b) Eine Verkniipfung x auf M heiit assoziativ, wenn gilt:

Vmy, ma,mg € M 1 (my % mg) * mg = mq * (mg * m3).

23
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In diesem Fall ist die kiirzere Schreibweise mq % ms * mg legitim und un-
missverstiandlich.

¢) Eine Verkniipfung * auf M heifit kommautativ, wenn gilt

Vmq,mo € M :mq % Mo = Mo * M.
Beispiel 2.1.2

a) Auf den Mengen N,Z,Q,R sind Addition und Multiplikation jeweils asso-
ziative und kommutative Verkniipfungen. Die Differenz ist auf N gar nicht als
Verkniipfung definiert (da etwa 1 —2 ¢ N). Auf den anderen drei Mengen ist sie
eine Verkniipfung, die weder assoziativ noch kommutativ ist.

b) Fiir eine beliebige Menge D ist auf M := Abb(D, D) die Hintereinander-
ausfiihrung o eine assoziative Verkniipfung (siche Fazit [1.3.4)). Sie ist aber nicht
kommutativ, wenn D mindestens 2 Elemente hat. Sind namlich d,e € D zwei
verschiedene Elemente, so gibt es die folgenden Abbildungen f,g € M :

Ve e D: f(z) :=d, g(x):=e.

Dann sieht man sofort

VeeD: (fog)(x)=f(g(x)) = fle)=d
(g0 f)(x) = g(f(x)) = g(d) =e.
Da D insbesondere nicht leer ist, gibt es also wirklich mindestens ein x mit
(fog)(x) # (go f)(z), und damit gilt fog#go f.
c¢) Auf jeder Menge M ist die Vorschrift

Ve,ye M : xxy:=x

eine assoziative Verkniipfung.

d) Fiir eine beliebige Menge D sind auf der Potenzmenge M := P(D) die
Verkniipfungen N und U beide assoziativ und kommutativ. Die Mengendifferenz
N ist im Allgemeinen weder assoziativ noch kommutativ. Beispiele:

keine Assoziativitat @ ({1,2,3} ~ {1,2}) ~ {1} = {3}, aber

{1,2,3F ~ ({1, 2 N {1}) = {1,3};
keine Kommutativitdt : VA#£Q: AN0=A, 0N A=0+# A.

e) Auf der Menge M := {a,b} mit den zwei (verschiedenen) Elementen a und b
wird durch

axa=>b, bxb=axb=bxa=a
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eine kommutative Verkniipfung festgelegt, die nicht assoziativ ist:
bx(axa)=bxb=a, aber (b*xa)*xa=ax*a=Dh.

Nun kommt der eingangs versprochene Gruppenbegriff, der allen sehr ans Herz

gelegt sei. Man abstrahiert hierbei von den Objekten (wie z.B. Zahlen) und defi-

niert eine Klasse von Verkniipfungen, die formal sehr nahe an dem sind, was man
von Zahlen her kennt.

Definition 2.1.3 (Gruppe)

Es sei M eine Menge und * eine Verkniipfung auf M . Dann heifit das Paar
(M, *) eine Gruppe, wenn die folgenden Bedingungen a) — ¢) erfiillt sind:

a) Die Verkniipfung * ist assoziativ.
b) Es gibt (mindestens) ein Element e € M, sodass fiir alle x € M gilt:
rxe=ex*xxr =1

Bemerkung: Wenn ¢ ein weiteres Element mit dieser Eigenschaft ist, so
folgt e = ex e = €, indem man erst * = ¢ und dann x = e in der
obigen Gleichung setzt. Also ist e eindeutig charakterisiert. Man nennt
es das neutrale Element von (M, x) und schreibt dafiir oft ey, (statt des
priziseren e() ).

c) Fiir jedes x € M gibt es (mindestens) ein y € M , sodass

TxY=yxxr==¢€

gilt. Dabei ist e das neutrale Element von (M, ).

Bemerkung: Wenn 3 ein weiteres Element in M mit der Eigenschaft
T*Y=yY*xr =¢6
ist, dann folgt unter Ausnutzung der Assoziativitét:
y=yxe=yx(rxy)=(yxa)xy=exj=4.

Also ist y eindeutig durch die charakterisierende Gleichung festgelegt. Man
nennt es das zu x inverse Element in (M, ).

Speziell ist zum Beispiel e zu sich selbst invers.
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Beispiel 2.1.4 (Zahlen, symmetrische Gruppe)

a) Die ganzen Zahlen Z mit der Addition bilden eine Gruppe. Die Assoziativitét
ist aus der Schule bekannt, das neutrale Element ist 0, und das inverse Element
zur ganzen Zahl z ist —x.

Das zeigt auch schon, dass die (N, +) mangels neutralem Element keine Gruppe
ist, und dass (N, +) keine Gruppe ist, da zum Beispiel das inverse Element zur
1 nicht darin liegt.

Wie Z so bilden auch die rationalen Zahlen @@ und die reellen Zahlen R mit der
Addition als Verkniipfung eine Gruppe.

Beziiglich der (wie iiblich definierten) Multiplikation muss man mehr aufpassen.
Wir finden aber zum Beispiel die Gruppen

<{:l:1}>')7 (Q\{0}7'>? (R\{O}v)

b) Fiir eine beliebige Menge D ist Abb (D, D) =: M mit der Verkniipfung o
zwar assoziativ, aber keine Gruppe, sobald D mindestens zwei Elemente hat. Das
hat nicht direkt mit der dann fehlenden Kommutativitéit zu tun, auch wenn die
Begriindung wieder die Funktion f von oben benutzt. Zunéchst einmal halten wir
fest, dass die identische Abbildung Idp das neutrale Element von (Abb(D, D), o)
ist. Fiir ein beliebiges Element d € D sei die Abbildung f definiert durch f(z) :=
d. Wenn D mindestens zwei Elemente enthilt, ist dieses f dann weder injektiv
noch surjektiv, also gibt es nicht einmal eine der einseitigen Umkehrabbildungen

(siehe [1.3.8]).

c) Fiir eine beliebige Menge D sei M := {f € Abb(D, D) | f bijektiv} die Men-
ge aller Bijektionen von D nach D. Die Verkniipfung o ist darauf assoziativ (da
man eine Teilmenge von Abb (D, D) hat). Wieder ist Idp das neutrale Element,
und jetzt gibt es zu jedem Element auch ein inverses Element (die Umkehrabbil-
dung namlich). Also ist (M, o) eine Gruppe.

Sie heifit die symmetrische Gruppe von D, meistens wird sie als Sym (D), Sym p
oder Sp notiert. Sie (oder ihre ,, Untergruppen* — siehe spéter —) werden benutzt
um Symmetrieeigenschaften von Mengen zu charakterisieren.

d) Eine Menge M mit genau einem Element m wird durch die einzig mogliche
Verkniipfung darauf — m s« m = m — zu einer Gruppe; diese Gruppe heifit eine
triviale Gruppe. Sie kennen zwei Beispiele hierfiir: ({0}, +) und ({1}, ).

Fiir jede Gruppe (G, ) ist ({eg}, %) eine (oft sagt man auch die) triviale Gruppe.

e) Nun habe die Menge M genau zwei Elemente e und m. Wenn wir festlegen,
dass e neutrales Element sein soll, so gibt es nur eine Moéglichkeit der Gruppen-
struktur auf M :

exe=e¢ exm=m=*xe=1m, m*xm=Ee.
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Die ersten drei Gleichungen werden von den Eigenschaften des neutralen Ele-
ments erzwungen, die letzte von der Existenz eines zu m inversen Elements. Die
Assoziativitét ist offensichtlich erfiillt.

f) Es sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Auf Z haben wir seit Beispiel die

Aquivalenzrelation
r =y (mod n) < n teilt (z —y).
Es sei Z/nZ die Menge aller Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation:
Z/nZ = {[k] | k€ Z} = 0], 11}, 2], ..., [n — 1]}.
Auf dieser Menge definieren wir eine Verkniipfung +, mittels
(k] 4+ [1] :== [k +1].

Damit dies wirklich eine Verkniipfung ist, darf die Zuordnung nur von den je-
weiligen Aquivalenzklassen, nicht aber von der konkreten Wahl von k oder I
abhéngen. Man muss also Folgendes iiberpriifen: wenn fiir k,l € Z die Voraus-
setzung erfiillt ist, dass [k] = [k] und [I] = [I], dann gilt [k + 1] = [k + .
Dies verifiziert man wie folgt: [k] = [k] bedeutet, dass eine ganze Zahl a mit
k = k + an existiert; genauso gibt es eine ganze Zahl b mit [ = [ + bn. Dann ist
aber
k+l=k+an+l+b=k+I1+(a+b) n,

also sind k 4+ [ und k + [ kongruent modulo n, und ihre Aquivalenzklassen
stimmen {iiberein.

Nun ist wegen
(K] 0 [1]) 4 [m] = [k + L+ m] = [k] 0 ([I] 40 [m])

die Verkniipfung assoziativ, [0] ist ein neutrales Element, und fiir [k] € Z/nZ
gilt

(k] +n [=K] = [0].
Also ist (Z/nZ,+,) eine Gruppe.

In den Beispielen a) und d) — f) ist hier die Verkniipfung kommutativ (Definition
9.1.1)).

Definition 2.1.5 (abelsche Gruppe)

Eine Gruppe (G, %) heifit kommutativ, wenn * eine kommutative Verkniipfung
ist. Oft sagt man dann auch, die Gruppe sei abelsch. (Diese Bezeichnung erinnert
an den norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel.)
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Schreibweisen: Oft benutzt man als Zeichen fiir die Verkniipfung einen Malpunkt
(und lisst dann meistens auch diesen noch weg) und schreibt x=! fiir das Inverse
AV

Die ,additive Schreibweise* mit + als Symbol fiir die Verkniipfung (und —z als
zu x inversem Element), benutzt man hochstens fiir kommutative Gruppen.

Wenn klar ist, welche Verkniipfung man auf G' betrachtet, so sagt man meistens,
dass G eine Gruppe ist, ohne explizit die Verkniipfung mit zu erwéhnen.

2.2 Untergruppen

Definition 2.2.1 (Untergruppe)

Es sei (G, ) eine Gruppe und H eine Teilmenge von G. Auf H sei eine Ver-
kniipfung o gegeben. Dann heifit (H,o) eine Untergruppe von (G,*), wenn
(H,0) eine Gruppe ist und auflerdem

Vhl,hgeHIhlohgzhl*hg

gilt.

Das bedeutet, etwas weniger formal formuliert, dass die Einschrankung von * auf
H x H aus H eine Gruppe macht, also: Vhi,ho € H : hy xhy € H, e € H und
Vh € H:h™' € H (das Inverse, das es in G gibt, liegt sogar schon in H ).

Beispiel 2.2.2 (Untergruppen)

(Z,+) ist eine Untergruppe von (Q,+), ({%1},:) ist eine Untergruppe von

Da die Verkniipfung auf einer Untergruppe von (G, x) durch die auf G festgelegt
ist, spricht man immer davon, dass eine Teilmenge H von G eine Untergruppe
von G ist, wenn der zweite Absatz der Definition erfiillt ist.

Hilfssatz 2.2.3 (Untergruppenkriterium)
FEs seien (G, *) eine Gruppe und H C G eine Teilmenge von G .

H st genau dann eine Untergruppe von G, wenn gilt:

H#0 und Vhy, hy € H:hyxhy' € H. (1)

Beweis. Wenn H eine Untergruppe ist, dann ist ey = eq € H, also H nicht
leer. AuBerdem liegt fiir alle hy € H das Inverse h, 'in H, und wenn auch h,
in H liegt, so auch hy * h,' als Produkt von zwei Elementen der Untergruppe.
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Wenn umgekehrt die zwei Bedingungen aus (1) erfiillt sind, so gibt esein h € H ,
und damit liegt auch eg = h*h™' in H (wobei in der Bedingung hy = hy = h
gesetzt wird). Damit liegt mit jedem Element h aus H auch h™! = eg*xh™' € H,
und schliefflich ist H auch unter x abgeschlossen, da fiir alle hy, ho € H gilt:

hy' € H und daher wegen (1) hy*hy = hy * (hy')™' € H.

Also ist H eine Untergruppe. (Die Assoziativitdt von (H,*) versteht sich von
selbst.) O

Beispiel 2.2.4 (Untergruppen der ganzen Zahlen)

Wenn wir von Z als Gruppe sprechen, meinen wir immer die Addition als Ver-
kniipfung. In diesem Beispiel wollen wir alle Untergruppen von Z kennenlernen.

Die triviale Untergruppe (2.1.4] ¢)) ist {0}. Es ist auBerdem klar, dass fiir jede

ganze Zahl n die Teilmenge
nZ = {nk | k € Z}

eine Untergruppe ist, denn diese Menge ist nicht leer und mit nk und nl ist auch
nk —nl = n(k —1) in nZ enthalten. Fiir n = 0 erhalten wir wieder die triviale
Untergruppe.

Wir zeigen nun umgekehrt, dass jede Untergruppe von Z eine der eben genannten
ist. Es sei also H C Z eine Untergruppe, und H sei nicht die triviale Untergrup-
pe (sonst wihlen wir n = 0 und sind fertig). Dann gibt es in H ein von 0
verschiedenes Element z. Mit diesem liegt auch —z in H, und es gibt demnach
ein positives z in H. Die Menge H NN ist also nicht leer, und enthilt damit
auch ein kleinstes Element, welches wir n nennen. Die Behauptung ist nun, dass
H = nZ. Die Inklusion D ist klar. Wenn umgekehrt h € H beliebig gewéhlt ist,
so gilt fiir die grofite Zahl k£ mit der Eigenschaft kn < h die Ungleichung

0<h-—nk<n.

Da mit A und nk auch h—nk in H liegt, muss nach Wahl von n die Differenz
h — nk gleich Null sein, also h € nZ.

Fazit 2.2.5

Die Untergruppen von Z sind genau die Mengen nZ,
wobei n die nichtnegativen ganzen Zahlen durchlauft.

Hilfssatz 2.2.6 (Durchschnitt von Untergruppen)

Es sei G eine Gruppe, I eine nichtleere Menge, und fiir jedes i € 1 sei eine
Untergruppe U; von G gegeben. Dann ist auch M;e;U; eine Untergruppe von G .
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Beweis. In jedem U; liegt das neutrale Element e, also gilt eq € NierU; . Au-
Berdem gilt fiir hy, he € NicU;:

Viel:h xhy' €U,

und damit auch h; * hy* € Nie;U;. Nach dem Untergruppenkriterium (Hilfssatz

2.2.3)) ist damit alles gezeigt. O

Definition 2.2.7 (Gruppenerzeugnis, zyklische Gruppe)

a) Fiir eine Teilmenge M der Gruppe G sei I die Menge aller Untergruppen
von G, die M enthalten. Dazu gehort zum Beispiel G selbst. Dann ist aber nach
dem Vorhergehenden auch

iel
eine Gruppe, sie heifit das (Gruppen-)Erzeugnis von M oder die von M erzeugte
Untergruppe von G . Es ist offensichtlich die kleinste Untergruppe von G, die M
enthélt.

b) Eine Gruppe G heifit zyklisch, wenn es ein Element a € G gibt, sodass
G = ({a}). Hierfiir schreibt man kiirzer auch G = (a).

Beispiel 2.2.8 (zyklische Gruppen)
a) Fiir jede natiirliche Zahl n ist die Gruppe Z/nZ von [1] erzeugt.
b) Fiir beliebiges g € G und fiir n € Ny setzen wir ¢ := eg und fiir n > 0
schreiben wir

g :=g*g*---xg (n Faktoren), ¢ ":= (g7 ")"
Dann ist

(9)={d" | k € Z}

die von ¢ erzeugte zyklische Gruppe.

Definition 2.2.9 (Ordnung)

Die Kardinalitét einer Gruppe nennt man auch ihre Ordnung. Die Ordnung eines
Elementes g € G ist definiert als die Ordnung der von g erzeugten Untergruppe.

Bemerkung 2.2.10 Wenn g € GG endliche Ordnung hat, dann ist diese gleich
der kleinsten natiirlichen Zahl &, fiir die ¢* = eq gilt.

Satz 2.2.11 (,,von Lagrange*)

Es sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe von G. Dann ist die
Ordnung von H ein Teiler der Ordnung von G'.
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Beweis. Wir definieren auf G die Relation ~ durch
g1~ gy = qig,' € H.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation, wie man leicht nachrechnet (&hnlich wie bei

= (mod n) in . Die Aquivalenzklasse eines Elements ¢ ist
l9] =Hg:={hg | heH}.

Nun ist G aber die disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen (Satz 1.4.7),
und wir sind fertig, wenn wir gezeigt haben, dass jede Aquivalenzklasse genauso
viele Elemente hat wie H . Dies zeigen wir durch die Angabe einer Bijektion von
H = [eg| nach [g] :

F:H— Hg, h— hg.

Diese Abbildung ist surjektiv, wie man der vorletzten Gleichung entnimmt. Sie
ist injektiv, denn

\V/hl, hy € H : F(hl) = F(hg) = hlg = hgg = hlgg_l = hggg_l = hy = hs.
O

Bemerkung 2.2.12 Primzahlordnung

Speziell ist in jeder endlichen Gruppe die Ordnung jedes Elements ein Teiler der
Gruppenordnung. Die Ordnung von [6] in Z/39Z ist zum Beispiel 13.

Eine Gruppe G, deren Ordnung eine Primzahl p ist, ist immer zyklisch. Es gilt
hier sogar:

VgeG:[G=(g9) < g#eql

Insbesondere gibt es fiir alle natiirlichen Zahlen k& < p eine natiirliche Zahl [,
sodass Zizl[kz] = [1]. Das heifit nichts anderes, als dass p ein Teiler von kl — 1
ist. Darauf kommen wir spéter zuriick.

2.3 Homomorphismen von Gruppen

In diesem Abschnitt geht es darum, fiir zwei gegebene Gruppen solche Abbildun-
gen zu studieren, die mit den Gruppenstrukturen , vertraglich® sind. Dies wird
préazisiert durch den Begriff des Gruppenhomomorphismus.

Definition 2.3.1 (Gruppenhomomorphismus)

Es seien (G, *) und (H,e) zwei Gruppen. Ein (Gruppen-)Homomorphismus von
G nach H ist eine Abbildung f: G — H, fiir die gilt:

Vo,y e G: f(xxy) = f(zx) e f(y).
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Die Menge aller Homomorphismen von G nach H nennen wir Hom(G, H). Dies
ist streng genommen eine Abkiirzung fiir die umstéandlichere aber aussagekréfti-
gere Notation Homgruppen ((G, %), (H, o)).

Beispiel 2.3.2 (Gruppenhomomorphismen)
a) Fiir beliebige Gruppen G und H ist die Abbildung
f:G— H, VzeG: f(x):=epy,

ein Gruppenhomomorphismus, der so genannte triviale Homomorphismus.

b) Fiir G = Z und beliebiges h in beliebigem H ist die Abbildung (mit Notation

s EZ5P)
f:Z— H, VYexeZ: f(z):=h",

ein Homomorphismus von Z nach H:

fla+y) =h"""=h"eh? = f(x) e f(y).

¢) Fir G = (R,+) und H = (Rsy,-) ist die e-Funktion
VreR:x—e€"

ein Gruppenhomomorphismus: e*t¥ = e® - €.

Wir wollen einige grundsétzliche Eigenschaften von Gruppenhomomorphismen
kennenlernen.

Hilfssatz 2.3.3 (Eigenschaften von Homomorphismen)

Es sei f: G — H ein Homomorphismus von Gruppen. Dann gelten die folgen-
den Aussagen:

a) fleg) = en.

b) Yge G: f(g7h) = f(g)~t. Dabei ist links das Inverse in G, rechts das in
H gemeint.

c) f~'({en}) (das Urbild des neutralen Elements von H ) ist eine Untergruppe
von G'.

d) f(G) ist eine Untergruppe von H .

e) [ ist genau dann injektiv, wenn f~'({ex}) = {ec}-
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Beweis. a) Es gilt
flea) = fleq xec) = flec) @ f(eq).

Diese Gleichung wird nun mit dem zu f(eg) inversen Element multipliziert, und
es folgt

ex = fleq).

b) Es gilt
flg)e flg™") = flagxg7") = flec) = en.

Genauso gilt auch f(g~') e f(g) = ex.
Nach Definition des inversen Elements heifit das f(g~1) = f(g)~ "

c) Wegen Teil a) gilt eq € f~'({ex}), also ist f~'({eg}) nicht leer. Nach dem
Untergruppenkriterium ist noch zu zeigen, dass fiir alle z,y € f~'({ex})
auch das Produkt z*y~' in f~!({eg}) liegt. Dies folgt aber wegen b) aus

flaxy™)=fx)e f(y')=enoey =en.

d) Wegen a) ist ey = f(eg) € f(G). Nach dem Untergruppenkriterium geniigt
es also zu zeigen, dass fiir alle a,b € f(G) auch aeb™' € f(G) gilt. Wegen
a,b € f(G) gibt es aber definitionsgemif z,y € G mit

Nach b) folgt dann

aeb™' = f(z)ef(y) ' =f@)efly)=flaxy ) € f(G)

e) Wenn f injektiv ist, dann liegt in f~!({ex}) nicht mehr als ein Element, aber
eq liegt nach a) darin, also folgt

" {en}) = {ec}-
Gilt umgekehrt diese Mengengleichheit, dann folgt fiir =,y € G mit f(z) = f(y) :
en=fy)e fy) " =fl@)o fly™) = flaxy™)
und damit =z xy~' € f~'({ex}) = {ec}. Das heiit aber z = y, und f muss

injektiv sein. O

Definition 2.3.4 (Kern)

Ist f: G — H ein Homomorphismus zwischen zwei Gruppen, so heifit die
Untergruppe f~'({ex}) € G der Kern von f. Wir haben also gerade gezeigt:
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f € Hom(G, H) ist genau dann injektiv, wenn Kern (f) = {eq}.

Wegen dieses Sachverhaltes und wegen des damit eng verkniipften Homomorphie-
satzes fithrt man den Kern iiberhaupt ein.

Beispiel 2.3.5 (Kerne)

a) Der Kern des trivialen Homomorphismus (siehe [2.3.2h)) von G nach H ist
G, sein Bild ist {ey}.

b) Im Beispiel [2.3.2b) ist das Bild des Homomorphismus
7. — H, x+— h",

die von h erzeugte Gruppe (h), und der Kern ist entweder {0}, ndmlich wenn
h nicht endliche Ordnung hat, oder er ist die Untergruppe von Z, die von der
Ordnung von h erzeugt wird.

c) Die Exponentialabbildung R 3 x — e € Ry ist surjektiv, ihr Kern besteht

nur aus der 0, also ist sie auch injektiv. Sie ist ein bijektiver Homomorphismus
von (R,+) nach (Rs,-).

Definition 2.3.6 (Endo-, Auto-, Isomorphismus)

a) Fir eine Gruppe G heifit ein Homomorphismus von G nach G auch ein
Endomorphismus. Die Menge aller Endomorphismen wird mit End(G) notiert.

b) Ein bijektiver Homomorphismus zwischen zwei Gruppen G und H heifit ein
Isomorphismus zwischen G und H .

c¢) Einen bijektiven Endomorphismus der Gruppe G nennt man Automorphismus
von G. Die Menge aller Automorphismen wird mit Aut(G) notiert.

Schreibweise: Wenn es (mindestens) einen Isomorphismus zwischen G und H
gibt, so nennt man sie isomorph, und schreibt dafiir G = H. Isomorph zu sein
ist eine Aquivalenzrelation auf jeder Menge von Gruppen.

Beispiel 2.3.7 Wir haben gerade gesehen, dass die Exponentialabbildung ein
Isomorphismus ist. Ein zweites Beispiel gewinnen wir wie folgt.

Es sei G = {1, —1} mit Multiplikation und H = Z/2Z. Dann ist die Abbildung
ein Gruppenisomorphismus.

Hilfssatz 2.3.8 (Invertieren eines Isomorphismus)

Es ser f: G — H ein Isomorphismus von Gruppen. Dann ist auch die Um-
kehrabbildung f~': H — G ein Gruppenisomorphismus.
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Beweis. Es seien a,b in H beliebig. Dann gilt
fHaeh) = (F( @) o (£ )
= U@ 7)) = )+ £,
®

Aufgabe: Lassen Sie sich diesen Beweis auf der Zunge zergehen.

Bemerkung 2.3.9 Es sei K der Kern des Homomorphismus f : G — H.
Dann gilt fiir alle ¢ € G und alle k € K, dass auch gxkxg™' € K:

flgxkxg™)=f(g)e f(k)e fl9)™" = f(g)eeme flg)" =en.

Dieser Eigenschaft von K gibt man einen Namen und nennt K einen Normal-
teiler. Dieser Begriff ist in der Gruppentheorie sehr wichtig, fiir die Zwecke der
Linearen Algebra spielt er nicht die entscheidende Rolle.

Bemerkung 2.3.10 (Verkniipfung von Homomorphismen)
a) Es seien (G, x),(H,e),(I,#) drei Gruppen und

®:G—H, V:H—1
zwei Gruppenhomomorphismen. Dann ist auch
Vod:G— 1, g— ¥Y(P(g)),

ein Gruppenhomomorphismus:

V91,92 € G (Wo@)(g1 % g2) = V(P91 g2)) = V(P(g1) @ D(g2)) =
(P (1)) # Y (P(g2))-

b) Insbesondere ist fiir zwei Automorphismen von G auch die Komposition ein
Automorphismus. Da die Identitdt ein Automorphismus ist und auch die Inverse
eines Automorphismus wieder ein solcher ist, bilden die Automorphismen von

G eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe (siehe )) der Menge G.
(Aut(G), o) heiit die Automorphismengruppe von G.

2.4 Die symmetrische Gruppe

In diesem Abschnitt wollen wir das Beispiel der symmetrischen Gruppe einer end-
lichen Menge D (siehe [2.1.4]) noch etwas eingehender studieren. Die Ergebnisse
werden wir spéter bei der Einfiihrung der Determinanten noch einmal brauchen.
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Da fiir unsere Zwecke die Namen der Elemente der Menge D, deren symmetrische
Gruppe betrachtet wird, keine Rollen spielen, wéhlen wir fiir die Menge D mit
n Elementen die Menge

D:={1,2,....n}={ieN|1<i<n}

Statt Sym (D) schreiben wir kiirzer S,.

Die Elemente von S,, sind die Permutationen von D, also die bijektiven Ab-
bildungen von D nach D. Eine solche Bijektion geben wir zunéchst durch ihre
Wertetabelle an. Zum Beispiel finden wir fiir n = 3 die folgenden 6 Permutatio-
nen:

1 2 3
dj1 2 3
G112 3 1
G133 1 2
nl|l 3 2
|3 2 1
312 1 3

Um allgemein eine Permutation o von D festzulegen, hat man fiir die Wahl von
0(1) zundchst n Moglichkeiten. Wenn o(1) gewéhlt ist, hat man fiir ¢(2) nur
noch n — 1 Moglichkeiten, denn ¢ muss ja injektiv sein. Fir (3) gibt es dann
nur noch n — 2 Moglichkeiten und so fort, und insgesamt finden sich

#S,=n-(n—1)-(n—-2)-...-2-1=:nl

Permutationen von D — die symmetrische Gruppe wird schnell sehr grof3, wenn
n grofl wird. Deswegen will man ihre Elemente iibersichtlicher hinschreiben.

Definition 2.4.1 (Zykel, Transpositionen)

a) Es seien z1,x9,...,2x € D k paarweise verschiedene Elemente. Dann wird
durch
Tir1 wenn x =z, ¢ <k,
((x) =% x4 wenn r = Iy,
x wenn x & {xy,..., T}

eine Abbildung ¢ von D nach D definiert, die offensichtlich bijektiv und damit
eine Permutation ist. Die so definierte Abbildung heif}t ein k-Zykel. Wir schreiben
dafiir anstelle der sperrigen und uniibersichtlichen Wertetabelle von (:

C=:(x1 29 ... xp).

Zum Beispiel haben wir eben in der Tabelle fiir S3 die Dreizykel (; = (1 2 3)
und (o = (1 3 2) gesehen.
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b) Einen 2-Zykel nennt man auch eine Transposition.

Im Beispiel der S; gibt es die Transpositionen 7 = (2 3), 7» = (1 3) und
T3 = (1 2)

¢) Die Ordnung eines k-Zykels (siehe[2.2.9) ist k. Speziell gilt fiir Transpositionen
T stets:
T =T

Jeden k-Zykel kann man auch als Produkt von k£ —1 Transpositionen schreiben:
(1 29 ... x) = (11 ) 0 (X2 x3) 0+ 0 (Tp_1 Tp).

Um dies zu verifizieren miissen wir uns iiberlegen, was das Produkt 7 auf der
rechten Seite mit einem Element x € D macht. Wenn x nicht zu {xy,..., 2z}
gehort, dann ldsst jede Transposition rechts x fest, also gilt m(x) = z. Fiir z = x;
iiberlegt man sich, dass z; fiir + < k£ rechts im i-ten Faktor vorkommt, der es
mit x;,; vertauscht. Keine weiter rechts stehende (also vorher auszufithrende)
Transposition hat x; schon bewegt, und kein weiter links stehender Faktor bewegt
Z;11. Also macht die rechte Seite mit x; dasselbe wie die linke Seite. Die letzte
Zahl xp wird von rechts nach links ,durchgeschoben® und landet am Ende bei
X1 .

d) Wir fassen stets S,,_; als Untergruppe von S, auf, ndmlich als die Menge all
der Permutationen von D, die n auf sich selbst abbilden.

Hilfssatz 2.4.2 (S, wird von Transpositionen erzeugt)
Es sei 0 € 5,,.

Dann gibt es ein k € Ny und Transpositionen Ty, ...,Ty € S,, sodass

O =T10T90 0Tk

Beweis. Wir machen vollstdndige Induktion nach n. Fiir n = 0 oder 1 folgt die
Behauptung mit k£ = 0 : ein leeres Produkt ist das neutrale Element. Aber auch
die Falle n =2 oder n = 3 sind Kklar.

Sei also n > 2 und die Behauptung fiir kleinere Werte von n bewiesen. Wéhle ein
o €S,. Wenn o(n) =n gilt, dann liegt o schon in S,_; und die Induktionsvor-
aussetzung greift direkt. Wenn a = o(n) # n gilt, so benutze die Transposition
T=(an):

(roo)(n)=7(a) =n, folglich Too € S,_;.

Also ist 7 o ¢ nach Induktionsvoraussetzung ein Produkt von Transpositionen
und damit auch o selbst, da 77! = 7 eine Transposition ist. O

Jetzt haben wir aber unsere Permutationen schon fast wieder zu klein gehackt. . . es
gibt auch den folgenden Zwischenweg.
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Bemerkung 2.4.3 (Zerlegung in disjunkte Zykel)

Jede Permutation o € S,, lasst sich wie folgt auf noch iiberschaubarere Weise als
Produkt von Zykeln schreiben. Wir werden das in Beispiel a) noch einmal
anders verstehen.

Wir betrachten {1,0(1),0(c(1)),...,0"(1)}. Diese Menge habe k < n Elemente,
und es sei fiir 1 < i < k die Zahl z; definiert durch z; := ¢*~(1). Dann sind
diese z; k paarweise verschiedene Elemente von D und ¢ macht auf diesen
Elementen dasselbe wie der k-Zykel (z1 x5 ... ).

Wenn k < n gilt, so sei y; = min(D \ {xy,...,2}). Wir analysieren die Menge
{y1,0(v1),...,0™(y1)}. Es sei | die Anzahl ihrer Elemente. Diese schreiben wir
dhnlich wie eben auf als

Vie{l,..., 01}y =0 Huy).

Dann macht o auf {yi,...,y;} dasselbe wie der Zykel (y; y2 ... y;). Die zwei
Mengen {z1,...,x;} und {yi,...,y} sind disjunkt (d.h. ihr Durchschnitt ist
leer). So kann man sukzessive weitermachen und dabei ist am Ende (wenn man
alle Elemente aus D in jeweils einem Zykel untergebracht hat) o das Produkt
der so erhaltenen Zykel.

Diese Uberlegungen werden in Abschnitt 2.5 prézisiert.
Beispiel 2.4.4 (Zykelzerlegung)
Es sei o € .S; definiert durch seine Wertetabelle

z [1 2
o(x)[2 5

34567
4 7136
Dann ist o(1) = 2,0(2) = 5,0(5) = 1, also steckt 1 in dem 3-Zykel (1 2 5).
Die kleinste Zahl, die hier noch nicht verarbeitet ist, ist 3. Wir finden o(3) =

4,0(4) =7,0(7) =6,0(6) = 3, und damit gilt

c=(125)0(3476).

Definition 2.4.5 (Signum)
Das Signum einer Permutation o € S, ist definiert durch
sign(o) =[] M,

j—i

1<i<j<n

Da oben und unten bis auf das Vorzeichen und die Reihenfolge dieselben Faktoren
stehen, ist der Wert des Signums stets 1 oder —1.
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Tatséchlich kommt es bei der Definition des Signums nicht darauf an, dass man
wirklich ¢ < j verwendet; wichtig ist nur, dass man fiir jedes Paar 1 < ¢ #
j < n entscheidet, in welcher Reihenfolge die Differenz gebildet wird, und dies
in Zahler und Nenner gleichermafien handhabt. Das heifit insbesondere, dass fiir
jede Permutation 7 sich das Signum von ¢ auch durch

sign(o) = H U(T({).) — j(T(Z))

rcidien TU) = 7(0)

berechnen lasst. Daraus folgt aber

sign(oo7) =Tlcicjcn w
=TTici o(r(i)—o(r(®) = T()—7()
Isisysn i~ ()~ (0)
=TTici o(r(i)—o(r(®) . T()—7()
1<i<j<n — 7()—7() p=

= sign(o) - sign(7).

Fazit 2.4.6

Das Signum ist ein Gruppenhomomorphismus von S, nach ({£1},).

Folgerung 2.4.7 (Berechnung des Signums)

Nun wollen wir die urspriingliche Definition des Signums schnell vergessen und
sehen, wie sich das Signum einer Permutation bequemer berechnen lésst. Dazu
beschrinken wir uns auf den Fall n > 2, denn Sy und S; sind ohnehin die triviale
Gruppe. Fiir n > 2 berechnen wir zunéchst das Signum fiir die Transposition
7 := (1 2). Das ist die letzte Gelegenheit, bei der wir die Definition des Signums
verwenden. Fiir 1 <1 < j < n gilt:

(7)) > 7() = (,5) # (1,2),

wie man leicht nachpriift. Damit gibt es in der Formel aus der Definition von
sign (1) genau einen Faktor, der negativ ist, und es gilt

sign((1 2)) = —1.

Wenn a # b beliebige Elemente aus D sind, dann gibt es eine (im allgemeinen
sogar sehr viele) Permutation 7 € S,, mit

m(a) =1, w(b) =2.
Dann gilt aber fiir z € D:

a falls x =0,
[T lo(12)or|(z) =<K b fallsx=a,
x falls z & {a,b}.
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Das aber heifit, dass
7 lo(12)om=(ab),

und daraus folgt mit [2.3.1} und [2.3.3|
sign((a b)) = (sign(7))~" - sign(1 2) - sign(7) = sign((1 2)) = —1.

‘Jede Transposition hat Signum —1. ‘

Hat man nun eine beliebige Permutation o gegeben, so schreibe man sie mit
Hilfssatz [2.4.2] als Produkt von Transpositionen. Falls man hierzu [ Faktoren
benétigt, dann ist das Signum von o gleich

sign(o) = (—1)%,

Zum Beispiel hat ein k-Zykel Signum (—1)%"1,

2.5 Gruppenoperationen

Dieser Abschnitt ist in der Linearen Algebra von optionaler Natur.

Die Gruppentheorie dient dem Zweck, verschiedene Beispiele von Gruppen, die
man ohnehin kennt und benutzt, unter einem einheitlichen Gesichtspunkt zu
betrachten, indem eben die Gruppenaxiome als gemeinsames Wesensmerkmal
der Beispiele herausdestilliert werden.

Wir haben bisher zwei Typen von Gruppen kennengelernt: Gruppen von Zahlen
mit Addition oder Multiplikation als Verkniipfung und damit Verwandte (die
Gruppen Z/nZ) stellen den einen Typ dar, die symmetrischen Gruppen den
anderen. Der zweite Typ von Gruppen ist also dazu da, etwas mit Elementen
einer Menge anzufangen. Dieser Aspekt soll hier etwas vertieft werden.
Definition 2.5.1 (Gruppenoperation)

Es seien (G, ) eine Gruppe und M eine Menge. Dann ist eine Operation von G
auf M definiert als eine Abbildung

o:GXM— M,
sodass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
a) Vm e M :eqcem =m,
b) Vm € M, g1,9, € G : g1 ® (g2 m) = (g1 * g2) @ M.

Wenn G C S); eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe von M ist, dann
wird solch eine Abbildung e zum Beispiel durch

gom = g(m)

gegeben. Dies ist die Urmutter aller Operationen, wie wir gleich sehen werden.
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Hilfssatz 2.5.2 (Operationen und symmetrische Gruppe)
Es seien G eine Gruppe und M eine Menge.

a) Fir jeden Homomorphismus ® : G — Sy wird durch

gem:=o(g)(m)
eine Operation von G auf M festgelegt.

b) Fiir jede Operation e von G auf M gibt es einen Homomorphismus ® , sodass
e wie in Teil a) konstruiert werden kann.

Beweis. a) Dass hierbei aus einem Homomorphismus eine Operation gewonnen
wird, ist klar.

b) Sei umgekehrt eine beliebige Operation e gegeben. Wir zeigen, wie man aus ihr
den passenden Homomorphismus konstruiert. Fiir jedes g € G sei &, : M — M

die Abbildung, die durch

VmeM: ®y(m):=gem
gegeben wird. Die Abbildung ®, ist eine Bijektion, da die Abbildung ®,-1 zu
ihr invers ist:

VmeM: (P,odP,1)(m)=ge (g7t em)
=(gxg ) e(m)=ecoem
= (g " *xg)e(m)
= ((I)g‘l Oq)g)(m)-

Also ist g — @, eine Abbildung von G nach Sy, und diese ist ein Gruppenho-
momorphismus wegen der zweiten Bedingung an die Operation. O

Beispiel 2.5.3 (fiir Operationen)
a) Im Fall G = M wird eine wichtige Operation durch die Gruppenverkniipfung
selbst festgelegt: = x. Man sieht leicht, dass der zugehorige Homomorphismus
® von G in die symmetrische Gruppe Sg injektiv ist, denn

®(g)(ec) = g*ec = g,
also kann man ¢ aus ®(g) ablesen.

Das Bild von @ ist also eine zu G isomorphe Untergruppe von Sg, und damit ist
jede Gruppe isomorph zu einer Untergruppe einer symmetrischen Gruppe. Diese
Aussage nennt man oft den Satz von Cayley, den wir hiermit bewiesen haben.

b) Eine Untergruppe G C S); operiert auf der Potenzmenge von M durch
VoeG, ACM:0eA:=0(A).
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Auf dhnlichem Wege ,,induziert” jede Gruppenoperation einer Gruppe auf einer
Menge M eine Operation derselben Gruppe auf der Potenzmenge von M.

Hilfssatz 2.5.4 Es sei G eine Gruppe, die auf der Menge M operiert. Dann
wird auf M durch die Vorschrift

my~mg:<= g€ G :my =gemy

eine Aquivalenzrelation definiert.

Beweis. Die Relation ist reflexiv, da
Vm e M :m =egem, also m ~m.
Sie ist symmetrisch, da fiir alle my,my € M gilt:

mi~my =dgeG:gem; =msy
=3dgeG:gle(gem) =g lems
=3JgcG:m =g emy = my~my.

Sie ist transitiv, da aus m; ~ mo und ms ~ ms die Existenz von g¢;, go € G mit
mi; = g; @My, Mo = go ®mg, also m; = (gy * g2) ® M3

folgt und damit my; ~ ms. O

Wie fiir jede Aquivalenzrelation, so gibt es auch hier wieder eine disjunkte Zer-
legung von M in Aquivalenzklassen (siche . Die Aquivalenzklasse von m
wird hier zumeist als Gm oder (priziser) G e m notiert und die Bahn von m
(unter der gegebenen Operation von G) genannt.

Esist Gem={gem|ge G}.

Beispiel 2.5.5 (Binomialkoeffizienten, Satz von Lagrange)

a) Fiir die natiirliche Zahl n sei M :={1,...,n} und G := S,,. Wir haben am
Anfang von Abschnitt 2.4 gesehen, dass G genau n! Elemente enthélt.

Es sei 0 € G gegeben und H := (o) = {o" | k € Z}. Dann operiert auch H auf
M ; und die Zerlegung von M in Bahnen unter H entspricht der Zykelzerlegung
von o aus [2.4.3] Insbesondere ist hierdurch geklirt, dass diese Zykel wirklich
disjunkt sind.

b) Wenn G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G ist, dann operiert H
auf G durch
o: HxG— G, heg:=hg.



2.5. GRUPPENOPERATIONEN 43

Die Bahnen dieser Operation sind gerade die Mengen Hg := {hg | h € H},
die im Beweis von Satz [2.2.11] eine entscheidende Rolle spielten. Sie heiflen die
(Links-)Nebenklassen von G nach H.

¢) Nun seien zwei natiirliche Zahlen k < n gegeben. Wie viele Teilmengen der
Michtigkeit k enthdlt M = {1,...,n}?

Dazu sei B:={AC M | #A =k}. Zu B gehort
AO = {1,,1{3}

Wir erinnern uns daran, dass G auf P(M) operiert. Die Kardinalitét einer Teil-
menge von M bleibt dabei unveréndert. Also liegt die Bahn von Ay in B. Es
ist umgekehrt klar, dass es fiir jedes A € B mindestens eine Permutation o € G
gibt, die o(Ay) = A erfiillt. Also ist die Bahn von A gleich B.

Nun ist es so, dass fiir zwei Permutationen o,7 € G mit o(Ay) = 7(Ay) die
Beziehung

(0’71 o} T)(Ao) = Ao
gilt. Man rechnet leicht nach, dass

Fi={peG|p(d) = Ao}

eine Untergruppe von G ist. Also gilt

1

0(Ag) =7(Ag) <= o oTEF.

Das liefert eine analoge Aquivalenzrelation wie in Satz [2.2.11| (Lagrange). Die
Elemente von B entsprechen damit bijektiv den Aquivalenzklassen o F C G.

Die Untergruppe F' enthélt genau k!- (n — k)! Elemente, denn die k& Elemente
von Ay und die n — k Elemente von M ~ Ay werden unabhingig voneinander
jeweils unter sich permutiert. Daher gibt es nach Lagrange

(1) = w7

Dies ist ein Beispiel fiir die sogenannte Bahnbilanzformel, welche ein allgemeines
Faktum aus der Theorie der Gruppenoperationen ist.

Elemente in B.
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Kapitel 3

Ringe und Korper

Die Gruppentheorie hat unter Anderem das Ziel, formale Gemeinsamkeiten von
arithmetischen Aspekten (Gruppen von Zahlen) und von Symmetrieaspekten
(Permutationsgruppen) einheitlich zu beschreiben. Es geht dabei um die Betrach-
tung jeweils einer Verkniipfung. In der Arithmetik ist es nun meistens so, dass
man sich dariiber hinaus fiir das Wechselspiel von Addition und Multiplikation
interessiert. Dies fithrt zum abstrakten Ringbegriff.

3.1 Ringe und Ringhomomorphismen

Definition 3.1.1 (Ring, Teilring)

a) Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen + (Addition genannt) und - (Multi-
plikation genannt) heifit ein Ring, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(R,+) ist eine kommutative Gruppe. (Ihr neutrales Element schreiben wir
dann als O bzw. in aller Regel einfach 0.)

Die Verkniipfung - ist assoziativ.

Fiir die Multiplikation existiert ein neutrales Element 1z € R (oder einfa-
cher 1), das Einselement:

VI’6R113'$:$'1R:$.

Es gelten die Distributivgesetze, das heifit fiir alle z,y, 2z € R gelten

z-(y+z2) =@y + (v 2),
y+z)-x =(y-z)+ (2 ).

45
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b) Ein Ring (R, +,-) mit kommutativer Multiplikation wird ein kommutativer
Ring genannt.

c) Es sei R ein Ring. Eine Teilmenge T C R heifit ein Teilring von R, wenn
1g € T, wenn zusétzlich fir alle t,t, € T gilt, dass auch t; + t5 und ¢y - t5 in
T liegen, und wenn schliefllich 7" mit diesen von R ererbten Verkniipfungen ein
Ring ist.

d) Wir machen uns die Konvention ,,Punkt vor Strich“ zu Eigen, das heifit, ein
Ausdruck der Gestalt a-b+ c mit a,b,c in einem Ring R ist immer zu lesen als
(a-b) 4+ c. AuBerdem werden wir oft den Malpunkt unterdriicken: ab :=a - b.

Beispiel 3.1.2 (ein paar Ringe)
a) Z,Q und R mit der iiblichen Addition und Multiplikation sind Ringe, und

sogar kommutative Ringe.

b) Die Menge der stetigen reellwertigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1] (oder
sonst einer Teilmenge von R) ist ein Ring, wobei Addition und Multiplikation
punktweise erklart werden:

(f +9)(x) = f(x) +9(x), (f-9)(x)= [f(z)-g(z).

Summen und Produkte stetiger Funktionen sind wieder stetig, die konstante Null-
funktion ist neutral fiir die Addition, und die konstante Einsfunktion ist neutral
fiir die Multiplikation.

Genauso ist die Menge der reellen Cauchy-Folgen ein Ring, wie man in der Ana-
lysis lernt (oft ohne das so zu nennen).

c) Fiir eine natiirliche Zahl n wird die Menge Z/nZ = {[0], ..., [n — 1]} ein Ring,
wenn wir zusétzlich zur Addition aus Beispiel f) vereinbaren, dass
(K] - [1] == [k - 1.

(Im Gegensatz zu schreiben wir nicht -, als Malpunkt. Auch bei der Addi-
tion lassen wir aus Bequemlichkeit ab jetzt das ,, im Index weg.)

Wie in f) muss man sich {iberlegen, dass dies wohldefiniert ist, also nicht
von k und [ sondern nur von der jeweiligen Aquivalenzklasse abhéngt:

Va,b € Z: [(k+ an)(l +bn)] = [kl + kbn + anl + abn?|
= [kl + (kb+ al + abn) - n] = [kl].

Damit haben wir eine Multiplikation, und die Assoziativ- und Distributivgesetze
erhalten wir wieder durch die entsprechenden Sétze fiir die ganzen Zahlen, z.B.

(K] + 1) - [m] = [k + 1] - [m] = [(k +1) - m] = [km + Im] = [k] - [m] + [I] - [m].
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Die so konstruierten Ringe Z/nZ (sie heiBen die Restklassenringe von Z) sind
auBerst wichtig, auch fiir viele Anwendungen in der Informatik.

d) Wenn R ein beliebiger Ring ist und M eine nichtleere Menge, so kénnen wir
die Menge Abb(M, R) zu einem Ring machen, indem wir fir f,g € Abb(M, R)
die folgenden Verkniipfungen verwenden:

Vm e M: (f+g)(m):= f(m) +rg(m), (f-g)(m):=f(m)-rg(m).

Bemerkung 3.1.3 All diese Beispiele sind kommutative Ringe. Wir werden
spater auch noch nicht kommutative Ringe kennenlernen. Eine echte Einschrén-
kung, die wir uns hier sinnvoller Weise auferlegen, ist die dritte Forderung aus
der Definition der Ringe, die Existenz eines Einselements. Ohne Forderung nach
der Existenz eines Einselements wére es viel schwieriger, interessante Aussagen
iiber Ringe zu erhalten, und die Ringe in der linearen Algebra brauchen ohnehin
ein Einselement. In manchen Quellen verzichtet man zunéchst auf die Existenz
einer Fins und nennt ,,unsere* Ringe dann Ringe mit Eins.

Hilfssatz 3.1.4 (Zwei Rechenregeln)
Es sei R ein Ring. Dann gilt fir alle x,y € R:

Or-z=2-0g=0g, (—z)-y=—(z-y)=x-(—y).
Beweis. Fiir die erste Gleichung iiberlegt man sich
Op-x= (OR+OR)'I:(OR'$)+(OR'$),

und einen dieser Summanden Og-x darf man nun kiirzen, da (R, +) eine Gruppe
ist. Dann bleibt aber gerade Or = Og - « iibrig. Analog geht das fiir = - Og.

Die zweite Gleichung sagt, dass das Element (—z)-y zum Element (z-y) additiv
invers ist. Das folgt aber aus

(—z)-y+(z-y)=(-2x+2z)-y=0gr y=0g

Die letzte Gleichung beweist man analog. O

Wie fiir Gruppen, so interessiert man sich auch bei Ringen fiir Abbildungen, die
die Verkniipfungen erhalten. Man nennt sie auch hier Homomorphismen.

Definition 3.1.5 (Ringhomomorphismus)

Ein Homomorphismus zwischen zwei Ringen (R,+g,-r) und (S, +g,-s) (kurz
Ringhomomorphismus) ist eine Abbildung ® : R — S, sodass die folgenden
Regeln gelten:
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o Vr,ye R:®(x+py) = D(zx) +5 P(y),
e Vrye R:P(x-ry) =0(x) s P(y),
o O(1g) = 1.

Das Urbild ®7!(0g) heifit der Kern von ®. Da ® ja insbesondere ein Homomor-
phismus von (R, +g) nach (S, +g) ist, ist der Kern von @ also der Kern dieses
Gruppenhomomorphismus, das ist eine Untergruppe von (R, +g).

Die Menge aller Homomorphismen von R nach S heilt Hom(R, S), etwas vor-
sichtiger miisste man sagen Homp;,e(R,S), wenn man betonen will, dass man
nicht nur die additive Gruppe von R und S betrachtet. Einen Homomorphismus
von R nach R nennt man wieder einen Endomorphismus von R, einen bijekti-
ven Homomorphismus von R nach S nennt man einen Isomorphismus zwischen
R und S, und einen Isomorphismus von R mit sich selbst (einen bijektiven
Endomorphismus also) nennt man einen Automorphismus von R.

Beispiel 3.1.6 (ein paar Homomorphismen)

a) Ein Homomorphismus ® von Z in einen beliebigen Ring S muss die Zahl 1
nach 1g schicken, und es folgen

P2)=P(1+1)=1g+1g=2-1g, PB)=P(1+1+1) =15+ 15+ 1g, ...

sowie
®(0) =0g, ¢(—1) = —1g,. ..

Also sind alle Funktionswerte von ® durch die Definition des Begriffs Ringhomo-
morphismus festgelegt. Das heiflt, dass es hichstens einen Ringhomomorphismus
von 7Z nach S geben kann. Das Distributivgesetz in S erzwingt, dass die eben
beschriebene Abbildung von Z nach S tatséchlich ein Ringhomomorphismus ist.

Es gibt also (egal was fiir ein Ring S ist) genau einen Homomorphismus von Z
nach S. Der Kern dieses Homomorphismus ist eine Teilmenge von Z von der
Gestalt ¢-Z, ¢ € Ny geeignet. Diese Zahl ¢ heiit die Charakteristik char(S) von
S. Wenn ¢ > 0 gilt, so ist ¢ die Ordnung (siehe von lg in der Gruppe
(S,+). Fiir ¢ =0 hat 1g unendliche Ordnung.

Fiir alle n € Ny etwa ist n = char(Z/nZ).
b) Wenn R der Ring der Cauchy-Folgen ist, dann ist die Abbildung

®:R— R, (a;)+ lima;

ein Ringhomomorphismus. Der Kern ist die Menge aller Nullfolgen.

Ahnlich funktioniert die , Auswertungsabbildung® vom Ring der stetigen Funk-
tionen auf [0,1] nach R, die f nach f(%) schickt. Der Kern ist die Menge aller



3.1. RINGE UND RINGHOMOMORPHISMEN 49

s

stetigen Funktionen, die bei § den Wert 0 annehmen. (§ ist hier natiirlich eine

willkiirlich gewé#hlte Zahl im betrachteten Intervall.)
c¢) Fiir jeden Ring R ist die Identitdt auf R ein Automorphismus von R.

d) Die Komposition von Homomorphismen ist wieder ein Homomorphismus. Die
Inversen von Automorphismen sind wieder Automorphismen (was hiermit zum
selbsténdigen Nachrechnen iiberlassen wird — siehe |2.3.8|)

Wie bei den Gruppen (siehe [2.3.10)) ist die Menge aller Automorphismen von R
eine Untergruppe Aut (R) C Sym(R).

Definition 3.1.7 (Einheiten, Einheitengruppe)

Es sei R ein Ring. Ein Element x € R heifit invertierbar in R oder auch eine
Finheit in R, wenn ein Element y € R existiert, sodass -y =y -z = 1p.
Wie bei den Gruppen (siehe c)) ist dieses y eindeutig bestimmt, und man

schreibt dafiir 1.

Die Finheitengruppe R* ist die Menge aller Einheiten von R.

Sie wird durch die Multiplikation in R zu einer Gruppe. Zunéchst ist klar, dass
1z eine Einheit ist: 1 - 1z = 1. Dann gilt fiir alle 1,29 € R* :

(@129) - (23 2y t) = w1+ (woxy ) oyt = 1peayt = 1g = = (23127 - (1122).
Also ist 129 € R*, und die Multiplikation liefert eine Verkniipfung auf R*, die
noch dazu assoziativ ist, da dies von der Multiplikation im Ring R ja gefordert
wird. Schliellich ist mit  auch 27! ein Element von R*, und damit sind alle
Gruppenaxiome erfiillt.

Notation: Sind R ein kommutativer Ring, r € R* eine Einheit und s € R
beliebig, so schreiben wir auch £ anstelle von sr = r~'s. Speziell ist r~' = 1.

Beispiel 3.1.8 (Einheiten in Z/nZ)

a) Die Einheitengruppe des Ringes Z der ganzen Zahlen besteht nur aus 1 und
—1. Hingegen gilt
Q* =Q~ {0}, R* =R~ {0}.

b) Fiir die natiirliche Zahl n untersuchen wir nun die Einheitengruppe des Ringes
Z/nZ. Fir a € Z ist das Element [a] genau dann invertierbar, wenn es eine
ganze Zahl b gibt, sodass ab— 1 durch n teilbar ist. Das gilt genau dann, wenn
es ganze Zahlen b, k gibt, sodass ab — nk = 1. Man sieht daran, dass der grofite
gemeinsame Teiler von a und n gleich 1 ist, wenn [a] € (Z/nZ)*.

[NB: Es gilt sogar: wenn d = ggT(a,n) # 1, dann ist a - (n/d) € n - Z, also
la] - [n/d] = [0], obwohl [a] und [n/d] selbst nicht [0] sind.]
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Nehmen wir umgekehrt an, der grofite gemeinsame Teiler von a und n sei eins.
Die Ordnung von [a] in der additiven Gruppe von Z/nZ ist das minimale k € N,
sodass n ein Teiler von ak ist. Wegen der Teilerfremdheit von a und n muss fiir
dieses minimale k hier k = n gelten, also wird Z/nZ additiv von [a] erzeugt,
und daher liegt auch [1] in der von [a] erzeugten Gruppe. Es gibt also ein [ € N
mit [l][a] = l[a] = [1].

Da Z/nZ kommutativ ist, gilt auch [a][l] = 1, und a ist eine Einheit. Insgesamt
haben wir gezeigt:

(Z/nz2)* = {la] | ggT(a,n) = 1}.
Speziell sehen wir daran, dass im Falle, dass n eine Primzahl ist, jedes von [0]
verschiedene Element von Z/nZ invertierbar ist: es gibt n — 1 Einheiten.

Wer nach [2.2.12] zuriickblattert, kann dies dort auch schon sehen.

Satz 3.1.9 (Kleiner Satz von Fermat)
Es sei p eine Primzahl.

Dann gilt fiir jede ganze Zahl a € Z -

p teilt a? — a.

Beweis. Wenn a selbst ein Vielfaches von p ist, ist die Aussage klar. Wenn
a kein Vielfaches von p ist, dann sind a und p teilerfremd, und nach dem
eben gesehenen ist [a] € (Z/pZ)* invertierbar. Da diese Einheitengruppe p — 1
Elemente hat (auch das haben wir eben festgehalten, wobei eben die Primzahl
noch n hie}), sagt der Satz von Lagrange , dass die Ordnung e von
la] € (Z/pZ)* ein Teiler von p—1 ist: 3f € Z: p—1=e- f. Damit gilt

Wt = [ = (] = (1) = [
Dann gilt aber auch
[a” — a] = [a] - ([P~ — [1]) = [0],
und das heifit nach Definition unseres Ringes gerade, dass p ein Teiler von a” —a

ist. O

Der kleine Satz von Fermat ist einer der Dreh- und Angelpunkte fiir viele Anwen-
dungen der Mathematik. In der Kryptographie wird er oft benutzt. Er liefert zum
Beispiel ein Kriterium, mit dem man oft ausschliefen kann, dass eine gegebene
Zahl eine Primzahl ist: 6 ist keine Primzahl, denn 5% —5 = 15620 ist nicht durch
6 teilbar. Das wird fiir gréflere Zahlen noch interessanter. . .

Nun wollen wir eine interessante Konsequenz aus der Existenz des Einselements
in unseren Ringen ziehen.
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Hilfssatz 3.1.10 (Ringhomomorphismen und Einheiten)

Es seien R und S zwei Ringe und ® : R — S ein Ringhomomorphismus. Dann
st die Einschrdankung W von ® auf die Finheitengruppe R* ein Gruppenhomo-
morphismus

U: R — S*.

Beweis. Von & wird gefordert, dass ®(1z) = 1g. Daraus folgt fiir jede Einheit
x € R* und ihr Inverses y:

P(x) - 2(y) = ¢(wy) = ¢(1g) = 1g = (yx) = P(y) - ().

Also ist ®(y) zu ®(x) in S multiplikativ invers, und ®(z) ist eine Einheit in S.
Damit ist ¥ tatséchlich eine Abbildung von R* nach S*. Dass diese dann ein
Gruppenhomomorphismus ist, ist wegen der Multiplikativitit von @ klar. (O

3.2 Korper

Definition 3.2.1 (Korper)

Ein Koérper ist ein kommutativer Ring K, in dem Oy # 1x gilt und jedes von

Null verschiedene Element invertierbar ist (siehe 3.1.7): K* = K ~ {0}.

Beispiel 3.2.2 Q und R sind Kérper, und auch der Ring Z/pZ fiir eine Prim-
zahl p (wegen Beispiel 3.1.8p)). In diesem letzten Fall schreiben wir F,, := Z/pZ.
Das F steht dabei fiir ,,Feld“. Manchmal liest man auch GF(p) = Z/pZ, das ist
ein ,,Galois-Feld“ (zu Ehren des Franzosen Evariste Galois so bezeichnet).

Keine Korper sind zum Beispiel die Ringe Z oder Z/6Z. Auch die Polynomringe,
die wir im néchsten Abschnitt kennenlernen werden, sind keine Korper.

Hilfssatz 3.2.3 Es seien K ein Korper und R ein Ring, in dem 1g # Og gilt.
Dann ist jeder Ringhomomorphismus von K nach R injektiv.

Beweis. Die Voraussetzung an R erzwingt, dass Or ¢ R* gilt. Wegen Hilfssatz
haben wir aber ®(K*) C R*. Fiir den Korper K gilt K* = K ~ {0},
also ist O das einzige Element, das im Kern von & liegen kann. Da es dies auch
tut, haben wir

Kern(®) = {0k }.

Da & insbesondere ein Homomorphismus zwischen den additiven Gruppen von

K und R ist, sagt [2.3.4] dass ® injektiv sein muss. O
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Beispiel 3.2.4 (fiir die Konstruktion eines gréofleren Koérpers)

Nun sei K ein Korper und d € K ein Element, sodass fiir alle a € K die
Ungleichung d # a? gilt. Als Beispiele denke man etwa an K = R, d = —1, oder
an K =Q, d =2, oder an K =F;, d=[3].

Wir wollen einen Korper L konstruieren, der K als Teilring (3.1.1] ¢)) enthélt
und in dem es dann doch ein Element w gibt, fiir das d = w? gilt.

Nehmen wir zunéchst einmal an, wir hétten so einen Kérper L. Dann betrachten
wir
Kw) ={a+bw|abe K} C L.

Offensichtlich sind Ox und 1x in K(w) enthalten. Fiir zwei Elemente a+bw, a+
bw € K(w) gelten dann

(a+bw)+ (@+bw) =(a+a)+(b+buw, ~ )
(a+bw) - (a+bw) = aa-+ abw + abw + bbw? = (aa + bbd) + (ab + ab)w,

und diese Elemente liegen wieder in K (w). Also ist K (w) unter der Bildung von
Summen und Produkten abgeschlossen. Da mit a+bw auch —(a+bw) zu K(w)
gehort, sieht man damit sogar, dass K (w) ein Teilring von L ist.

Wenn a und b nicht beide 0 sind, dann ist auch a + bw # 0, da sonst w =
—ab™! € K, was ausgeschlossen war. Dann gilt aber

(a+bw) - (a —bw) =a®> - b?d € K*,
denn aus a® — b*d = 0 folgte, dass d = (a/b)? in K als Quadrat geschrieben

werden konnte (was wir ja explizit ausgeschlossen hatten).

Damit ist aber a + bw in K(w) invertierbar:

(a+bw)™ = (a®> = b?d)"" - (a — bw).

All dies hatten wir unter der Annahme gemacht, dass der gréflere Korper L
existiert, in dem sich w findet. Nun drehen wir den Spiefl um und konstruieren
mit den Rechenregeln aus K (w) einen passenden Korper L.

Ansatz: Wir setzen L := K x K = {(a,b) | a,b € K} und definieren auf
L die Addition und Multiplikation so, wie das von den Uberlegungen zu K(w)
nahegelegt wird:

Es ist dabei klar, dass (L,+) eine abelsche Gruppe ist. Die Multiplikation ist
assoziativ, denn fiir alle a,b,e, f,k,l € K gilt
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[(a,0) - (e, [)] - (k,1) = (ae +bfd,af +be)- (k1)

= (aek + bfdk + afld + beld,ael + bfdl + afk + bek)
= (a,b) - (ek + fld, fk + el)

= (

a,b) - [(e, f) - (k, 1)].

Die Multiplikation auf L ist kommutativ, und es gilt das Distributivgesetz: fiir
alle a,b,e, f,k,l € K haben wir ja

[(a,b) + (e, )] - (k1) = (a+eb+ f)- (k1)
(@+@k+@+fﬁim+eﬂ+@+f))
= (
[

ak + bld, al + bk) + (ek + fld,el + fk)
(a,0) - (R, D] + [(e, ) - (K, D).

Schliefflich gibt es ein neutrales Element beziiglich der Multiplikation, ndmlich
(1,0), und jedes Element (a b) # (0,0) ist beziiglich der Multiplikation inver-

tierbar, die Inverse ist ("5, == Zbg)

Wir erhalten insgesamt das folgende Ergebnis.

Satz 3.2.5 Die Menge L mit der eben angegebenen Addition und Multiplikation
st ein Korper, der K als Teilring enthdlt.

Beweis. Nur die Aussage iiber den Teilring muss noch begriindet werden. Die
Abbildung

K— L, =~ (x,0)

ist ein (injektiver) Ringhomomorphismus und man identifiziert K mit seinem

Bild in L. O

Bemerkung 3.2.6 (komplexe Zahlen)

Ein besonders wichtiger Spezialfall ist der Fall, dass es sich bei K um den Kérper
der reellen Zahlen handelt, und d = —1. Dann heifit der konstruierte grofiere
Korper der Korper C der komplezen Zahlen, und statt w (wie oben) schreibt
man iiblicherweise i fiir ein Element aus C, dessen Quadrat —1 ergibt. Wir fassen
das zusammen:

Esist C=R(i) = {a +bi|a,bec R}, wobei
(a+bi)+ (c+di)=a+c+ (b+d)i und
(a+bi) - (c+di) = ac — bd + (ad + be)i.
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Die reelle Zahl a heifit der Realteil, b der Imagindrteil von a + bi. Zwei kom-
plexe Zahlen sind genau dann gleich, wenn sie denselben Real- und denselben
Imaginérteil haben. Das benutzen wir jetzt, um zu zeigen, dass in C selbst jedes
Element ein Quadrat ist.

Es sei a + bi € C gegeben. Gesucht ist ein = 4 yi € C, sodass
a+bi = (zv+yi)? =2 —y* + 2yi.
Hierbei miissen die Real- und Imaginérteile {ibereinstimmen, also
a=1>—y% b=2xy.

Im Fall b = 0 ist die Losung einfach: Im Fall a > 0 setze man dann x = \/a, y =
0, im Fall a < 0 setze man x = 0,y = v/—a und rechne in beiden Fillen das
Gewiinschte nach.

Nur der Fall b # 0 ist also wirklich interessant. Hier versuchen wir unser Gliick
mit dem Ansatz y = b/(22) und miissen dann

> U

x J—
42

16sen. Multiplikation mit z? liefert
vt —ar? - 0*/4 =0,
und die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen sagt uns, dass

s aExVar+1h?
5 .

Da 9tva~+0- V‘QLQH’Q positiv ist, gibt es eine reelle Zahl x > 0, die diese Gleichung 16st.
Man rechnet nach, dass x + %i dann eine Quadratwurzel von a 4+ b -1 ist.

Fiir die Zwecke der Multiplikation hat es sich als hilfreich erwiesen, eine komplexe
Zahl z = a + bi zu schreiben als

z =1 (cos(a) +sin(a) - 1), r:=Va?+ b2

Dabei heifit die reelle Zahl » > 0 der Betrag von z, und der Winkel o muss
(und kann — das verspricht uns die Analysis) passend gewihlt werden, sodass die
Gleichung stimmt. Die Zahlen r und « heiflen die Polarkoordinaten von z.

Ist u=c+di=s-(cos(f)+sin(f)i) eine weitere komplexe Zahl, so folgt

z-u =71-5-(cos(a)+sin(a) i) - (cos(B) + sin(B)i) =
= rs(cos(a) cos(B) — sin(a) sin(3) + (cos(«) sin(3) + sin(«) cos(f))i) =
= rs(cos(a + B) + sin(a + B)i).
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Dabei leihen wir uns aus der Analysis das Additionstheorem fiir Sinus und Cosi-
nus.

Wir sehen daran fiir festes komplexes u # 0 : die Abbildung
p:C—C, pz)=u-z
ist geometrisch gesehen eine Drehstreckung: der Betrag wird mit s multipliziert

und der Winkel éndert sich um die Addition von [3.

Jetzt finden wir auch noch viel schneller eine komplexe Quadratwurzel von z:

z =1 (cos(a) +sin(a) - i) = [/r - (cos(a/2) + sin(a/2) - 1)]?.

3.3 Polynomringe

In diesem Abschnitt sei R ein kommutativer Ring. Das intuitive Verstédndnis
dessen, was ein Polynom sein soll, ndmlich ein Ausdruck der Gestalt

d

ZCLZ'Xi,

=0

legt nahe, wie man Polynome (unter Wahrung der Assoziativ- und Distributiv-
gesetze) addiert und multipliziert. Dies wollen wir jetzt formalisieren, indem wir
uns nur die Koeffizienten (ay, ..., aq) merken. Da wir fiir verschiedene Polynome
verschiedene Obergrenzen d werden verwenden miissen, benutzen wir unendliche
Folgen, bei denen die Folgenglieder ab einer gewissen vom individuellen Polynom
abhéngigen Grenze alle 0 werden.

Definition 3.3.1 (Polynome, Polynomring)

Ein Polynom iiber R ist eine Folge (a;)icn, mit Eintrégen aus R, sodass eine
natiirliche Zahl N existiert, fiir die die Bedingung

Vi>N:a; =0

erfiillt ist. Diese letzte bedingung nenne wir die ,, Abbruchsbedingung®.

Mit R[X] bezeichnen wir die Menge aller Polynome (mit Koeffizienten in R).
R[X] heiit der Polynomring iiber R in der Verdnderlichen X . Auf R[X] gibt
es zwel Verkniipfungen. Dazu seien (a;) und (b;) zwei Polynome in R[X]. Dann
setzen wir
(ai)ieny + (bi)ien, = (@i + bi)ien,
(ai)iemo * (bi)ieny = (Ck)reNo,
wobel ¢, = Zf:o a;ibp_;.
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Diese Definitionen sind motiviert durch die naheliegenden Formeln, wie die Aus-
driicke >~ a; X" und > b; X7 zu addieren beziehungsweise zu multiplizieren sind.
Wohlgemerkt wissen wir noch nicht, was X ist, und deswegen gehen wir erst
diesen sehr formalen Weg.

Bemerkung 3.3.2 Bei der Summe ist wirklich klar, dass es sich wieder um ein
Polynom handelt. Beim Produkt muss man sich iiberlegen, dass die Abbruchsbe-
dingung erfiillt ist. Wenn zwei natiirliche Zahlen M, N gefunden sind, sodass fiir
t > N die Bedingung a; = 0 und fiir j > M die Bedingung b; = 0 gilt, dann
folgt fir k > M + N :

k N-1
Cr = E a;by_; = E a;br—; = 0,
=0 i=0

denn fiir ¢ > N ist ja a; = 0 und daher der Summand unerheblich, und fiir
1< N ist wegen k—i> M + N —i > M der Faktor b;_; Null.

Hilfssatz 3.3.3 (der Polynomring ist ein Ring)
Es sei R ein kommutativer Ring. Dann gelten:

a) Die Menge R[X] wird mit den eben definierten Verknipfungen zu einem kom-
mutativen Ring. Das Finselement ist die Folge (1,0,0,...), bei der alle Eintrdge
ab dem ersten gleich 0 sind.

b) Der Ring R kann als Teilring von R[X] aufgefasst werden, indem man r € R
mit der Folge (r,0,0,...) “identifiziert”.

Beweis. a) Dass (R[X],+) eine abelsche Gruppe ist, ist evident. Stellvertretend
fiir die restlichen Ringaxiome rechnen wir die Assoziativitdt der Multiplikation
nach. Es seien f = (a;), g = (b;), h = (¢;) Polynome mit Koeffizienten in R.

Dann ist
f-(g-h) =f- (Zzgk bi - Ck—i)k
= (ngl aj - (Zigl—j bi - cij—i))i
= (Zigl(zj'gi aj - bij) - i)
= (ngi aj - bi—j)i-h
=(f-9)h

Die iibrigen Axiome lassen sich dhnlich verifizieren.

b) Die Abbildung R > r — (r,0,0,...) € R[X] ist ein injektiver Ringhomo-
morphismus, liefert also einen Ringisomorphismus von R mit einem Teilring von
RIX]. O
Insbesondere konnen wir jetzt Polynome mit Elementen aus R multiplizieren, in-
dem wir die Elemente aus R auch als Polynome auffassen: sogenannte , konstante
Polynome*“.
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Jetzt wollen wir sehen, dass diese sehr formale Konstruktion eines Rings tatséch-
lich etwas liefert, was unserem naiven Ausgangsverstdndnis der Polynome ent-
spricht.

Dazu wihlen wir ein spezielles Polynom und nennen es X ; ndmlich:

X :=(0,1,0,0,0,0...)
= (ai)ien,, Wobeia; =1undVi#1: a;=0

Diese Definition liegt nahe, wenn wir uns daran erinnern, was wir eingangs als
Motivation fiir die formale Konstruktion gesagt hatten.
Dann gilt fiir ein beliebiges Polynom (b;):

X - (b)) = (ck)keny, €c0=0, VE>1:¢, =by_q,
- (O,bo,bl,bg,...).

Jetzt setzen wir X° := 1 und rekursiv X**! := X - X’ dann ist fiir die natiirliche
Zahl i das Polynom X' die Folge, die als i-ten Eintrag 1 enthélt und ansonsten
nur Nullen. Damit ist

(bi)ien, = Z bi - X',
i=0

wobei die Summe in Wirklichkeit endlich ist, da ja fast alle b; Null sind. Wir
konnen jetzt endlich den Polynomring so schreiben, wie wir das von vorneherein
tun wollten:

RIX] = (0o nX [deN, 1o rac ).
R C R[X] via R>r+—rX°e R[X].

Definition 3.3.4 (Grad eines Polynoms, Leitkoeffizient)
Der Grad des Polynoms f = 3" r; X" € R[X] ist definiert als

Grad(f) := { rfiff{i € Ny | i #0}), ;ig

Dabei ist —oo ein Symbol fiir ein Element auflerhalb der natiirlichen Zahlen. Wir
vereinbaren jetzt, dass fiir a € Ng U {—o0} gelten soll:

max(a, —00) = a, a+ (—00) = (—00)+a= —o0.
Diese Konvention brauchen wir fiir den nachsten Hilfssatz.

Fir f # 0 heifit der Koeffizient rqraq(p) der Leitkoeffizient von f.

Hilfssatz 3.3.5 (Regeln fiir das Rechnen mit dem Grad) FEs seien f,g €
R[X] Polynome. Dann gelten die folgenden Regeln fir die Grade:
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o Grad(f + ¢g) < max(Grad(f),Grad(g)).
o Grad(f-g) < Grad(f) + Grad(g).
e Grad(f-g) = Grad(f)+ Grad(g), falls R die folgende Figenschaft hat:

Va,b € R~ {0} :a-b#0.

Beweis. Es sei m := max(Grad(f), Grad(g)). Dann lassen sich f und ¢ schreiben
als

f = ZTiXia g = ZSiXia
i=0 i=0
und damit ist .
fHg=> (ri+s)X',
i=0

und man braucht keinen Summationsindex grofler als m. Das zeigt die erste
Ungleichung.

Nun seien d = Grad(f), e = Grad(g). Weiter schreiben wir

e

d
f = ZriXia g = ZsiXia
=0

=0

wobel 74 und s, beide nicht Null sind. Dann ist

d+e k
=S (z ) X*

k=0 \1:=0

und das zeigt, dass Grad(f -g) < d+e.

Der Koeffizient, der in fg vor X9¢ steht, ist 74s.. Unter der zusitzlich gemach-
ten Voraussetzung an den Ring ist dieses Produkt nicht 0, da r4; und s. nicht
Null sind. O

Definition 3.3.6 (Nullteilerfreiheit)

Einen Ring R mit der Eigenschaft Va,b € R~ {0} : a-b # 0 nennt man einen
nullteilerfreien Ring.

Wir haben zum Beispiel in b) schon gesehen, dass fiir n € N der Ring Z/nZ

genau dann nullteilerfrei ist, wenn n entweder 1 oder eine Primzahl ist.
Korper sind immer nullteilerfrei.

Fiir einen nullteilerfreien Ring R gilt (R[X])* = R*. Denn eine Einheit im
Polynomring muss ja Grad 0 haben.
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Sicher werden viele Leser denken, dass Polynome eigentlich Abbildungen seien.
Diesen , grundfalschen“ Gedanken wollen wir jetzt wenigstens zur Hélfte legi-
timieren. Eigentlich sollte man sich ein Polynom als einen Platzhalter fiir eine
ganze Reihe von Abbildungen vorstellen, die ,,Form* einer Abbildung, die man
auf ganz verschiedenen Bereichen definieren kann. Das wird jetzt prézisiert, wenn
auch nicht in der allgemeinst moglichen aller Definitionen.

Definition/Bemerkung 3.3.7 (Potenzen, Zentrum, Einsetzabbildung)

Es sei A ein Ring.

a) Fiir a € A setzen wir a° := 1 und rekursiv fiir i € Ng: o :

Diese a' heifien die Potenzen von a. b) Die Menge
Z(A)={a€A|VzeA:a-x=x-a}

heifit das Zentrum von A. Das Zentrum ist ein kommutativer Teilring von A.
Ist A kommutativ, so gilt Z(A) = A.

¢) Bs sei R ein Teilring von Z(A). Dann ist fir f = S0 7 X" € R[X] die
Abbildung

definiert. Die Zuordnung f — f ist ein Ringhomomorphismus von R[X ] in den
Ring der Abbildungen von A nach A (vgl.[3 -d Fiir f-§= f g brauchen

wir gerade die Voraussetzung, dass R im Zentrum von A liegt.

Ist A ein endlicher Ring, so ist auch Abb(A, A) endlich, wéhrend der Poly-
nomring R[X] fiir R # {0} unendlich ist: ein Polynom f ldsst sich also im
Allgemeinen nicht aus der ihm zugeordneten Abbildung f rekonstruieren.

Notation: Wir werden oft anstelle von f(a) auch f(a) schreiben. Insbesondere
gilt in diesem Sinne im Fall A = R[X], a = X die zunéchst bizarr anmutende

Gleichheit f(X) = f.
d) Es sei R ein Teilring von Z(A). Fiir jedes a € A ist dann
E,:R[X]— A, f— E,f):= f(a),

die Finsetzabbildung bei a. (Man nennt diese auch die Auswertungsabbildung.)
E, ist ein Ringhomomorphismus, wie man leicht nachrechnet. Es gilt E,(1) =
1, da a® = 1 gesetzt wurde. Weiter gilt fiir Polynome f = > rX', g =

Zz OS Xz .
EJf+9) =Xl(ri+si)a’ =Y gral + 70 sial
= Ea(f) + Ea(9)- | |
Eu(f-9) =300 iso(ri - spi)a® = S gra’ - Y sial
- E (f) Ea(g)'
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Dabei benutzt man wieder fiir die Multiplikativitédt, dass R im Zentrum von A
liegt, denn man braucht a’s,_; = s,_;a’ beim Umsortieren.

Das Bild von E, wird meistens mit R[a] bezeichnet. Es ist
d

Rla] = {Zria’ |deN, rg,...,rq € R}.
i=0

Dies ist ein kommutativer Teilring von A, und zwar der kleinste Teilring, der R
und a enthélt.

Beispiel 3.3.8 a) Es sei R =7 und A = Q, sowie a = 5. Dann ist
1 d a
Z[3] Z{;mw [deN, ro,...,ra € R} = {g; | a € Z,d € N},

wie man leicht nachrechnet; dazu muss man alle Summanden in Z?:o 127" auf
einen Hauptnenner bringen, der offensichtlich gleich 2¢ gewiihlt werden kann.

b) Es sei R =R und A der Ring der stetigen reellwertigen Funktionen auf R.
Weiter sei a die Exponentialabbildung. Dann ist R]a] die Menge aller Funktionen

der Gestalt
d
T Z reet?.
k=0

Der Ring R[a] ist in diesem Fall zum Polynomring isomorph, auch wenn die
zugehorigen Abbildungen von R nach R alles andere als Polynome sind!

Definition 3.3.9 (Teilbarkeit im Polynomring)

Es seien R ein kommutativer Ring und f,¢g € R[X]| Polynome iiber R. Dann
heifit g ein Teiler von f, wenn es ein Polynom h € R[X] gibt, sodass

f=g-h

Zum Beispiel ist fiir » € R das Polynom ¢ := X —r genau dann ein Teiler von
[, wenn f(r) =0.

Denn: Wenn fiir ein Polynom h die Gleichheit f = (X — r) - h gilt, dann gilt
auch

f(r)=(r—r)-h(r) =0,

denn FE, ist ein Ringhomomorphismus.
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Umgekehrt sei f(r) = 0. Wir setzen f(X) = f(X +7), dann ist f(0) = 0. Wir
schreiben f als

d
JE(X> = Za’iXiv
=0

und sehen wegen f (0) = ap, dass ap = 0 und damit
) d
fX)=X-) a X' =X n(X).
i=1

Dabei ist h(X) := 3% a4, X! € R[X].
Es folgt

F=1X)=f(X —r)=(X—r) WX —7),
denn die Auswertungsabbildung Ex_,. ist ein Ringhomomorphismus. Und natiir-
lich ist h(X — r) ein Polynom: Es ist das Bild von h bei der Einsetzabbildung
Ex_, : R[X] — R[X].
Insbesondere folgt mit vollstéandiger Induktion (siehe |1.2.4]), dass ein Polynom

vom Grad d iiber einem nullteilerfreien (kommutativen) Ring hochstens d Null-
stellen in diesem Ring besitzt.

Bemerkung 3.3.10 Gerade mit der Anzahl der Nullstellen eines Polynoms muss
man bei nicht gegebener Nullteilerfreiheit aufpassen. Zum Beispiel hat X2 —1 in
7,/87 sogar 4 Nullstellen, ndmlich [1],[3],[5] und [7]. Das ist nichts anderes als
die Aussage, dass das Quadrat einer ungeraden ganzen Zahl bei Division durch
8 immer Rest 1 lasst. Ist ndmlich £ =20+ 1 mit [ € Z, so gilt

> =4(* +1) +1,
aber [2 4 [ ist immer gerade, denn [? und [ haben dieselbe Paritiit.

Im Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen werden wir in Kiirze auch
nichtkommutative Ringe kennenlernen, fiir die wir die Einsetzabbildungen oft
benutzen werden.
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Kapitel 4

Lineare Gleichungssysteme und
Matrizen

Nun néhern wir uns einer der zentralen Fragestellungen der linearen Algebra,
ndmlich der Frage nach der Losbarkeit linearer Gleichungssysteme und nach der
yotruktur® ihrer Losungsmengen. Eine bequeme Notation hierfiir werden wir in
Form der Matrizenschreibweise zur Verfiigung stellen, wobei der Mechanismus
der Ringtheorie benutzt wird. Wir formulieren die grundlegende Frage erst in
groflerer Allgemeinheit als wir sie spéter 16sen werden. Dazu sei R in diesem
Kapitel stets ein kommutativer Ring.

4.1 Lineare Gleichungssysteme — Grundlegen-
des

Definition 4.1.1 (Lineares Gleichungssystem)

Es sei R ein kommutativer Ring. Ein Lineares Gleichungssystem diber R (kurz
oft auch LGS genannt) mit p Gleichungen und ¢ Unbekannten ist ein System

a1y + agpxe + -+ Q14T = bl
a21T1 —+ Qooexy +---—+ A2qTq = b2
ap1T1 + ATy +-rt ApgTy = by

wobei die Koeffizienten a;j,1 <i <p, 1 <j <q und auch die b;, 1 <¢<p,in
R liegen und Losungstupel (z;)1<j<, € R? gesucht sind.

Die Menge aller Losungen des Systems (k) bezeichnen wir mit £(x).

Das System, das aus (*) durch die Ersetzung der rechten Seite durch 0 entsteht,

63
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heifit das zu (%) gehorende homogene Gleichungssystem.

Statt () schreiben wir kiirzer

q

Zaijxj :bi, 1 SZSp

=1

Nun halten wir fest, dass R? (die Menge aller ¢-Tupel in R; siche e)) mit
komponentenweiser Addition eine Gruppe bildet. Das Nullelement ist das Tupel,
dessen Eintriige allesamt 0 sind. Das (additiv) inverse Element zu (ry ry ... r,)"
ist (=1 —rg ... =1y,

Hilfssatz 4.1.2 (Das LGS aus der Sichtweise der Gruppentheorie)
Mit der eben eingefiihrten Notation ist die Abbildung

q
®: R — R, O((2j)1<j<) = (O aiji)i<icy
j=1

ein Gruppenhomomorphismus. Statt L(x) schreiben wir dann auch L(P,b).

Der Liosungsraum des zugehorigen homogenen Gleichungssystems ist dann gerade
der Kern von ®. Wenn L(®,b) nicht leer ist, so gilt fiir jede beliebige ,spezielle
Lisung“ z*) von (%) die Aussage

L(®,b) = {z™ 42 | 2™ € Kern(®)},

Beweis. Dass @ ein Gruppenhomomorphismus ist, folgt aus dem Distributivge-
setz im Ring R.

Die Aussage iiber den Kern ist einfach die Definition desselben (siehe [2.3.4)).

Es bleibt noch die behauptete Mengengleichheit zu zeigen; dazu sei 2(8) € £(®,b)
fest gewéhlt.

,C“ Sei € L(®,b). Dann gilt x = (z — ) + 2(*) und
Oz —2¥))=d(x) - d@®)=b-b=0,

also " .=z — 29 € Kern(®).
, 2% Sei M € Kern(®) beliebig und z := 2(*) + 2. Dann gilt

®(z) = & + M) = &) + &™) = b+ 0 =1,

also x € L(®,b). O
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Beispiel 4.1.3 Wir I6sen nun ein Lineares Gleichungssystem iiber den reellen
Zahlen. Das Gleichungssystem sei gegeben durch

1z +2-y +3-2 =10
4.2 +5-y 4+6-2 =20

Wie in der Schule ziehen wir das Vierfache der ersten Zeile von der zweiten ab
und teilen dann die zweite Zeile durch —3. Dann erhalten wir

-z 42y +3-2 =10
O-z +1-y +2-z =20/3

Schliefflich ziehen wir das Doppelte der zweiten Zeile wieder von der ersten ab
und erhalten

lz 40y —1-z =-10/3

0O-z +1-y +2-2 =20/3

sodass sich die Losungsmenge ergibt zu

2 —10/3 ~10/3 1
L={| -2-2+20/3 | |zeR}=| 20/3 |+R-| —2
z 0 1

Beim Losen eines Linearen Gleichungssystems muss man also in geeigneter Weise
die Koeffizienten manipulieren. Um dies effizient handhaben zu konnen, fasst man
die Koeffizienten zusammen zu einem Objekt.

Definition 4.1.4 (Matrizen)

Es seien R ein kommutativer Ring und p, ¢ natiirliche Zahlen. Eine p x q-Matriz
mit Eintrdgen in R ist eine Abbildung

A:AL2,...p} x{1,2,...,q} — R.

Dabei nennt man p die Anzahl der Zeilen und ¢ die Anzahl der Spalten von A.
Man schreibt meistens a;; := A(%, ), und notiert die Matrix A suggestiv als

a1; a2 ... Qg

Q21 Qg2 ... Q2q
A=

Qp1 Ap2 ... Qpg

Die Menge aller pxq-Matrizen mit Eintrégen in R notieren wir als RP*?. Speziell
ist RP? = RP*! die Menge aller Matrizen mit nur einer Spalte der Linge p.



66 KAPITEL 4. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME UND MATRIZEN

Definition 4.1.5 (®4, Produkt zweier Matrizen)

Die Abbildung & aus Hilfssatz und die Matrix A legen sich gegenseitig
fest. Wenn A gegeben ist, so schreiben wir in Zukunft oft ®,4 fiir die zugehorige
Abbildung von R? nach RP. Statt L£(®P4,b) schreiben wir meistens L£(A,b)

Den engen Zusammenhang zwischen A und ®,4 benutzt man nun.

Wenn namlich neben dem linearen Gleichungssystem () noch ein weiteres mit
q Zeilen gegeben ist:

> ek =d;, 1<j<q,
k=1

dann gehort zur Matrix C' = (cj;z) € R?*" ein Homomorphismus

Do R"— R, Pc((yp)i<nsr) == (Z CikYr)1<j<q-
k=1

Dann ist aber ® 4 o & der Homomorphismus von R" — RP, der durch

D40 Po((yr)icksr) = Pa(®o((Yr)i<k<r))
= ( ;1':1 @ij Zk:l Cjkyk)lﬁiép

= (2221 fikYr)1<i<p-

gegeben wird. Auf diese Art haben wir eine neue Matrix F' € RP*" definiert mit

den Eintragen
q

fik izzaijcjk7 1<i<p 1<k<r.
j=1

Wir nennen diese Matrix F das Produkt A - C der Matrizen A € RP*? und
C € R?*". Das Matrizenprodukt ist so gemacht, dass gilt:

’(I)AO(DC:(I)A-C-‘

Bemerkung 4.1.6 (Wichtige Merkregel)

Der Eintrag von A - C an der Stelle (i,k) ergibt sich durch Multiplikation der
i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von C'. Dabei wird eine Zeile der Lange
q (also eine 1 x g-Matrix) mit einer Spalte der Linge ¢ (also mit einer ¢ x 1-
Matrix) multipliziert, indem man die j-ten Eintrége beider Faktoren multipliziert
und diese Produkte aufsummiert:

&1
(a1 ... agy) - : = aic1 + asco + ... F auc,.
Cq
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T
Beispiel 4.1.7 a) Das Tupel = = : € R ist selbst eine ¢ x 1-Matrix,
Lq
und man kann die linke Seite von (%) als A -x schreiben. Das ist die Matrizen-
schreibweise fiir das Lineare Gleichungssystem:

A-xz=0b.

b) Vielleicht ist doch auch ein Zahlenbeispiel hilfreich. Wir nehmen Matrizen mit
Eintrdgen in den ganzen Zahlen:

(123)_ éi _(22 28)
45 6 - 49 64
Dabei ist zum Beispiel 28 =1-2+2-443-6.

Bemerkung 4.1.8 (Assoziativitit der Matrizenmultiplikation)
Da die Komposition von Abbildungen assoziativ ist (Fazit [1.3.4]) und die Zuord-

nung

Avs &y, RP*9 —s Abb(RY, RP),

injektiv ist, iibertrédgt sich die Assoziativitiat auf das Multiplizieren von Matrizen:
VAe RFFY ' Be R"" Ce R :(A-B)-C=A-(B-QC).

Das wird uns noch oft hilfreich sein und lésst sich auch explizit nachrechnen; fiir
1<7<pund 1 <1 < s gilt ndmlich:

((A-B)-O)i,l) =2 5ma(A-B)(i k) - C(k, 1) =

=21 2ojm Al §) - B K) - C (k1) =
= 20 S Ali4) - B(j k) - Ok, 1) =
=351 A6, ) (B-C)(4,1) =

=(A-(B-O)(41).

Dabei ist es tatsdchlich hilfreich, die Matrizen als Abbildungen aufzufassen, damit
man nicht fiir alle Produkte neue Buchstaben verwenden muss.

Definition 4.1.9 (Summe zweier Matrizen)

Fiir zwei Matrizen A, B € RP*? derselben Grofie definieren wir eine neue Matrix
S € RP*? durch

Vi<i<p 1<j<q: S(i,j):= A(i,j)+ B(i,J)
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S heiit die Summe A+ B von A und B.
Es gilt fir alle x € R": A- 2+ B-x = (A+ B) - x, das heifit
Qo =Pa+ Pp,
und daraus ergibt sich sofort das Distributivgesetz
VC e R*P, De R :C-(A+B)=C-A+C-B, (A+B)-D=A-D+B-D,

denn ®¢ und ¢p sind Gruppenhomomorphismen.

Die Addition von Matrizen ist assoziativ und kommutativ, die Matrix, die alle
Eintriage gleich 0 hat (die Nullmatriz genannt und auch als 0 geschrieben) ist
neutrales Element fiir die Addition, und die Matrix B mit Eintrdgen B(i,j) :=
—A(i,7) ist additiv zu A invers:

Fazit 4.1.10

(RP*1, +) ist eine kommutative Gruppe.

SchlieBlich sei I, € RP*P die Matrix mit den Eintrégen

.| 1 fallsi=yj,
b0 5) = { 0 falls i # j;

Man nennt I, die p x p-Einheitsmatriz. Dann rechnet man nach, dass fiir alle
A € RP*? die Gleichungen

I, A=A=A-I,

gelten.

Definition 4.1.11 (Multiplikation mit Skalaren, Transponieren)

a) Fiir eine Matrix A = (a;;);; € RP*? und r € R definieren wir
r-A=Ar=(r-aj);

In Worten: die Eintrage der Matrix A werden mit r multipliziert. Dabei ist,
da R kommutativ ist, egal, ob diese Multiplikation von links oder von rechts
durchgefiihrt wird. Offensichtlich gelten Regeln wie

VACR™ BER™ rcR:A-r-B=r-A-B=A-B-r.

Wieso werden hier keine Klammern benétigt?
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b) Fiir eine Matrix A = (a;);; € RP*? definieren wir die transponierte Matriz
AT € R?P durch
AT (5,1) = A ).

Fiir die transponierte Matrix gibt es in der Literatur mehrere konkurrierende
Notationen, z.B. A? oder A.

Fiir das Produkt A - B zweier Matrizen gilt (bitte nachrechnen!):

(A-B)'=B". A",
Am Ende diese Abschnittes halten wir fest:

Fazit 4.1.12

(RP*P 4, .) ist ein Ring.
Das Einselement ist [,. Das Nullelement ist die Nullmatrix.

Der Ring R kann (fiir p > 0) als Teilring von RP*P aufgefasst werden, indem
man R mithilfe des injektiven Ringhomomorphismus

t:R— RPP y(r):=r-1I,

in den Matrizenring ,einbettet“ (das Bild von ¢ ist zu R isomorph). Wie man
sofort nachrechnen kann, gilt fiir alle Matrizen A € RP*P und alle r € R:

r)y-A=r-A=A-r),

wobei in der Mitte die skalare Multiplikation wie in [4.1.11| verwendet wird.

Daher erhélt man wie in d) fiir jede Matrix A € RP*P einen Ringhomomor-
phismus

d d
Ea: RIX] — RP73 " 1 X0 Y Al
=0 =0

wobei wie immer (siehe|3.3.7a)) A° das Einselement in dem Ring ist, in dem man
A betrachtet, hier also AY = 1I,,.

NB: Lassen Sie sich nicht dadurch verwirren, dass der Buchstabe A jetzt nicht
mehr einen Ring bezeichnet wie in sondern das, was dort a war. Eine
Matrix heiit nun einmal typischer Weise A und nicht a. Der Ring, fiir den
dort im allgemeinen Fall A stand, ist hier RP*P. Buchstaben sind Namen, die
ihre Bedeutung &ndern konnen. Es sollte allerdings im jeweiligen Kontext die
Bedeutung immer geklért sein.
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4.2 Invertierbare Matrizen

Definition 4.2.1 (Invertierbare Matrizen)

Essei R ein kommutativer Ring. Die Einheitengruppe des Rings RP*P bezeichnet
man mit GL,(R), was das englische ,,general linear group“ abkiirzt:

GL,(R)={A € R | 3B € R"?: AB=BA=1,}.

Die Matrizen in GL,(R) heilen invertierbare oder auch reguldre Matrizen.

Beispiel 4.2.2 a) Fiir jedes a € R ist die Matrix

=)
(b

Multipliziert man eine Matrix mit zwei Zeilen von links mit A, so ergibt sich

1 « ab ... ¢\ (at+tad b+ae ... ct+af
(o) (aeg)=(mam i ),

Die Multiplikation mit dieser Matrix addiert also das a-fache der zweiten Zeile
zur ersten und lasst die zweite Zeile unverdandert: diese Art von Zeilenmanipula-

tion brauchen wir fiir Beispiel [4.1.3]

(1)

invertierbar, sie ist sogar zu sich selbst invers (nachrechnen!). Wenn man diese
Matrix von links an eine Matrix mit zwei Zeilen multipliziert, so ergibt sich

(Vo) (o o)=(as 1)

Die zwei Zeilen werden vertauscht, was wir auch zum systematischen Losen von
Linearen Gleichungssystemen verwenden werden.

o (3 1)

als Matrix invertierbar, wenn o und ( dies in R sind. Die Inverse ist dann

_ al 0
()

Wenn man D von links an eine Matrix mit zwei Zeilen multipliziert, so ergibt

invertierbar:

b) Genauso ist die Matrix

¢) Schlieflich ist
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(a O)'(a b ... c)_(aa ab ... ac>
0 g de ... f) \pBd Be ... Bf )

Die zwei Zeilen der rechten Matrix werden einfach mit o bzw. # multipliziert.

sich

Was wir jetzt fiir Matrizen mit zwei Zeilen schon kénnen, wollen wir fiir beliebige
Matrizen auch erreichen. Dazu definieren wir einige spezielle Matrizen und fangen
an mit den Elementarmatrizen.

Definition 4.2.3 (Elementarmatrizen)

Es seien R ein kommutativer Ring und p,q natiirliche Zahlen. Dann ist fiir
1 <i<p 1< 5 < g die Blementarmatric F;; € RP*Y definiert durch ihre
Eintrage E;;(k,1), 1 <k <p, 1 <1 <gq, die man auf folgende Art festlegt:

1 fallsi=Fkund j =1,

0 sonst.

Eij(k,1) = {

Der Eintrag, der sowohl in der i-ten Zeile als auch in der j-ten Spalte steht, ist
1, alle anderen Eintrége sind 0. Die Gréfle von F;; wird in der Notation nicht
mit festgehalten. Sie wird sich oft aus dem Kontext ergeben.

000

0
Beispiel : R4 3 FEy3=| 0 0 1 0
0000

Es ist klar, dass sich jede Matrix A = (a;;) € RP*? schreiben lésst als

Eine Auswertung der Multiplikationsregeln fiithrt auf folgende Merkregel:

Fazit 4.2.4 Fir FE,; € RP* E); € R7*°, gilt:

[ By fallsj=k
Eij - By = { 0 sonst.

Denn: Das Produkt kann hochstens in der i-ten Zeile einen von Null verschie-
denen Eintrag haben, und hochstens in der [-ten Spalte. Dort ist der Eintrag
genau dann nicht 0 (sondern 1), wenn die 1 aus der i-te Zeile von E;; beim
Multiplizieren auf die 1 aus der [-ten Spalte von FEj; trifft, also wenn j = k.

Ein Spezialfall ist der einer einzelnen Spalte. Wir schreiben dann kiirzer

R q _ pgx1
€j = ]71€R—R .
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Fir A€ RP*? und e; € R? gilt A-e; ="  a;e; € RP.

Das ist die j-te Spalte von A. Diese Regel wird uns noch oft begegnen.

Nun verallgemeinern wir die drei Matrizentypen, die wir in Beispiel schon
im 2 x 2-Fall kennengelernt haben.

Definition/Bemerkung 4.2.5 (Additionsmatrizen)
Fir 1 <i# j <p und o € R definieren wir die Matrix A4; ;(a) € RP*P durch

Ai,j(a) = Ip -+ OéEiJ.

Diese Matrix heifit eine Additionsmatriz. Sie hat als Eintrige Einsen auf der
Diagonalen, « an der Stelle (i,j) und Null iiberall sonst. Es gilt:

Aij(a)-Aij(—a) = (I+aE;;)-(I,—aE;;) = L+aE; j—aF; j—’E; ;- E; ; = I,

da 7 # j. Genauso gilt
Aij(=a) - Aij(a) = 1.
Es folgt, dass Additionsmatrizen invertierbar sind.
Ai?j(Oé) c GLP<R)
Fir M = Z” mi; - By ; € RP*9 gilt nun
AZ'J‘(OK) M = (Ip + OéEi’j) - M
= M + O{Ei7j . M

=M + OéEi,j : Zk,l Mg - EkJ
=M + El OémleiJ.

Das ist die Matrix, die aus M entsteht, indem man zur i-ten Zeile das «-fache
der j-ten Zeile addiert — daher der Name Additionsmatrix!

Definition/Bemerkung 4.2.6 (Vertauschungsmatrizen)

Fir 1 <14,5 <p sei die Vertauschungsmatriz V; ; € RP*P definiert durch
‘/’i,j = Ip — Ei,i — E],] —+ E,L’J + E]’Z

Bildlich gesprochen ersetzt man also die Einsen, die in der Einheitsmatrix an
den Stellen (4,7) und (j,j) stehen, durch Einsen an den Stellen (4, j) und (j,1).
Ahnlich wie bei den Additionsmatrizen rechnet man nach, was die Multiplikation
von links mit V;; mit einer Matrix M € RP*Y tut:

Vij-M =M+ Z(mjl —ma) By + Z(mil — my) By
! l
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Das ist die Matrix, die aus M durch Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile
entsteht — woher kommt also der Name Vertauschungsmatrix? Speziell gilt

V;,j : V;,j = Ip7

also insbesondere

Vij € GL,(R).

Definition/Bemerkung 4.2.7 (Diagonalmatrizen)

Fiir Elemente oy, ...,a, € R definieren wir die Diagonalmatriz diag(as, ..., o)
durch

P
diag(aq, ..., ap) = Z a;E;; € RPP.
i=1
(Woher kommt der Name?) Dann haben wir fiur M € RP*9:

diag(ag,...,ap)M = Z a;mgj B j.
1,3

Das ist die Matrix, die aus M entsteht, indem fiir alle ¢ die i-te Zeile mit o
multipliziert wird.

Wenn insbesondere die «; allesamt Einheiten in R sind, dann gilt:
diag(au, ..., ap) -diag(a; ', ... a, ") =diag(eg ', ..., a, ") - diag(an, ..., o) = I,
also gilt in diesem Fall

diag(as, ..., a,) € GL,(R).

Manchmal ist es hilfreich, die Eintrédge einer Matrix zu kleineren Untermatrizen
zusammenzufassen. Diese kompaktere Schreibweise benutzen wir im folgenden
Hilfssatz, den wir im iibernichsten Abschnitt verwenden wollen.

Hilfssatz 4.2.8 Fiir die natirliche Zahl k < p sei eine Matrix A € RP*P durch
folgende Blockgestalt gegeben:
(I B
(5 5)

wobei Iy, die k x k-Einheitsmatriz, 0 die Nullmatriz der Grifle (p — k) X k,
B € R>*0=F) ynd D € RP=9*®=k) Dann ist A genau dann invertierbar, wenn
D invertierbar ist. In diesem Fall gilt

I, —BD™!
-1 __ k
A _( 0 D! )
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Beweits. Wenn D invertierbar ist, dann rechnet man leicht nach, dass die an-
gegebene Matrix zu A invers ist. Es ist also nur noch zu zeigen, dass aus der
Invertierbarkeit von A auch die von D folgt.

Dazu sei also A invertierbar mit inverser Matrix M € RP*P. Dann ist
M-A=1,
aber fiir 1 <i¢ <k ist die 7-te Spalte dieses Produkts wegen gleich
M - e; = 1—te Spalte von M.
Also hat auch M eine ,Blockgestalt* wie A:

(I E
M_(O F)
Die Produkte A-M und M - A zeigen dann, dass D - F = F - D = I,_. O

Zu guter Letzt wollen wir fiir spitere Zwecke hier noch das Beispiel der 2 x 2-
Matrizen diskutieren.

Beispiel 4.2.9 (invertierbare 2 x 2-Matrizen)

Es seien R ein kommutativer Ring und A = (*°) € R?*2. Dann ist A genau
dann regulir, wenn det (A) := ad — be eine Einheit in R ist. Denn:

e Wenn A regulér ist, dann gibt es eine zu ihr inverse Matrix £ = (; ! ), und

h
es gilt
10 ae + bg af + bh
2 (O 1) (ce—i—dg cf+dh)
Vergleicht man hier die Eintrége der Einheitsmatrix mit denen des Produkts ganz
rechts, dann folgt af + bh = 0 und

= (ae+bg) - (cf + dh) = acef + adeh + bcfg + bdgh
= —bceh + adeh + befg — adf g = (ad — be) - (eh — fg).

Also ist 1 = det(A) - det(£), und det(A) ist in R invertierbar.
e Wenn det(A) in R invertierbar ist, dann gilt fiir
d —b
- -1,
E = (det(A)) ( e ) )

dass
AE == EA == IQ,
also ist A invertierbar.

Die GroBe det(A) € R heifit die Determinante von A. Wir werden in Kapitel 8
auf diesen Begriff zuriickkommen.
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4.3 Die Gau3-Normalform

Unser Ziel ist es nach wie vor, durch Manipulation der Zeilen der Matrix A € RP*9
eine ,,moglichst einfache“ neue Matrix herauszubekommen, die aber beziiglich des
linearen Gleichungssystems dieselbe Information enthélt. Was wir unter dieser
moglichst einfachen Matrix verstehen, das wird nun prézisiert.

Definition 4.3.1 (Treppenform, Gauf3-Normalform, Rang)

Eine Matrix T = (t;;) € RP*? hat Treppenform oder auch Gaufl-Normalform,
wenn es natiirliche Zahlen r und 1 < s; < 59 < 53 < --- < s, < ¢ gibt, sodass
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

o Fiir alle ¢+ mit 1 < ¢ < r gilt: t;5, = 1 und Vk # @ : &5, = 0 und
Vk < S; . ti,k =0.

e Fiiralle i >r+1 undalle j € {1,...,q} gilt ¢;; =0.

Wenn T Treppenform hat, so heifit die Zahl r der Rang von T, und sq,...,s,
heiflen die Spaltenindizes von T .

In Worten sagen die Bedingungen: Fiir 1 < ¢ < r ist die s;-te Spalte von T
gleich e; (siehe [4.2.4), links von der Eins an der Stelle (i, s;) stehen nur Nullen,
und ab der (r + 1)-ten Zeile sind alle Zeilen Null.

Uber die iibrigen Eintréige werden keine Vorschriften erlassen.

Beispiel 4.3.2 Was bedeuten die Bedingungen an die Treppenform fiir p =
4, ¢ =6,r = 3,51 = 2,89 = 3,53 = 57 Eine Treppenform mit diesem Rang und
diesen Spaltenindizes muss die folgende Form haben:

o O oo
S O O
o O = O
S O % %
o= O O
O ¥ X *x

wobei anstelle der Sternchen beliebige Eintridge aus dem Ring R stehen kdnnen.

Der folgende Hilfssatz zeigt uns, dass ein lineares Gleichungssystem mit einer Ko-
effizientenmatrix in Treppenform tatséchlich leicht zu handhaben ist. Man kann
genau sagen, wann Tz = b losbar ist, und wenn dem so ist, findet man eine
spezielle Losung (siehe und den Loésungsraum des homogenen Gleichungs-
systems.
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Hilfssatz 4.3.3 (Losen eines LGS mit einer Matrix in Treppenform)

Es seien eine Matriz T € RP*? in Treppenform (vom Rang r und mit Spalten-
indizes s1,...,8.) und eine Spalte b= (by ... b,)" € RP gegeben. Dann gelten:

a) Das Lineare Gleichungssystem T - x = b ist genau dann losbar, wenn die
Eintrdge byy1,...,b, von b alle 0 sind. In diesem Fall ist zum Beispiel

2= "bie,, € L(TD).
=1

eine spezielle Losung.

b) Fir j € J:={1,....,qy~{s1,...,s.} ist FU) :=¢; =" tie, eine Lisung
des homogenen Gleichungssystems T - x = 0. Die FY nennen wir die Funda-
mentallosungen des homogenen Gleichungssystems.

¢) Die Losungsmenge L(T,0) des zu T gehdorigen homogenen Gleichungssystems
st gegeben durch

L(T,0)={>_ x;F9 | z; € R}.

jeJ
Jedes v € L(T,0) hat genau eine Darstellung in der Form v =73 _._; z; FY) mit
Koeffizienten z; € R.

Beweis: a) Wenn das LGS l6sbar ist, miissen natiirlich die Eintrage b4 = --- =
b, = 0 Null sein, da in den Zeilen r 4+ 1,...,p der Matrix 7" nur Nullen als
Koeffizienten auftauchen. Wenn umgekehrt diese Koeffizienten alle Null sind, so
gilt fiir den vorgeschlagenen Losungsvektor wegen und

=1 i=1

b) Man rechnet nach:

T. FU) — T-ej _ zr:tij .T.QSZ_ = Zr:tkjek — itijei =0.
k=1 1=1

=1

c¢) Die Inklusion D ist klar, da £(7,0) als Gruppe unter der Addition abge-
schlossen ist und fiir r € R und j € J auch T - (rFY) = r . (TFU)) =0, also
rFW e L(T,0) gilt.

Sei umgekehrt = € £(7,0). Dann ist auch

T — ijF(j) e L(T,0),

jedJ
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aber diese Spalte hat fiir j € J als j-ten Eintrag eine 0. Einsetzen in das homo-
gene LGS zeigt, dass diese Differenz auch an den Stellen si,...,s, eine 0 stehen
hat, also insgesamt die Nullspalte ist. Das zeigt © = > . ij(j), und damit die
Inklusion C .

Die Eindeutigkeit der Darstellung ist wieder klar, es gibt ja jeweils nur ein F©),
das an einer gegebenen Stelle j, € J einen von Null verschiedenen Eintrag hat,
und dieser ist sogar 1. O

Bemerkung 4.3.4 (der (—1)-Trick)]

Die Fundamentallosungen aus dem letzten Hilfssatz lassen sich mit folgendem
Verfahren aus der Gaul-Normalform 7" ablesen.

Man schreibt fir 1 < ¢ < r die i-te Zeile von T als s;-te Zeile in eine neue
q X q-Matrix S, deren iibrige Zeilen 0 sind.

Dann sind die von Null verschiedenen Spalten der Matrix
I,—-S

genau die Fundamentallésungen von T'x = 0.

Genauer ist FU) die j-te Spalte in I, - S.

Als Beispiel betrachten wir noch einmal den Fall p=4, ¢ =6,r = 3,51 = 2,59 =
3, S3 = 5.

010 a0 c
001%b 0 d
™=looo0o01 e
000O0O0O
,Einpflanzen* der von Null verschiedenen Zeilen an der richtigen Stelle fiithrt zu
000O0O0O
01 0a 0 c
g 00106 0d
1 00O0O0O0O0
000O0T1e
000O0O0O
Schliefllich bilden wir
100 0 0 O
000 —a 0 —c
000 —b 0 —d
l=5=10900 1 0 0
000 0 0 —e
000 0 0 1

!Der Name ist historisch gewachsen. Hier ist das eher ein (1—)-Trick.
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In der ersten, vierten und sechsten Spalte stehen jetzt die drei Fundamentallosun-
gen

1 0 0
0 —a —c
0 —b —d
0|’ 1 ’ 0
0 0 —e
0 0 1

4.4 Das Gaul3-Verfahren

In diesem Abschnitt wollen wir endlich den Sack zubinden und das Verfahren an-
geben, wie man von einer gegebenen Matrix zu einer Gauf-Normalform kommt.
Dass wir dabei keine Information {iber unser LGS verlieren, zeigt der folgen-
de Hilfssatz. Dazu erinnern wir uns daran, dass die Zeilenmanipulationen durch
Multiplikation von links mit invertierbaren Matrizen vollzogen werden kénnen.

Hilfssatz 4.4.1 (weshalb das Gauflverfahren erlaubt ist)

Wenn ein lineares Gleichungssystem A-x =b mit A € RP*? und b € RP gegeben
ist, dann stimmt fir jede invertierbare Matriz C' € GL,(R) die Gleichung

L(A,b) = L(CA,Cb).

Beweis. Aus A-x = b folgt durch Multiplikation (von links) mit C': CA-x = Cb,
also x € L(CA,Cb), also L(A,b) C L(CA,CDH).

Die umgekehrte Inklusion folgt durch Multiplikation mit C~*. O

Wir wollen nun eine invertierbare Matrix C' finden, sodass C'- A Gauf3-Normal-
form hat. Das wird im Allgemeinen nicht moglich sein, zum Beispiel ldsst sich
die Matrix (g ?) € Z*** nicht auf GauB-Normalform bringen, weil man in Z
im Allgemeinen nicht durch 2 dividieren kann. Aber alles geht gut, wenn wir
voraussetzen, dass der Grundring R ein Korper ist — was wir jetzt tun, und wir

schreiben dann auch K statt R.

Satz 4.4.2 (GauB3-Normalform; Gauf3-Algorithmus)

Es seien K ein Korper und A € KP*9 eine Matriz. Dann gibt es eine invertier-
bare Matriz C € GL,(K), sodass C - A Gaufi-Normalform hat.

Diese Gauf$-Normalform (nicht aber C'!) ist eindeutig durch A bestimmit.

Beweis. Existenz: Wir beweisen die Existenz von C' induktiv nach der Anzahl p
der Zeilen von A.
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Fiir p = 0 ist nichts zu zeigen, das ist aber auch der Induktionsanfang fiir Puri-
sten.

Wer dem skeptisch gegeniibersteht, wird sich {iber den Fall p = 1 freuen. In
diesem Fall ist entweder A die Nullmatrix und damit schon in Treppenform,
oder A ist nicht 0. Dann gibt es s; := min{j | a;; # 0}. Wenn man nun A mit
der (invertierbaren) 1 x 1-Matrix (a;, ) multipliziert, so ist das Ergebnis eine
Treppenform. Damit ist der Induktionsanfang gemacht — und schon hier brauchen

wir, dass K ein Korper ist.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, es sei p > 2 und die Existenz von C'
fiir alle Matrizen mit p — 1 Zeilen schon gezeigt. Ist A = 0, so sind wir wieder
fertig. Ansonsten wéihlen wir

s1 :=min{y | 3i : a;; # 0}.

Weiter sei
ig := min{i | a;s, # 0}.

Dann ist

Viao ([ [ Avio(—aii)) DA=: | *
iig Do A
0 0
eine Matrix, deren erste von 0 verschiedene Spalte die Spalte e; an der s;-ten
Stelle ist, wobei A € K®P~=V*@=51) und 2 = (z4,41,...,2,) € K@), Dabei
ist D diejenige Diagonalmatrix, die Einsen auf der Diagonale stehen hat, aufler
dem Eintrag a;, ,131 an der ig-ten Stelle.

Die Multiplikation mit D normiert den Eintrag von A an der Stelle (ig, s;) auf
1. Anschlielend sorgen die Additionsmatrizen A;; (—a;;,) dafiir, dass in der s; -
ten Spalte alles auerhalb der 7y-ten Zeile 0 wird. Schliefllich vertauscht V; ;, die
erste Zeile mit der ig-ten.

Nun hat aber A nur noch p—1 Zeilen, sodass die Induktionsvoraussetzung greift
und eine Matrix C' € GL,_;(K) existiert, fir die CA =: T" Treppenform hat.
Diese hat also einen Rang, den wir » — 1 nennen und Spaltenindizes, die wir mit
S9,...,5 bezeichnen.

Nach ist die p x p-Matrix (01 %) invertierbar. Es gilt auflerdem
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und dies ist schon fast eine Treppenform, wenn man von der ersten Zeile absieht.
Diese wird nun noch durch Multiplikation mit den Matrizen A; ;(—z;,1s,) (Wobei
2 <4 < r) an den Stellen, die in der grofien Matrix den Spaltenindizes von A
entsprechen, zu 0 gemacht. Damit erhalten wir: Die Matrix

. 10
C:= HAM’(_ZE#SJ ’ (O 5) ) Vl,io(H Aiig(—aii,)) D
=2 iig

ist invertierbar und T := C' - A hat Treppenform. Der Rang von T ist r, und
die Spaltenindizes sind s1,...,s,, wenn man fiir ¢ > 2 die Groflen s; durch

S; = §i+81

definiert.

Damit ist die Existenz von C' und die der Treppenform gezeigt.

Eindeutigkeit: Wenn C' und C' zwei invertierbare Matrizen sind, fiir die C' - A

und C- A Treppenform haben, dann gilt
C-A=C-C'-.C-A=(C-CY-(C-A),

wobei auch C - C~! invertierbar ist. Zu zeigen ist also fiir die Eindeutigkeit der
Treppenform das Folgende:

Wenn fiir Treppenformen 7" und T eine invertierbare Matrix D existiert, sodass
D-T=T, dann gilt T'="T.

Diese Aussage wollen wir nun beweisen.
Wieder machen wir vollstdndige Induktion nach p.

Wieder ist der Induktionsanfang p = 0 einfach, aber fiir die meisten Leser unbe-
friedigend.

Also schauen wir auch den Fall p = 1 noch an: Es seien T und T 1 x q-
Treppenformen, also Zeilen, deren erster von Null verschiedener Eintrag 1 ist.
Weiter sei d-T = T fiir ein von Null verschiedenes d € K. Dann ist T'= 0 <=
T =0, und wenn T # 0 gilt, haben 7" und T an derselben Stelle den ersten von
0 verschiedenen Eintrag, was d = 1 und damit auch 7' = T impliziert.

Nun kommt der Induktionsschritt. Es sei p > 2 und die Behauptung der Ein-
deutigkeit fiir alle Treppenformen mit héchstens p — 1 Zeilen gezeigt. Es seien
T, T € KP*1 zwei Treppenformen, fiir die ein invertierbares D € KP*P existiert
mit D-T = T. Die Matrix T" habe den Rang r und die Spaltenindizes sy, ..., s,,
T habe den Rang 7 und die Spaltenindizes sy, ..., S;.

Dann ist klar, dass die erste von 0 verschiedene Spalte von D-T' die s;-te Spalte
ist: Alle vorherigen Spalten von 7T sind 0, die s;-te ist e;, und D-e; #0, da D
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invertierbar ist. Andererseits ist die erste von Null verschiedene Spalte von D -T'
die 51-te Spalte, denn D -T =T. Also ist s; = §;, und auflerdem ist

elzf-eslzD-T-eslzD-elz erste Spalte von D.

Damit ist aber D eine Matrix der Gestalt

1 =z -

D= N D e KP-bxP-1)
( 0 D ) Y E Y

und nach dem Hilfssatz [4.2.8 ist D invertierbar.

Nun fiihrt aber D die Treppenmatrix 7', die aus T durch Entfernen der ersten

Zeile entsteht, in die entsprechende Treppenmatrix T iiber, womit diese nach
Induktionsvoraussetzung gleich sind.

Das zeigt aber analog zum Argument fiir s, dass auch die anderen Spaltenindizes
iibereinstimmen, und damit auch die Rénge:

r=7,5=S51,...,8 = Sp.

Dann folgt sofort aus 4.2.4f und [4.3.1] dass fiir 1 < i <7r gilt:

D-ei:D~T~eSi:T~eSi:ei.

Also ist D von der Gestalt

D= < {) Dfr ) , Be KW D, e Kmxem),

Daran sieht man dann aber T = D -T = T , da T" ja von Null verschiedene
Eintrage nur in den ersten r Zeilen hat. O

Definition 4.4.3 (Rang einer Matrix)

Der Rang Rang(A) einer Matrix A € KP*? wird definiert als der Rang der
eindeutig bestimmten Treppenform 7' von Gestalt 7' = C - A, C € GL,(K)
(siche Definition {4.3.1]).

Mit Satz ergibt sich eine Losungsstrategie fiir ein gegebenes Lineares Glei-
chungssystem wie folgt.

Fazit 4.4.4 (Losungsstrategie zur Lésung eines LGS)

Konstruiere fir A € K?*? ein C € GL,(K), sodass CA Treppenform hat.
Berechne dann die spezielle Losung ) von CAz = Cb und die Fundamen-
tallosungen wie in [4.3.3]
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Insbesondere ist Ax = b genau dann losbar, wenn Rang(A) = Rang(A|b) gilt,
wobei (A|b) die p x (¢ + 1) Matrix ist, die aus A entsteht, indem b als letzte
Spalte angehéngt wird. Die Matrix (A|b) heifit erweiterte Matriz.

L(A,b) # 0 <= Rang(A) = Rang(Alb).

Wenn eine Losung existiert, ist sie genau dann eindeutig, wenn Rang (A) = ¢ gilt.
Denn genau dann wird das homogene Gleichungssystem nur von der Null gelost
(es gibt also keine Fundamentallgsungen des homogenen Gleichungssystems), sie-

he [4.3.3] Anders gesagt:
® 4 ist injektiv <= Rang(A) = q.

Fiir gegebenes A gilt: Az = b ist fiir jedes b losbar genau dann, wenn A den
Rang r = p hat. Denn genau dann kann der Rang der erweiterten Matrix durch
keine Wahl von b grofler als Rang (A) werden. Anders gesagt:

4 ist surjektiv. <= Rang(A) = p.

Beispiel 4.4.5 (praktische Durchfiihrung des Gauf3-Verfahrens)

Wir mochten die Matrix A genau so auf Treppenform bekommen, wie es einige in
der Schule gelernt haben. Dabei war wahrscheinlich gar nicht von invertierbaren
Matrizen die Rede, sondern die Zeilenumformungen wurden eben ,nur® als Zeilen-
umformungen eingefiihrt.

Um sich zu merken, welche Matrix man dabei insgesamt an A von links dran-
multipliziert, fithrt man oft zur Buchhaltung die groBere Matrix A = (A|l,)
mit, die aus A durch Anhéngen der p x p-Einheitsmatrix entsteht. Dann gilt
C - (All,) = (C - A|C). Am Ende aller Zeilenumformungen, die man nun mit
A durchfiihrt, bis A Treppenform hat, steht also rechts vom ,, Trennstrich“ die
Matrix C', die man dabei beniitzt hat. Diese ist wie gesagt im Allgemeinen nicht
eindeutig, und man wird oft beim Rechnen von Hand einen anderen Weg gehen
als den, der sich im Beweis von [4.4.2] als allgemein moglich herausstellte.

Nun also ein Zahlenbeispiel. Dazu sei

1
A= 1 e R3*4,
1

DN DN DO
ot W W
O Ot W~

Abzichen der ersten Zeile von der zweiten und dritten fiithrt zu

N O w
RSN
=)

1
0
0

S O N

1
-1
-1

O = O
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wobei wir schon die entsprechende Additionsmatrix neben dem senkrechten Strich
vermerkt haben. Unterhalb der ersten Zeile steht nun der erste von Null verschie-
dene Eintrag in der dritten Spalte, aber nicht in der zweiten Zeile, sondern in der
dritten. Durch Vertauschung dieser zwei Zeilen erhilt man

12 3 4] 1 00
002 2(-101
0001}|-110

Der erste Eintrag in der zweiten Zeile soll fiir die Treppenform ja 1 und nicht 2
sein, also sollten wir durch 2 teilen:

12 3 4 10 0
001 1|-1/2 0 1/2
0001 -11 0

Daran sieht man schon, dass die Treppenform Rang 3 haben wird, und dass die
Stufenindizes 1, 3 und 4 sind. Aber die dritte und vierte Spalte sind noch nicht
es und ez. Dazu zieht man nun geeignete Vielfache der dritten Zeile von den
ersten beiden ab, ndmlich das Vierfache von der ersten und das Einfache von der
zweiten:
3 0 5 —4 0
1 0(1/2 =1 1/2

000 1]-1 1 0
Schliellich zieht man das Dreifache der zweiten Zeile von der ersten ab und erhélt
links vom Strich eine Treppenform:

120 0/|7/2 =1 =3/2

00 10[1/2 —1 1/2

000 1| -1 1 0
Rechts vom Strich steht nun die Matrix

7/2 -1 —3/2
C=1[ 12 -1 1/2
-1 1 0

Diese ist invertierbar, da sie als Produkt von Additions-, Vertauschungs- und
(invertierbaren) Diagonalmatrizen entstanden ist. Es gilt

1200
C-A=10010
0001

Da der Rang von A gleich 3 = 4 — 1 ist, liefert genau eine Fundamen-
tallosung, namlich
-2

1
@) ._

F@ . 0
0
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Soll man zum Beispiel
A-x=e¢e

16sen, so 16st man besser
7/2
CA -z = 061 = 1/2 s
-1
und liest nach die spezielle Losung ab:

7/2
0
1/2
—1

20 —

Dann gilt
L(Ae)) ={z® +tF® |t € R}.

Folgerung 4.4.6 (Regularitit und Rang)

Es seien K ein Korper und A € KP*P . Dann sind dquivalent:

i) A ist requldr.
ii) Rang(A) = p.
iii) 35 € KPP AS =1,

Beweis.

i)= ii) Wenn A invertierbar ist, dann ist A™' - A = I, die Treppenform, die zu
A gehort, und diese hat Rang p, also auch A.

ii) = iii) Wenn A Rang p hat, dann wéhle ein C' € GL,(K), fir das C'A Trep-
penform hat. Die einzige p x p-Treppenform vom Rang p ist die Einheitsmatrix

I,. Alsoist A = C~! und damit auch AC = I,.

iii) =1) Aus AS = I, folgt, dass A(Sb) = b fiir alle b € KP. Daher ist Ax = b
fiir alle b losbar, und A hat nach dem oben gelernten Rang p. Daher gibt es ein
invertierbares C' mit C'A = I,, und nach Multiplikation mit C~! von links folgt
A=C"'eGL,(K). O

Insbesondere liefert damit das GauB-Verfahren eine Moglichkeit, fiir eine regulére
Matrix A die Inverse A~ zu berechnen.



Kapitel 5

Vektorraume

Endlich kommen wir zu den zentralen Objekten der Linearen Algebra. Wir kennen
schon viele Beispiele von Vektorrdumen, ohne aber das Wesentliche, was allen
gemeinsam ist, herausdestilliert zu haben. Das wird nun passieren.

5.1 Grundlegende Definitionen

Definition 5.1.1 (Vektorraum)

Es sei K ein Korper. Ein Vektorraum iber dem Korper K (kurz auch: K-
Vektorraum) ist eine kommutative Gruppe (V,+), fiir die zusétzlich eine Abbil-
dung

K xV —V, (a,v)—a-v

definiert ist (die sog. skalare Multiplikation), sodass die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:
o Firalle veV gilt 1x-v=m.
e Fiir alle a,b€ K und alle v € V gilt a-(b-v) = (a-b)-v.
e Fiir alle a,b € K und alle u,v € V' gilt
a - (u+v) =a-u+a-v,
(a+b) v =a-v+b-v.

Hierbei verwenden wir wieder die Regel ,, Punkt vor Strich®.

Bemerkung 5.1.2 Waihrend explizit gefordert ist, dass 1x-v = v fiir alle v € V,
wird iiber O - v nichts ausgemacht. Das ist aber auch gar nicht nétig, denn mit
n =0 -v gilt:

n=0g v=0g+0g) v=0xg-v+0g-v=n+n.

85
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Addiert man hier links und rechts das additiv Inverse zu n in der Gruppe V', so
folgt
n = Ov.

Wir haben also bewiesen, dass in einem K -Vektorraum V' gilt:
YoeV :0g-v=0y.

Im Weiteren werden wir sowohl fiir Ox als auch fiir 0y und fiir alle méglichen
weiteren Nullen nur 0 schreiben und hoffen, dass der Kontext klart, welche Null
jeweils gemeint ist.

Beispiel 5.1.3 (mein erster Vektorraum)
Es sei K ein Korper.

a) K selbst ist beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe. Wenn man die
Korpermultiplikation als skalare Multiplikation benutzt, kann man K selbst als
einen K -Vektorraum auffassen. Dies sollte man auch immer wieder tun.

b) Fiir eine natiirliche Zahl d ist V := K? ein K -Vektorraum, wenn man die
skalare Multiplikation

T T a-x
K xV —V, (a| ¢ |)—a- : =
T T a-Tyq
aus [4.1.11] benutzt. Die Axiome fiir die skalare Multiplikation folgen unmittelbar
aus dem Assoziativ- und Distributivgesetz von K (siche K ist ja auch ein

Ring), da man Komponente fiir Komponente die skalare Multiplikation aus a)
hat.

Spezialfille: die R-Vektorriume R? (,Ebene“) und R? (, Anschauungsraum®).

c¢) Noch allgemeiner (siehe|1.3.10| warum das allgemeiner ist!) sei M eine beliebige
Menge und V' := Abb(M, K). Dann ist V durch ,punktweise Addition eine
kommutative Gruppe:

Vf,g€V,.YmeM:(f+g)(m):=f(m)+g(m).
Nun wird die skalare Multiplikation wie folgt eingefiihrt:
Vae K, feV:¥YmeM:(a-f)(m):=a-(f(m)).

Dadurch ist offensichtlich a - f wieder eine Abbildung von M nach K, also ein
Element von V. Die geforderten Eigenschaften der skalaren Multiplikation folgen
wieder aus den Ringeigenschaften von K .
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d) Schliellich sei W ein beliebiger K -Vektorraum und M eine beliebige Menge.
Dann ist V' := Abb(M, W) ein K -Vektorraum, wobei die Addition und skalare
Multiplikation wieder ,punktweise“, also fiir jedes m € M einzeln, festgelegt
wird (genauso wie in ¢)).

e) Ein etwas exotischer anmutendes Beispiel fiir einen Vektorraum ist R als Q-
Vektorraum, wobei die Addition die iibliche ist, und die skalare Multiplikation
die Einschriankung der iiblichen Multiplikation von R x R nach @Q x R ist.

f) Allgemeiner ist jeder Ring A, der einen Korper K als Teilring enthélt, ein K -
Vektorraum durch Einschrankung der Multiplikation von Ax A nach K x A. Dies
gilt zum Beispiel fiir den Polynomring K[X] und fiir den Matrizenring K"™*".

Um noch mehr Beispiele von Vektorrdumen konstruieren zu kénnen (und weil es
inhaltlich ohnehin wichtig ist), fiihren wir als néchstes den Begriff des Untervek-
torraums ein.

Definition 5.1.4 (Untervektorraum)

Es seien K ein Korper und V' ein K -Vektorraum. Ein ( K -) Untervektorraum
von V ist eine Teilmenge U C V', die beziiglich der Addition eine Untergruppe
von V ist und fiir die gilt:

Vaoe K,ueU:a-uel.

Dann ist also U selber auch ein Vektorraum. Um U von beliebigen Teilmengen
von V' in der Notation zu unterscheiden, schreiben wir oft U < V.

Hilfssatz 5.1.5 (Untervektorraumkriterium)

Es seien K ein Korper, V' ein K -Vektorraum, und U C V. Dann sind die
folgenden zwei Aussagen dquivalent:

i) U st ein Untervektorraum von V .

ii) U st nicht leer, Yui,ug €U :uy +us €U und Ya € K,u € U :a-u € U.

Beweis. Wir zeigen, dass jede der Aussagen die jeweils andere impliziert.

i) = 1) : Zunéchst nehmen wir also an, U sei ein Untervektorraum. Dann ist U
eine Untergruppe von V', also nicht leer. Aulerdem ist U eine Untergruppe, also
unter Addition abgeschlossen. Die dritte Bedingung aus i) wird in der Definition
von Untervektorraum explizit auch gefordert. Demnach gilt 7).

it) = 1) : Nun ist U nicht leer. Mit u € U ist auch (—1)-u € U, aber das ist
additiv invers zu u, denn mit folgt

u+(—1)-u=(14+(-1) - u=0-u=0.
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Also ist mit v auch —u in U. Dann sind aber mit u,us auch ui, —us in U,
und damit wegen der Annahme i) auch u; + (—ug) = uy — us.

Nach dem Untergruppenkriterium ist also U eine Untergruppe. Wegen des
Rests von i) ist es dann sogar ein Untervektorraum. O

Bemerkung 5.1.6 (Durchschnitt von Untervektorrdumen)

Es seien V' ein K -Vektorraum, I eine nichtleere Menge, und fiir jedes ¢ € I sei
U; ein Untervektorraum von V. Dann ist

v

iel
ein Untervektorraum von V. Der Nachweis geht &hnlich wie in fiir Unter-
gruppen.

Beispiel 5.1.7 (noch mehr Vektorrdume)

a) Fiir jede Matrix A € KP*? ist die Losungsmenge L£(A,0) des zugehorigen ho-
mogenen linearen Gleichungssystems ein Vektorraum. Denn es ist eine Teilmenge
des Vektorraums K, fiir die die Bedingungen aus Teil ii) des Untervektorraum-
kriteriums erfiillt sind.

Die Menge aller b € KP?, fiir die £(A,b) nicht leer ist, ist ein Untervektorraum
von KP?.

b) Die Menge aller stetigen Abbildungen von einem (festen) Intervall I nach R
ist ein R-Untervektorraum von Abb (I, R).
¢) Nun sei V = R?. Was sind die Untervektorrdume dieses R-Vektorraums?

Wie immer, so gibt es auch hier die Untervektorrdume {0} und V. Welche sonst
noch? Es sei U C V' ein Untervektorraum, der keiner der beiden genannten ist.

“), und mit ihm

Dann liegt in U sicher ein von 0 verschiedener Vektor u = (b

auch alle Vielfachen, also
R-u:={r-u|reR} CU.

Es ist klar, dass R - u selbst schon ein Untervektorraum ist. Nun ist die Behaup-
tung, dass U = R-u. Dazu miissen wir noch U C R-u zeigen, und nehmen dazu
an, wir hatten einen Vektor v = (ccl) eUNR-u.

Im Fall a # 0 folgt hier d # bc/a, da sonst ja

()i e

Analog folgt fiir b # 0, dass ¢ # ad/b.
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Da aber a und b nicht beide Null sein kénnen (wegen u # 0) folgt insgesamt
auf jeden Fall
ad — be # 0.

bd ad—bc  \-b a

Die Matrix A = (“ C) ist dann reguldr, denn (siehe ' At =1L ( d _C)
ist dazu invers. Fiir ein w € V sei A~'w = ($). Dann gilt

S'U—Ft'U:A'(j) —A-A' w=w.

Also ist w in jedem Untervektorraum von R?, der « und v enthiilt.

Das heifit aber: sobald im Untervektorraum U C V = R? noch ein Vektor aufier-
halb R - u liegt, muss U =V gelten, was ausgeschlossen war.

Im Vektorraum R? gibt es genau die folgenden Untervektorrdume:

{0}, R?, und R - u, wobei u € R? . {0}.

Insbesondere hat R? unendlich viele Untervektorriume. Die letztgenannten in der
Liste heiflen ,, Geraden“, auf Lateinisch also ,,linea“, was die Hélfte des Namens der
Vorlesung erklért. (Die andere Hilfte kommt aus dem Arabischen und bedeutet
so etwas wie ergédnzen oder heilen.)

Die Diskussion des letzten Beispiels legt es nahe, fiir eine endliche Teilmenge
{v1,...,v,} des Vektorraums V' die folgende Menge anzusehen:

Ho,...,v.)) = {Zam | o € K}.

Es ist klar, dass dies ein Untervektorraum von V' ist, und zwar der kleinste
Untervektorraum von V', der {vi,...,v,} enthdlt. Allgemeiner definiert man
das Erzeugnis wie folgt:

Definition 5.1.8 (Erzeugnis, Linearkombination, Triger)

Es sei M C V Teilmenge eines K -Vektorraums V. Dann heif3t fiir eine Abbil-
dung o : M — K, die fiir alle bis auf endlich viele Elemente m € M den Wert
0 annimmt, die (endliche!) Summe

Za(m)-mEV

meM

eine Linearkombination von M .
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Die Menge (M) aller Linearkombinationen von M heifit das (Vektorraum-)Er-
zeugnis oder auch die lineare Hiille von M .

M heiBt ein Erzeugendensystem von (M).

Die Bedingung, dass « fiir alle bis auf endlich viele Elemente m € M den Wert
0 annimmt, formulieren wir in Zukunft kiirzer so: a hat endlichen Tréager. Dabei
ist der Trdager von a € Abb(M, K) die Menge aller m € M mit a(m) # 0.

Bemerkung 5.1.9 a) Vorsicht: Vergleiche die Notation (M) mit der aus Defi-
nition 2.2.7] Aus dem Kontext wird hoffentlich immer klar sein, wann das Grup-
penerzeugnis und wann das Vektorraumerzeugnis gemeint ist. Ein Ausweg wire
es, fiir das Vektorraum-Erzeugnis von M die Notation (M)x_vr zu benutzen.

b) (M) ist der kleinste Untervektorraum von V', der M enthilt. Es gilt
(My= (1 U
MCU<V

Das ist der Durchschnitt aller Untervektorrdume von V', die M als Teilmenge
enthalten.

c¢) Fiir eine Menge M und einen Korper K ist
Abb(M, K)o :={f € Abb(M, K) | f hat endlichen Tréger}

ein Untervektorraum von Abb (M, K). Er wird erzeugt von der Menge aller Funk-
tionen mit einelementigem Tréger. Es gilt

Abb(M, K)o = Abb(M, K) <= #M < oo.

d) Wenn M nur aus einem Element m besteht, so schreibt man statt ({m})
suggestiver K -m (wie in Beispiel ))-

Beispiel 5.1.10 (Die endlichen Erzeugendensysteme von K?)

Es seien vy,...,v, € K? und A € KP*? die Matrix mit den Spalten vy,...,v,.
Dann gilt
K? = (vy,...,v,) <= Rang(A) =p.

Denn die Bedingung auf der rechten Seite ist nach gleichbedeutend damit,
dass fiir jedes u € K? das LGS

A d=u

eine Losung A hat, u sich also als uw = Y7 | \;u; schreiben ldsst.
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Definition 5.1.11 (Summe von Untervektorrdumen)

Es sei V' ein K -Vektorraum, I eine Indexmenge und fiir jedes i € I sei ein
Untervektorraum U; von V' gegeben. Dann ist

die Summe der U;, ¢+ € I. Das ist der kleinste Untervektorraum, der alle U;
enthélt.

Speziell gilt fiir I = {1,...,n}:
ZUzz{U1+UQ++un‘VZUlEUZ}
i=1

Vorsicht: In den wenigsten Fallen gilt > U; = UU;.

5.2 Homomorphismen

Wie bei Gruppen, so wollen wir auch zwischen Vektorrdumen Abbildungen be-
trachten, die die Vektorraumstrukturen ,,respektieren®. Praziser sieht das so aus:

Definition 5.2.1 (Vektorraumhomomorphismus)

Es seien K ein Korper und V,W zwei K -Vektorraume. Ein K -Vektorraum-
Homomorphismus (meistens einfach Homomorphismus oder auch ( K -)lineare
Abbildung genannt) von V nach W ist eine Abbildung & : V — W, fiir die
gilt:
Vu,o eV ®(u+v)=0(u)+ P(v),
Vae K,veV: ®(av) = ad(v).

Insbesondere ist ein Vektorraumhomomorphismus also auch ein Gruppenhomo-
morphismus von (V,+) nach (W, +).

Einen bijektiven Homomorphismus nennt man einen Isomorphismus, einen Ho-
momorphismus von V' nach V' einen Endomorphismus von V', und einen bijek-
tiven Endomorphismus nennt man einen Automorphismus von V .

Notationen: Hom (V, W) ist die Menge aller Homomorphismen von V' nach W
(wieder wire Homg _vr(V, W) préaziser, wenngleich mithsamer), End (V') ist die
Menge aller Endomorphismen von V', und Aut (V') die Menge aller Automorphis-
men. Wenn zwei Vektorrdume V' und W isomorph sind (also wenn es mindestens
einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt), dann schreibt man dafiir V' = W. Iso-
morphie ist eine Aquivalenzrelation (auf jeder Menge von K -Vektorrdumen).
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Beispiel 5.2.2 (fiir Homomorphismen)
a) Fiir eine Matrix A € KP*7 ist (siehe |4.1.5))

Oy KT — KPP, v Oy(v):=A-v,

eine K -lineare Abbildung. Das folgt sofort aus den Rechenregeln fiir die Matri-
zenmultiplikation und -addition (siche den Beweis von [5.2.5)).

b) Fiir zwei Untervektorrdume U und W von V ist
Ux W :={(u,w)|uel, weW}

ein Vektorraum mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation. Dann

ist die Abbildung
a:UxW —V, Y(uw)elUxW:a(u,w):=u—w,

ein Homomorphismus von Vektorrdumen.

Der Kern von « (siche ist
Kern(a) = {(u,w) | a(u,w) =0} = {(u,w) | u —w =0} ={(v,v) |v e UNW},

und dies ist via (v,v) +— v isomorph zu U NW.

Das Bild von « ist

Bild(a) = {a(u,w) |[ue Uyw e W} ={u—w|ueUweW}=U+W.

c) Die Abbildung " : KP*¢ — K%  die eine Matrix auf ihre transponierte

abbildet (siehe 4.1.11), ist K —linear.

Bemerkung 5.2.3 (Kern eines Homomorphismus)
Fiir einen Homomorphismus ® : V. — W ist der Kern wie in definiert als

Kern(®) := {v € V | ®(v) =0} = & *({0}).

Dies ist der Kern von ® aufgefasst als Homomorphismus zwischen den additiven
Gruppen (V,+) und (W, +), und daher gilt wieder

® ist injektiv genau dann, wenn Kern (®) = {0}.

Der Kern ist sogar ein Untervektorraum von V.

Bemerkung 5.2.4 (Der Vektorraum aller Homomorphismen)
Hom (V, W) ist ein Untervektorraum von Abb (V, W) (siche fiir die Vektor-

raumstruktur hiervon).
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Denn: Hom (V,W) ist nicht leer, da die Nullabbildung (die alles auf 0 € W
abbildet) offensichtlich dazu gehort. Weiter gilt fir alle ®, ¥ € Hom(V, W) :

Vu,oeV: (P+V)(u+v)=P(utv)+ V(u+v)=
=®(u) + P(v) + ¥(u) + ¥(v) = (D + V) (u) + (P + ¥)(v),
Vae K,veV: (D4 ¥)(av) =--- =a(P + ¥)(v).

Also liegt auch ® + ¥ in Hom (V,W). Ahnlich rechnet man nach, dass fiir alle
a € K und ® € Hom(V,W) auch a® € Hom(V,W). Dann liefert aber das
Untervektorraumkriterium die gewiinschte Aussage.

Wie sieht Hom (V, W) fiir die Vektorrdume aus, die wir am besten kennen, also
fiir die Rdume K?? Noch einmal erinnern wir an ® 4 aus Beispiel [5.2.25). Es gilt:

Hilfssatz 5.2.5 (Hom (K, K?) = KP*1)
Es seien p,q natirliche Zahlen und K ein Kérper. Dann ist die Abbildung
KP**35 A &4 € Hom(KY, K?)

ein Isomorphismus von K -Vektorriumen.

Beweis. Zunéchst miissen wir kldaren, dass fiir jede Matrix A die Abbildung & 4
tatsédchlich ein Homomorphismus ist. Das ist aber nach den Rechenregeln fiir die
Matrizenmultiplikation (siehe [4.1.9|und [4.1.11)) klar:

Vo, vg € K7: Pa(vy+ve) =A-(v1+v9) =A v+ A0y
= &4 (v1) + Pa(va),
Vae K,ve K7: ®y(av) =A-(av) =a-Av=a-Ps(v).

AufBlerdem ist klar, dass A — ® 4 eine injektive Abbildung ist, denn fiir 1 <7 <g¢
ist ®(e;) die i-te Spalte von A (siehe(4.2.4]). Also stehen verschiedene Matrizen
fiir verschiedene Homomorphismen.

Dies legt aber auch nahe, wie die Umkehrabbildung auszusehen hat. Dazu sei
U € Hom(K1Y, KP) beliebig und fir 1 <i < ¢ sei v; := ¥(e;) € KP. Weiter sei
A die Matrix

A= (v vy ... v,) € KP*.

Jedes © € K7 lasst sich schreiben als

X

q
r = : = E Zj€j,
J=1
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und das fiihrt zu

q

\I’(Z') = ‘IJ<Z xjej) = Z\I[(xjej) = Zfﬂj\p(ej) = Zl’jvj = ijAej =A.-z.

Jj=1 J=1

Also folgt ¥ = & 4.

Wir miissen nun nur noch zeigen, dass die Zuordnung A — ®,4 ein K -lineare

Abbildung ist.

Dazu seien A, B € KP*1. Aus kennen wir die Gleichheit ® 4,5 = P4+ Pp,
die wir brauchen.

Weiter seien a € K und A € KP*?. Dann gilt fiir alle z € K9 :
Doa(z) = (aA) -z =a- (Az) = aD (),

und daher auch ®,4 = ad 4.

Damit ist alles gezeigt. O

5.3 Basen

Ein abstrakter Vektorraum ist zunéchst einmal etwas, worin man nicht konkret
rechnen kann. Wenn man das will, sollte man sich ein Modell des Vektorraumes
verschaffen, das konkreten Rechnungen zugénglich und zum gegebenen Vektor-
raum isomorph ist. Eigentlich ist genau das der Grund, den Begriff der Basis
einzufiihren. Spéater werden wir lernen, wie man , geeignete” Basen fiir spezielle
Untersuchungen wihlt, sich also von einer einmal getroffenen Wahl wieder befrei-
en kann, wenn diese sich als ungeschickt erweisen sollte.

Definition 5.3.1 (Basis)

Es seien K ein Koérper und V' ein K -Vektorraum. Eine Teilmenge B C V
heifit eine Basis von V', falls sich jeder Vektor v € V auf genau eine Art als
Linearkombination von B schreiben lasst:

Yo eV : JAE€ABD(B, K)g:v =Y Ab)-b.

beB

Beispiel 5.3.2 (Basen von K7?)

Im vorletzten Abschnitt hatten wir alle Untervektorriume von R? aufgelistet
und dabei mit iiberlegt, dass fiir jedes u # 0 in R? und jedes v € R - u gilt:

R? = (u,v).
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Da die Matrix (u | v) € R?*? Rang zwei hat, lisst sich jedes x € R? auf eindeutig
bestimmte Art als Linearkombination von v und v schreiben. Also ist {u,v} eine
Basis von R?.

Allgemeiner besitzt eine Basis B von KP? hochstens p Elemente, denn sonst
enthilt sie p + 1 Elemente vy,...,v,41, und nach gibt es eine von 0 ver-
schiedene Losung des homogenen LGS

T1U1 + TV + -+ -+ Tpyp1Up1 = 0.

Also lisst sich der Nullvektor nicht eindeutig darstellen.

Eine Teilmenge des K? aus ¢ Elementen vy, ..., v, ist genau dann eine Basis von
KP?, wenn fiir die Matrix A mit Spalten vy,...,v, die Abbildung ®, bijektiv
ist. Denn genau dann lésst sich jedes w € K? auf genau eine Art als

A1
w= A+ Avg = Pa(| 1 |)
A

q

schreiben. Wegen ist die Bijektivitdt von ®,4 dazu dquivalent, dass p =
Rang(A) = ¢, also dazu, dass ¢ = p und dass A invertierbar ist.

Fazit 5.3.3 ’Jede Basis von K? hat genau p Elemente.

Vorbehaltlich der Frage, ob jeder K -Vektorraum eine Basis hat, gilt der folgende
Sachverhalt.

Hilfssatz 5.3.4 (V = Abb(B, K)g)

Es ser V' ein K -Vektorraum mit einer Basis B. Dann gibt es einen Isomorphis-
mus zwischen Abb(B, K)o und V .

Beweis. Die Abbildung
A:ABB(B,K)g — V, A= Y _A(b) - b,
beB

ist linear. Da sich jedes v € V' als Linearkombination von B schreiben lasst, ist
sie surjektiv. Da diese Moglichkeit eindeutig ist, ist A injektiv. Also ist A ein
[somorphismus. O

Bemerkung 5.3.5 (Koordinatenvektor)

Die Umkehrabbildung zu A aus dem eben vorgefithrten Beweis nennen wir

Dp : V — Abb(B, K),.
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Fiir ein v € V' heifit die Abbildung Dg(v) der Koordinatenvektor von v beziiglich

der Basis B, der Isomorphismus Dp heifit die Koordinatenabbildung beziiglich
der Basis B.

Konkreter gehen wir auf den Fall ein, dass B endlich viele Elemente hat. Es
sei B = {by,...,b,} mit ¢ Elementen. Wir identifizieren die Abbildungen von
B nach K mit den ¢-Tupeln in K. Dabei kommt es auf die Reihenfolge der
Basisvektoren entscheidend an! Man benutzt eine geordnete Basis.

Al
DB(’U) :DB()\lbl—f-—|—)\qbq)é € K1,
)\q

Definition 5.3.6 (Lineare Unabhingigkeit)

Eine Teilmenge M C V des K -Vektorraums V heifit linear unabhdngig, wenn die
einzige Moglichkeit, den Nullvektor als Linearkombination von M zu schreiben,
die triviale ist:

YA € Abb(M, K), [ZA :0<:>/\:0]

meM

Ansonsten heifit M linear abhdngig.

Beispiel 5.3.7 (Konkretisierung im K?)

Wie nun schon fast {iblich seien v,...,v, € K? und A € KP*? die Matrix
mit den Spalten vy,...,v,. Dieses Mal seien die Vektoren paarweise verschieden.
Dann gilt

{v1,...,v,} ist linear unabhéngig <= Rang(A) = q.

Denn die rechte Seite ist nach damit gleichbedeutend, dass £(A,0) = {0},
und das ist genau die lineare Unabhéngigkeit der Menge {vy,...,v,}.

Satz 5.3.8 (charakterisierende Eigenschaften einer Basis)

Es sei V' ein Vektorraum tiber dem Korper K. Dann sind fir B C 'V die fol-
genden Aussagen dquivalent:

i) B ist eine Basis.

ii) B ist mazimal unter den linear unabhingigen Teilmengen von V', d.h. jede
echt grifsere Teilmenge von V' ist linear abhdngig.

ii1) B ist minimal unter den Erzeugendensystemen von V', d.h. jede echte Teil-
menge von B ist kein Erzeugendensystem von V.
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i) B st ein linear unabhingiges Erzeugendensystem.

Beweis.
i) = ii)
Wenn B eine Basis ist, so ist B auch linear unabhéngig, denn der Nullvektor
lasst sich eindeutig als Linearkombination von B darstellen. In jeder Teilmenge

M von V, die B enthélt aber ungleich B ist, gibt es einen Vektor v € M ~\ B.
Dieser Vektor lésst sich als Linearkombination von B schreiben:

v=> Ab)-b.
Setzt man A(v) = —1 und A(m) =0 fir m € M ~ (BU{v}), so folgt

0= Z A(m) - m,
meM
also ist M nicht linear unabhéngig, sobald es wirklich grofler als B ist.
i) = iii)
Nun sei B also maximal unter den linear unabhingigen Teilmengen von V.
Eine echte Teilmenge S von B kann dann nicht V' erzeugen, denn sonst wére

b € B~ S eine Linearkombination von S, und man erhielte dhnlich wie fiir M
gerade eben, dass B nicht linear unabhéngig ist.

Andererseits ist fiir v € V \. B die Menge B U {v} linear abhingig, also gibt es
eine Abbildung A € Abb(B, K)q und ein p € K, sodass

vt > AD) b =0, wobei (1, \) # (0,0) € K x Abb(B, K)q.

Wire p =0, so wire A\ # 0, und B wiére linear abhéngig. Also ist u # 0, und
wir konnen schreiben:

v==S"uA®b) b e (B),

beB
das heifit: V' = (B). Also ist B ein Erzeugendensystem, aber keine kleinere
Menge erzeugt V.
i) = iv)
Nun sei B minimal unter den Erzeugendensystemen, das heifit: keine kleinere
Menge erzeugt V.

Annahme: B ist nicht linear unabhéngig.
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Dann gibt es ein 0 # A\ € Abb(B, K)y mit

> Ab) - b=0.

beB

Aus den beteiligten b’s wéhlen wir ein by mit A(by) # 0, und dieses ist dann
eine Linearkombination der {ibrigen:

bo=— > Abo) "A(b)b.

bo#beB

Damit sieht man, dass B~ {by} V erzeugt, denn der kleinste Untervektorraum,
der B~ {bp} enthilt, enthdlt auch by und damit (B) = V. Da B aber ein
minimales Erzeugersystem ist, folgt ein Widerspruch, und B ist — entgegen der
Annahme — linear unabhéngig.

iv) = i)
Nun sei B ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem. Dann lédsst sich jedes
v € V als Linearkombination von B schreiben. Fiir A, u € Abb(B, K)q gelte

v=>3 _Ab)-b=> pub)-b.

beB beB

Dann erhalten wir

0=v—v="3"(\®)— (b))

beB

also A = pu, da B linear unabhéngig ist. Also ist die Darstellung von v als
Linearkombination eindeutig und B ist Basis von V. O

Folgerung 5.3.9 (Existenz einer Basis)

Der K -Vektorraum V' besitze ein endliches Erzeugendensystem. Dann gelten:
a) V hat eine Basis.
b) Jedes endliche Erzeugendensystem von V' enthilt eine Basis von V.

c) Jede linear unabhingige Teilmenge von V' ldsst sich durch Hinzunahme
endlich vieler Vektoren zu einer Basis ergdnzen.

d) Je zwei Basen von V' besitzen gleich viele Elemente.

Beweis.

a) folgt aus b). Aussage b) gilt, da jedes endliche Erzeugendensystem auch ein
minimales Erzeugendensystem enthalten muss. Entfernt man nédmlich einen Vek-
tor aus dem FErzeugendensystem, der sich als Linearkombination der anderen
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schreiben lasst, so bleibt ein kleineres Erzeugendensystem iibrig. Dieses Vorge-
hen wiederholt man, bis ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem entstanden
ist.

c) Da V eine endliche Basis B besitzt, ist die Koordinatenabbildung Dp ein
Isomorphismus von V' mit dem Vektorraum K? (fiir p = |B|). Eine linear un-
abhéangige Teilmenge M von V wird hierbei auf eine linear unabhéngige Teil-
menge von KP abgebildet, hat also wegen hochstens p Elemente. Wenn
diese noch nicht V' erzeugen, wihlen wir ein Element v € V' ~ (M) aus. Dann
ist M U{v} linear unabhéngig und hat damit hochstens p Elemente. So fahren
wir fort und haben nach spétestens p — |M| Schritten eine linear unabhéngige
Teilmenge von V' erreicht, die maximal unter den linear unabhingigen ist, da
jede groBere Teilmenge mindestens p + 1 Elemente enthalt.

d) Da nach jede Basis von K? genau p Elemente enthilt, enthilt auch jede
Basis von V' genau p Elemente, wenn es mindestens eine Basis mit p Elementen
gibt. Also enthalten alle Basen gleich viele Elemente. O

Definition 5.3.10 (Dimension)

Essei V' ein K -Vektorraum, der ein endliches Erzeugendensystem enthélt. Dann
wird die Méchtigkeit einer Basis B von V' die Dimension von V' genannt.

dimg (V) == |B.

Nach der letzten Folgerung ist diese Grofie von der Wahl einer Basis nicht abhén-
gig, sondern nur davon, dass es iiberhaupt eine endliche Basis gibt. V' heif3t dann
auch endlichdimensional. Wenn V' kein endliches Erzeugendensystem besitzt,
nennt man V' unendlichdimensional.

Bemerkung 5.3.11 (Unendliche Dimension)

Jeder Vektorraum besitzt eine Basis. Dass dies auch fiir Vektorraume gilt, die
nicht endlich erzeugbar sind, folgt aus dem Auswahlaxiom. Wir werden darauf in
§5.6 zuriickkommen.

Hilfssatz 5.3.12 (Monotonie der Dimension)

Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tber dem Kérper K. Dann ist
jeder Untervektorraum U wvon V' endlichdimensional, und es gilt

Gleichheit der Dimensionen gilt genau dann, wenn U = V.

Beweis. Es sei M C U linear unabhéngig. Dann hat M nach ) hochstens
dimg (V') Elemente, also gibt es eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von
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U und damit eine endliche Basis. Diese lasst sich zu einer Basis von V' ergénzen
und hat damit hochstens dimg (V') Elemente. Das zeigt die Behauptung. (O

Beispiel 5.3.13 (noch einmal der R?)

Wir haben in[5.1.7c) gesehen — damals etwas mithsam — wie die Untervektorrdume
von R? aussehen. Das fiigt sich jetzt nahtlos in unser Bild ein. Es gibt Untervek-
torrdume von Dimension 0 (némlich {0} ), Dimension 1 (ndmlich die R-u, u # 0)
und Dimension 2 (ndmlich R? selbst), und keine anderen.

5.4 Summen von Untervektorriumen

Definition 5.4.1 (direkte Summe von Untervektorrdumen)

Es seien V' ein K -Vektorraum und U, ..., U, Untervektorrdume von V. Dann
ist die Summe von Uy, ..., U, in[5.1.11| definiert.

Diese Summe heifit eine direkte Summe, wenn gilt:
Vu, €U s lug +us+ -+ u,=0=u; =0,uy, =0,...,u, =0].

Das heifit, dass es nur eine Moglichkeit gibt, den Nullvektor als Summe von
Vektoren w; € U; zu schreiben. Insbesondere gilt im Falle der Direktheit der
Summe fiir 1 <1 # j <n die Gleichheit U; N U; = {0}.

Falls die Summe direkt ist, so schreibt man auch @@, U; statt Y., U;.

Beispiel 5.4.2 (Basen und Direktheit von Summen)

a) Essei B = {by,...,bs} eine Basis des d-dimensionalen Vektorraums V. Dann
gilt
d

V=K b=

=1

Klar, das ist gerade die Definition der Basis.

b) Wenn die Summe der U; direkt ist und in jedem U; eine Basis B; gewéhlt
wurde, dann sind diese Basen paarweise disjunkt (haben also leeren Durchschnitt)
und ihre Vereinigung ist eine Basis von €D, U;. Das bedeutet im Fall endlicher
Dimension

i=1 i=1
c) Wenn umgekehrt die Gleichung

i=1 1=1
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gilt und Basen der U; gewéahlt sind, so ist ihre Vereinigung ein Erzeugendensy-
stem von Y ., U;, und da die Kardinalitét dieser Vereinigung sicher nicht grofier
ist als die Summe der Dimensionen, muss die Vereinigung der Basen disjunkt sein
und eine Basis des Summenraumes liefern. Im Endlichdimensionalen gilt also

>, U; ist genau dann eine direkte Summe, wenn gilt:

1=1 =1

Hilfssatz 5.4.3 (Dimensionsformel)

FEs seien U und W endlichdimensionale Untervektorrdume des K -Vektorraumes
V. Dann gilt

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

Beweis. Es sei By eine Basis von U N W . Diese lésst sich nach ¢) zu einer
Basis B von U ergénzen sowie zu einer Basis C' von W. Es gilt dann, dass
BNC = By, denn die Elemente von BN C' liegen ja alle in U N'W, also in dem
von B; erzeugten Vektorraum. Auflerdem ist B U C' linear unabhéngig. Denn
aus

Z Mo =0, \ €K,

veBUC

folgt
Z AU = — Z AU,
veB veC~By

Die rechte Seite liegt in W, die linke Seite in U , also sind linke und rechte Seite im
Durchschnitt UNW. Das geht fiir die rechte Seite nur, wenn alle \,, v € C'\. By,
verschwinden (also Null sind). Damit sind aber iiberhaupt alle A,’s Null, also
B UC linear unabhéngig. Also ist B U C' eine Basis von U + W, und es gilt

dim(U+W) =|BUC|=|B|+|C|—|BnC|
= dim(U) 4+ dim(W) — dim(U N W).

O

Definition 5.4.4 (komplementirer Untervektorraum)

Es sei U ein Untervektorraum des Vektorraums V. Dann heiit W ein zu U
komplementdrer Untervektorraum in V oder auch Vektorraumkomplement zu U,
wenn

V=UaoW.
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Wenn V' endlichdimensional ist, dann gibt es zu jedem Untervektorraum minde-
stens einen komplementéiren Untervektorraum. Um solch einen zu finden wéhle
man eine Basis By von U und ergénze sie zu einer Basis B von V. Dann ist der
von B\ By erzeugte Untervektorraum von V' ein zu U komplementéirer Unter-
vektorraum. Im Allgemeinen wird also ein Untervektorraum sehr viele Komple-
mente haben.

Abschnitt 5.6 zeigt, dass dies auch ohne Endlichkeit der Dimension stimmt.
Fiir jedes Vektorraumkomplement W zu U in V gilt UNW = {0} und wegen
£.4.2] haben wir die Formel:

dim(U) + dim(W) = dim(V).

5.5 Faktorriaume

Hinfiihrung: was sind und sollen Faktorrdume?

Gegeben seien ein Kérper K und ein Homomorphismus @ : V' — W zwischen
zwei K -Vektorrdumen. Aus Hilfssatz wissen wir dann, dass durch

V1 ~ Vg < CI)(Ul) = CI)(’UQ)

eine Aquivalenzrelation auf V definiert wird, und dass die Aquivalenzklasse von
v genau die Menge @1 (®(v)) ist. Das ldsst sich hier konkretisieren: es gilt ja

P(v1) = P(vy) < v1 — vy € Kern(P),
also ist die Aquivalenzklasse von v genau die Menge
[v] = v+ Kern(®) = {v+ k| k € Kern(P)}.

Bitte vergleichen Sie das mit Hilfssatz [4.1.2; man sollte sich fiir diese Aquivalenz-
klassen interessieren!

Wenn @ surjektiv ist, vermittelt die Abbildung ® eine Bijektion ® zwischen der
Menge V/ ~ aller Aquivalenzklassen und der Menge W . Leichter sicht man viel-
leicht, dass ®~! jeder einelementigen Teilmenge von W eine Aquivalenzklasse
zuordnet, und dass dies eine Bijektion zwischen W und der Menge der Aquiva-
lenzklassen liefert.

Nun ist aber W ein Vektorraum, und das legt nahe, dass man die Vektorraum-
struktur von W nach V/ ~ | zuriickzieht“. Das heifit, dass wir fiir v,vs € V,a €
K folgende Addition und skalare Multiplikation auf V/ ~ festlegen:

[o1] + [v2] = @7H(D([0n]) + B([va])) = @7H(B(v1) + D(w2)) = [v1 + 2],
a-vy] =0 Had®([v])) = 2 HP(avy)) = [a - vy].
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Mit diesen Verkniipfungen wird V/ ~ ein K -Vektorraum, was wir gleich noch
vorrechnen werden, nachdem wir uns von @ befreit haben.

Die durch ® gegebene Aquivalenzrelation konnen wir bereits berechnen, wenn
wir den Kern von ® kennen. Dieser ist ein Untervektorraum von V.

Definition 5.5.1 (die Menge V/U)

Nun seien K ein Korper, V ein K -Vektorraum und U < V ein beliebiger
Untervektorraum. Dann definieren wir auf V' die Aquivalenzrelation

V]~ Uy <= v — Uy €U.

Dass dies eine Aquivalenzrelation ist, haben wir im Prinzip schon in Beispiel
1.4.5¢) gesehen, bei der Kongruenz modulo n auf den ganzen Zahlen. Dieselbe
Rechnung funktioniert auch hier:

Reflexivitét: Fiir alle v € V' gilt
v—v=0eUl.

Also ist v ~ v.

Symmetrie: Fiir alle v,w € V' gilt:

v~w —v—welU
—w—-—velU
= w ~ .

Transitivitéat: Fiir alle u,v,w € V' gilt:

(u~vAVv~w) = u—veUANv—wel
—u—w=@u—v)+@v—-—w)elU
= u~w.

Eine Aquivalenzklasse dieser Relation nennt man auch eine Nebenklasse von V
modulo U . Die Menge aller Aquivalenzklassen nennen wir V' modulo U und
schreiben daftur V/U.

Man muss sich das vielleicht an einem Beispiel klar machen.

Beispiel 5.5.2 (Kulinarisches)

a) Es seien K =R, V=R3, und U = R - v fiir einen Vektor v # 0. Dann ist
U also die Gerade, die 0 und v verbindet. Die Nebenklassen von V' modulo U
sind genau die zu U parallelen Geraden in V' : Spaghetti-Modell“.
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Wenn U ein zweidimensionaler Untervektorraum von V' ist, dann sind die Ne-
benklassen von V' modulo U genau die zu U parallelen Ebenen in V. Das ist
das ,,Lasagne-Modell“.

b) Das Beispiel fiir leidenschaftliche Matrizenrechner ist das {ibliche: wir nehmen
eine Matrix A € KP*? und U := L(A,0). Dann sind die Nebenklassen von K?
modulo U genau die nichtleeren Losungsraume, also

V/U = {L(A,b) |be KP,Tv e K9: b= Av}.

Insbesondere ist das v, das hier auftaucht, ein Représentant der Klasse £(A,D).

Definition 5.5.3 (Vektorraumstruktur auf V/U)
Es seien V ein K -Vektorraum und U ein Untervektorraum.

Wir wollen zwei Nebenklassen in V/U addieren. Dazu wéhlen wir vy,vy € V
und setzen

[vi] + [v2] = {01 + 02 | 0; € [vi]}
{(Ul +U1) (UQ +U2) | U, U € U}
{(vl—l—vg)—l—u | u € U}
= [v1 + va].

Hier haben wir gleich mitgerechnet, dass diese Addition nicht von v; und w,
abhéngt, sondern nur von den durch sie représentierten Nebenklassen. Wir er-
halten eine wohldefinierte Addition auf V/U.

Ganz dhnlich definieren wir die skalare Multiplikation auf K x (V/U), indem wir
fir « € K*, v € V schreiben:
a-[v]:={a-v|ve}={a-(v+u)|ueU}={(a-v)+u|ueU}=[a-v]
Fiir a = 0 setzen wir

0-[v]:=U=10].

Wieder ist klar, dass diese Definitionen nur von der Aquivalenzklasse von v
abhéngen (deren Elemente ja genau die Elemente v + u, u € U sind!) und
dass somit eine wohldefinierte Abbildung von K x (V/U) nach V/U vorliegt.

Nun rechnet man leicht nach, dass mit diesen Verkniipfungen aus V/U ein Vek-
torraum wird.

Fazit 5.5.4

Mit den Verkniipfungen
[v1] + [v2] := [v1 + v2]
afv] = [aw]
wird aus V/U ein K -Vektorraum.
Dieser heif3t der Faktorraum von V' modulo U .
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Beispiel 5.5.5 (Konstruktion der reellen Zahlen)

Um einzusehen, dass solch eine Konstruktion die Miihe lohnt, soll hier ein voll-
kommen unerwartetes Beispiel erwdhnt werden.

Es sei K = Q und V der Vektorraum der rationalen Cauchy-Folgen. Dieser
Vektorraum lasst sich ohne Riickgriff auf reelle Zahlen definieren! Weiter sei U
der Untervektorraum von V', der aus den Nullfolgen besteht.

Die Analysis sagt uns, dass jede Cauchy-Folge gegen eine reelle Zahl konvergiert,
und zwei Cauchyfolgen liefern denselben Limes genau dann, wenn ihre Differenz
eine Nullfolge ist. Wir haben also eine surjektive (und Q-lineare) Abbildung von
V nach R, die einer Folge ihren Grenzwert zuordnet. Der Kern dieser Abbildung
ist U.

Allerdings sagt uns die Analysis in aller Regel nicht, was eine reelle Zahl ist, oder
wieso es einen Korper mit diesen Eigenschaften gibt!

Man konnte jetzt den Spiefi umdrehen und die Menge der reellen Zahlen als V/U
definieren, darauf gibt es dann eine Addition (wie stets in einem Faktorraum),
eine Multiplikation (wie in c)), eine archimedische Anordnung, und V/U
ist vollstédndig (was zu zeigen bliebe). Man kann also ein mathematisch konsi-
stentes Modell fiir die reellen Zahlen konstruieren, indem man durch solch eine
Quotientenbildung die Eigenschaften erzwingt, die man haben will.

Dieses Verfahren findet sich sehr haufig, in aller Regel dann, wenn der Vektorraum
V', den man gerade hat, zu viel an Information enthélt und man einiges davon
vergessen mochte. Bei den reellen Zahlen , vergisst* man, auf welche Art man sie
durch eine rationale Cauchy-Folge approximiert.

Moral: Oft ist es so, dass sich mathematische Objekte mit ,erhofften Eigen-
schaften auf diese Art aus bereits bestehenden Objekten herleiten lassen. Das
allgemeine Vorgehen der Faktorbildung (oder Quotientenbildung) trigt oft dazu
bei, dass man nicht erst langwierig jedesmal neu Strukturen legitimieren muss.
Wenn man es richtig anfangt, dann ,ererben” sie sich von den Ausgangsobjekten.
So etwas werden wir zum Beispiel in noch einmal sehen.

Bemerkung 5.5.6 (kanonische Projektion)

Gleich kommt eine der Hauptanwendungen der Bildung des Faktorraums. Diese
besteht darin, dass man einen gegebenen Homomorphismus von V' nach W ohne
grofle Willkiir zerlegt als Produkt von drei Abbildungen, deren erste surjektiv,
die zweite ein Isomorphismus und die dritte injektiv ist. Diese Schritte kann man
dann einzeln analysieren.

Zuerst halten wir fest, dass fiir jeden Untervektorraum U von V' die Abbildung

vV —V/U, v ] =v+U,
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ein surjektiver Vektorraumhomomorphismus ist. Die Linearitédt folgt sofort aus
der Definition der Vektorraumstruktur von V/U. Die Surjektivitét ist klar, weil
esin V/U gar keine Elemente auler den Nebenklassen [v] mit v € V' gibt, und
die werden alle von 7y getroffen. Der Kern von my,y ist gerade U.

myu heifit die kanonische Projektion von V' auf V/U.

Satz 5.5.7 (Homomorphiesatz)

Es seien K ein Korper, VW Vektorraume iber K, und ® € Hom(V,W). Es
sei U < Kern(®) ein Untervektorraum.

a) Es gibt genau eine lineare Abbildung
O V/IU — d(V)<W,

sodass gilt:

Yo eV : ®v) = d([v]).

b) Wenn sogar U = Kern(®) gilt, dann ist die Abbildung ® ein Isomorphis-
mus zwischen V/U und ®(V).

Beweis.

a) Zunéchst ist klar, wie ® 7zu definieren ist, wenn es iiberhaupt geht. Die Formel
steht ja schon da: _
Yo eV d([v]) :== ®(v).

Wir miissen nachpriifen, ob diese Vorschrift wohldefiniert ist, das heifit, ob tat-
siachlich fiir jede Klasse [v] € V/U nur ein Wert herauskommt, oder ob dieser
vom gewihlten Reprédsentanten v abhingt.

Wir nehmen also an, es gelte [v;] = [vp]. Dann gilt v; — vy € U C Kern(®).
Damit folgt aber
O (v1) — P(vg) = P(v; —vg) =0,
also
O (vy) = P(vy).

Das zeigt, dass die Vorschrift fiir & tatsichlich nur von der Aquivalenzklasse
abhéngt, ® also wohldefiniert ist.

Nun rechnen wir nach, dass ¢ linear ist:

Vo, v € Vo @([on] + [vo]) = P([vr +v2]) = P(v1) + P(v2)
N = ®([v1]) + @([wa]),
Vae K,veV: (afv]) = @([av]) = P(aw) = a®(v)
= a®([v])
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Diese Regeln waren nachzupriifen. Also ist ® linear.

b) Nun gelte sogar U = Kern(®). Dann ist noch zu priifen, dass ® ein Isomor-
phismus von V/U nach ®(V) ist.

Surjektivitédt: Klar, jedes w € ®(V') lésst sich schreiben als w = ®(v) fiir (min-

destens) ein geeignetes v € V', also w = ®([v]).

Injektivitit: Aus ®([v1]) = ®([va]) folgt ®(v1) = B(vs), also ®(vy —wvs) = 0, also
vy — v € Kern(®) = U, also [vy] = [vg] in V/U. O

Bemerkung 5.5.8 (ein kommutatives Diagramm)

Es ist recht elegant, die Aussage des Homomorphiesatzes auf folgende Art durch

ein Diagramm zu veranschaulichen. Dazu sei ¢ die Einbettung von ®(V) nach
W, d.h.

L (V) — W, (w) :=w.
Das ist nur ein Kunstgriff, um Definitions- und Bildbereiche der beteiligten Ab-
bildungen abzustimmen. Dann gilt nach dem letzten Satz

@zLo&v)owV/U.

Dies malt man so auf:
®

Vv — W
7TV/Ul Te

ViU 2 a(V)

Man sagt, dass dieses Diagramm kommutiert, weil alle moglichen Kombinationen
von Pfeilen, die von einem ersten Eck zu einem (nicht notwendig anderen) zweiten
Eck gehen, dieselbe Abbildung liefern. In diesem Fall ist ja nur die Gleichung

(I):LO&)Oﬂv/U

zu priifen, die wir gerade bewiesen haben.

Bemerkung 5.5.9 (Basis des Faktorraums)

Wenn U C V Vektorrdume iiber K sind, und wenn man eine Basis B von V
hat, die eine Basis By von U enthélt, dann ist

C:={b+U|be B\ By}
eine Basis von V/U. Es gilt ja V = U & (B \ By) und daher

VIU = m(V) = mu(U & (B By)) = (myu(B~ Bu)) = (),
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da U unter my,y auf die Null abgebildet wird. Auflerdem ist C' linear un-
abhéngig, denn aus

D Ae)-e=0, A€ Abb(C, K),,
ceC
folgt

> Db e U = (By),

be BBy
was wegen der linearen Unabhéngigkeit von B zwangslaufig A = 0 nach sich
zieht.

Also ist C ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem und damit eine Basis von
V/U . Insbesondere gilt im endlichdimensionalen Fall

dim(V/U) = dim(V) — dim(U).

Denn nach kann eine Basis von U stets zu einer Basis von V erginzt
werden.

Bemerkung 5.5.10 (zwei Dimensionsformeln)

a) In Beispiel [5.2.2b) hatten wir zwei Untervektorrdume U und W des K-
Vektorraums V' betrachtet und dazu den Homomorphismus

a:UxW—V, Yuw) eUxW:a(u,w):=u—w
studiert.

Der Homomorphiesatz sagt, dass
Bild(a) = (U x W) /Kern(a).

Nun gilt aber nach dass Bild(a) = U + W und Kern(a) =2 U NW. Wenn
V' endlichdimensional ist, so folgt daraus

dim(U 4+ W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).
Das ist ein neuer Beweis von Dimensionsformel [5.4.3]

b) Teil a) ist ein Spezialfall folgender Situation. Es seien V, W zwei K -Vektor-
raume, V' endlichdimensional, ® : V — W ein Homomorphismus. Dann sind
auch Bild (®) und Kern (®) endlichdimensional, und es gilt

Bild(®) = V/Kern(®),
insbesondere also

dim(Bild(®)) = dim(V') — dim(Kern(®)).
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Definition 5.5.11 (Rang eines Homomorphismus)

Es seien V' und W zwei endlichdimensionale Vektorrdume iiber einem Ko&rper
K und ® ein Homomorphismus von V' nach W . Dann heifit die Dimension des
Bildes von ® der Rang von .

Es gilt die Dimensionsformel

Rang(®) + dim(Kern(®)) = dim(V).

Ist A € KP*9 eine Matrix, so gilt fiir die zugehorige lineare Abbildung &4 :
K% — KP? dass Rang(®,) = Rang(A4). Wir werden das noch in diskutie-

ren.

5.6 Existenz von Basen

Wir haben bisher nur im Fall endlich erzeugbarer Vektorrdume gesehen, dass sie
eine Basis besitzen. Dass dies eine sachlich unnétige Einschriankung war (wenn
auch didaktisch gerechtfertigt) soll hier erlautert werden.

Wir wollen dabei nicht wirklich abstrakt iiber geordnete Mengen sprechen, son-
dern uns konkret an der Situation orientieren, die uns interessiert. In vielen
Algebra-Lehrbiichern findet sich allgemeineres zum Lemma von Zorn.

In diesem Abschnitt sei — wie sonst ja eigentlich auch — V' ein Vektorraum iiber
dem Korper K.

Satz 5.6.1 (Stets existiert eine Basis)

Es seien K ein Korper und V' ein K -Vektorraum. Dann existiert eine Basis
von V.

Beweis. Wir bezeichnen mit M die Menge aller linear unabhéngigen Teilmengen
von V. Diese Menge ist nicht leer, da () € M. Eine nichtleere Teilmenge S C M
heifit total geordnet, wenn gilt

VA, BeS: ACB oder BC A.

Fiir eine total geordnete Teilmenge S von M haben wir

UAEM.

AeS

Denn wiére diese Vereinigung linear abhéngig, so enthielte sie eine endliche linear
abhéngige Teilmenge {vy,...,v,}. Jedes v; liegt in einem A;, und da man nur
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endlich viele A; braucht, liegen alle v; auch in

n

U A; = A, (ip geeignet).
i=1
Aber A;, ist linear unabhéngig.

Nun nehmen wir an, es gebe in V' keine Basis. Dann sagt uns Satz [5.3.8], dass
es in M kein maximales Element gibt. Das heifit, fiir alle A € M gibt es ein
va € V A, sodass auch

f(A) 3:AU{1}A}€M

linear unabhéngig ist. Bei der ,,simultanen“ Auswahl der v, benutzen wir das so
genannte Auswahlaxiom. Wir hétten damit eine Abbildung

f " M—M
konstruiert, fiir die gilt:
VAe M:AC f(A), A# f(A).

Der folgende Satz fiithrt dies zum Widerspruch und beendet damit den Beweis
dieses Satzes. O

Satz 5.6.2 (,,Fixpunktsatz von Bourbaki*“) Fir die Menge M aus dem
letzten Satz sei F': M — M eine Abbildung mit

VAe M:ACF(A).
Dann gibt es ein A € M mit F(A) = A.

Beweis. Wie nennen eine Teilmenge & von M zulissig, wenn die folgenden drei
Bedingungen gelten: ) € S, F(S) C S und fiir jede total geordnete Teilmenge
T C S liegt auch die Vereinigung ;.7 in S.

Zum Beispiel ist M selbst zulédssig. Nun sei Sy der Durchschnitt aller zulassigen
Teilmengen von M. Da in jeder zuléssigen Teilmenge auch die leere Menge liegt,
enthélt der Durchschnitt zumindest die leere Menge (als Element!), und aulerdem
gelten auch die beiden anderen Bedingungen der Zuléssigkeit (nachrechnen!). Das
heifit: Sy ist selbst zuldssig und damit die kleinste aller zulédssigen Teilmengen

von M.

Wenn wir nun zeigen konnen, dass Sy total geordnet ist, dann folgt daraus fiir
Th := Urpes, I zum Einen, dass T € Sy das grofite Element von &y ist. Ande-
rerseits gilt aber wegen der Zuléssigkeit F(Tp) € So. Wir bekommen insgesamt

To C F(Ty) € Tp
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und damit die gewiinschte Gleichheit.
Noch zu zeigen ist also die folgende Behauptung
Behauptung: &, ist total geordnet.

Dies gilt, denn: Fiir den Beweis nennen wir A € Sy ein extremales Element, wenn
fir alle B € Sy mit B C A, B # A gilt, dass F(B) C A. Es gibt extremale
Elemente, zum Beispiel A = ().

Fiir ein extremales A setzen wir
Sa:={BeS |BCAVFA) C B}

Dann ist fiir jedes extremale A die Menge Sy zuléssig:

e Die leere Menge liegt in Sy .

o Ist B € Sa, so folgt aus B C A schon F(B) C A, aus B = A folgt
AQF(A):F(B),undauSB@AfolgtACF(A)CBCF( ) Also
gilt fiir jede dieser drei Moglichkeiten F(B) € Sa, folglich F(S4) C S

e Wenn 7 eine total geordnete Teilmenge von S, ist, dann gilt: wenn alle
T €7 in A enthalten sind, dann auch Upc7T, und wenn mindestens ein
T nicht in A enthalten ist, dann ist A C F(T) C F(UrerT). Also gilt

UTeTT € Sy4.

Da aber Sy die kleinste zuléssige Teilmenge von M ist, muss also fiir alle extre-
malen A gelten:

SA = 80.

Nun miissen wir noch zeigen, dass jedes A € Sy extremal ist. Dann folgt namlich
fir B € 802
Be Sy also [BCAJVIACF(A) C B

Das sagt aber, dass Sy total geordnet ist.

Um zu beweisen, dass jedes A € Sy extremal ist, betrachten wir
E:={AeS8| A ist extremal}.
Nun weisen wir nach, dass £ zuléssig ist, und damit gleich &y.
fe&: Klar.
Abgeschlossenheit von £ unter F :

VAe&: VBe S =84, BCF(A): F(B) C F(A).
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Diese letzte Inklusion gilt, da F(A) € B und damit B C A. Nun greift die
Extremalitdt von A.

Nun sei noch 7 C £ total geordnet, und
T.:= T
TeT

Zu zeigen ist T, € £. Sei dazu B € &y, B C T,,. Wenn fiir jedes C' € 7 die In-
klusion F(C) C B gelten wiirde, dann wére T, als Vereinigung von extremalen
Teilmengen selbst eine Teilmenge von B — Widerspruch. Also gibt es ein extre-
males C' € 7 mit F(C) € B, und da Sy = S¢ gilt, folgt daraus zwangsweise
B C C. Aber B # C impliziert dann F(B) C C' C T, und aus B = C folgt
F(B) = F(C) € &, denn & ist unter F' abgeschlossen. Also ist auch in diesem
Fall F(B) C T,,. Damit folgt insgesamt, dass T, extremal ist.

Das beendet den Beweis. (So schnell kann das gehen.) O

Bemerkung 5.6.3 (zum Lemma von Zorn)

Das Lemma von Zorn verallgemeinert den Beweis von Satz und sagt etwas
allgemeiner das Folgende: wenn auf einer Menge M eine Ordnungsrelation gege-
ben ist, und wenn jede nichtleere total geordnete Teilmenge 1" von M eine obere
Schranke besitzt, dann besitzt M ein maximales Element.

Dabei ist eine Ordnungsrelation auf M eine reflexive und transitive Relation <,
fiir die noch dazu gilt:

Ve,ye Mz <yAhy<z|=zx=y.
Eine Teilmenge 7" von M heifit total geordnet, wenn
Ve,yeT:x<yVy<uzx.
Eine obere Schranke von T ist eine Element z € M, sodass
VeeT:x <z,

Eine kleinste obere Schranke von 7' ist eine obere Schranke zy, sodass fiir alle
oberen Schranken z von T gilt:

z0 < 2.
Ein mazimales Element m von M ist eines, fiir das gilt:

VeeM:xz>m=1=m.

In unserem Beispiel ist eben M die Menge der linear unabhéngigen Teilmengen
von V', und < die Inklusionsrelation C . Im Prinzip haben wir am Beispiel den
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allgemeinen Beweis des Lemmas von Zorn vorgefiihrt, wobei im allgemeinen Fall
erst einmal ein Ersatz fiir die leere Menge gefunden werden muss. Dazu verkleinert
man fiir ein beliebiges a € M die Menge M zu

{reM|z>a}

Als obere Schranke einer total geordneten Menge T konnten wir im Beweis von
immer die Vereinigung der Elemente von T verwenden. Das ist eine kleinste
obere Schranke, was das Leben etwas einfacher macht. Im Allgemeinen braucht
man noch einen Extratrick, um die Schwierigkeit zu umschiffen, dass es vielleicht
keine kleinste obere Schranke gibt, auch wenn obere Schranken fiir total geordnete
Teilmengen existieren.

Ansonsten geht der Beweis so durch wie vorgefiihrt: wenn es kein maximales
Element géibe, so gidbe es eine Abbildung F': M — M mit F(x) > x fir alle
x € M. Aber jedes F' mit x < F(z) hat einen ,Fixpunkt“, d.h. es gibt ein xg
mit F(zg) = .

Satz 5.6.4 (je zwei Basen haben gleiche Kardinalitét)

Es sei V' ein Vektorraum tiber K , und B und C' seien zwei Basen von V. Dann
gibt es eine Bijektion zwischen B und C'.

Beweis. Wir betrachten die Menge aller Tripel

(Bl,C’l,fl) . Bl Q B und Cl g C, fl . B1 e Cl leekth,
(B\Bl)ﬂC’l :@,
(B ~\ B;) U} linear unabhéngig.

Wir ordnen die Menge M dieser Tripel durch die folgende Ordnungsrelation:
(B1, C1, f1) < (B2, Ca, fa) 1 = B1 C By, C1 CCyund fi = folp,.

Es ist klar, dass dies eine Ordnungsrelation ist. Das kleinste Element von M ist
(0,0,1dg). Nun sei mithilfe einer Indexmenge I eine total geordnete Teilmenge

T:={(B;,C;, f;) | i€ I}

von M gegeben. Zu zeigen ist, dass diese Menge T' eine kleinste obere Schranke
hat. Diese wird gegeben durch

(B,C., f), wobei B := UBi,é = UC’,- und f(b) := f;(b) (b€ By).

icl iel

Es ist klar, dass dieses Tripel wieder in M liegt. Wire zum Beispiel (B~ B )u C
linear abhéngig, dann gébe es eine endliche linear abhéngige Teilmenge S davon,
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aber die lage schon in einem einzigen (B ~\ B;,) U C;, fiir ein geeignetes i € I.
Widerspruch. Die anderen Kriterien sieht man auf dhnliche Weise ein.

~ N ~

Das Lemma von Zorn sagt dann, dass die Menge M ein grofites Element (B, C| f)
besitzt. Wenn wir nun noch zeigen kénnen, dass

B=B,C=C

gilt, dann sind wir fertig.
Wiire aber zum Beispiel B # B, so finde sich auch C #* C, denn

(B~B)UC

wére linear unabhéngig und wiirde C' echt enthalten, also wire C' noch nicht
maximal linear unabhéngig, also keine Basis, also ungleich C'. Dann lésst sich
durch Wahlen von geeigneten b, € (B~ B) und ¢, € (C ~ C) das Element
(3 .C, f ) in naheliegender Weise vergroflern, wire also nicht ein groites Element.

Also folgt B = B,und C=C geht analog. Insgesamt ist damit
f :B—C

eine Bijektion zwischen den gegebenen Basen von V. O

Definition 5.6.5 (Dimension)

Auch im allgemeinen Fall heifit die Méchtigkeit einer Basis von V' die Dimension
von V. Da wir hier nicht wirklich in die Grundlagen der Mengenlehre eintreten
wollen, sei nur am Rande erwéhnt, dass es zu jeder Menge M eine echt grofiere
Menge N gibt in dem Sinne, dass es keine surjektive Abbildung von M nach N
geben kann. Insbesondere gibt es auch nicht zueinander isomorphe unendlichdi-
mensionale Vektorrdume.

Beispiel 5.6.6 (Nun finde mal eine Basis!)

Fast die einzigen unendlichdimensionalen Vektorrdume, fiir die man eine Basis
angeben kann, sind die, die man durch Vorgabe einer Basis konstruiert. Dazu
gehoren die Vektorraume Abb(M, K)q. Solch ein Vektorraum hat zum Beispiel
die Basis, die aus den Funktionen besteht, deren Tréager nur ein Element enthélt,
und die dort den Wert 1 annehmen. Im Prinzip gehort in diese Klasse von Vek-
torrdumen auch der Polynomring iiber K, der als Basis zum Beispiel die Menge
{1, X, X2 X3, ...} besitzt. Interessanter ist der Kérper der rationalen Funktio-
nen iiber K (siehe Abschnitt 8.3) fiir den man mithilfe der sogenannten Partial-
bruchzerlegung eine K -Basis konstruieren kann.

Hingegen ist man weit davon entfernt, eine Basis von R als Q-Vektorraum zu
kennen.



Kapitel 6

Basen und lineare Abbildungen

Hier wollen wir erkldren, wie Basen benutzt werden kénnen, um lineare Abbil-
dungen zu beschreiben. Das fithrt uns wieder zum Matrizenkalkiil zuriick.

6.1 Lineare Fortsetzung

Hilfssatz 6.1.1 (Rekonstruktion einer Linearen Abbildung)

Es seien K ein Korper, V.W zweir K -Vektorrdume, und B eine Basis von V .
Weiter set ® :'V — W ein Homomorphismus von K -Vektorraumen. Dann ist
& eindeutig durch die Einschrinkung ®|p : B — W festgelegt.

Beweis. Schreibe v € V als v = >, 5 A(b) - b. Das geht mit einem geeigneten
(sogar eindeutigen, aber das ist hier irrelevant) A € Abb(B, K)y. Dann gilt

Bv) = B AD)-b) =D ADB) - B(b) = > Ab) - ®[5(D).
beB beB beB
Das zeigt die Behauptung. O
Dieser Hilfssatz sagt, dass die Zuordnung ® +— ®|p eine injektive Abbildung von
Hom(V, W) nach Abb(B, W) ist. Dass sie linear ist, ist offensichtlich.

Nun drehen wir den Spiel um und konstruieren durch beliebige Vorgabe von
Werten auf der Basis eine lineare Abbildung von V' nach W'.

Satz 6.1.2 (Lineare Fortsetzung)

Es seien K ein Kérper, V.W zwei K -Vektorrdume, und B eine Basis von
V. Weiter sei f : B — W eine Abbildung. Dann gibt es genau eine lineare
Abbildung ® -V — W mit ®|p = f.

Diese heifst die lineare Fortsetzung von f.

115
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Beweis. Es sei also f: B — W gegeben. Wenn es iiberhaupt eine Moglichkeit
gibt, dazu eine passende lineare Abbildung auf V' zu finden, dann muss sie durch
die Formel im Beweis von [6.1.7] definiert sein:

OV —W, d Z)\

beB

wobei v € V' als Linearkombination v = >, 5 A(b) - b (mit A € Abb(B, K)o)
geschrieben wird. Da A\ aufgrund der Basiseigenschaft von B eindeutig bestimmt
ist, ist diese Abbildung ® wohldefiniert. Zu zeigen ist noch die Linearitéit von .
Das passiert jetzt:

Seien u,v € V. Dann lassen sich u,v als Linearkombinationen von B schreiben:

N € AbB(B, K)o :u=» pu(b)-b, v=> Ab)-b
beB beB

Dann gilt aber

ut o= (ud)+ADB) b= (u+A)b)-b.

beB beB

Dabei ist p1+ A € Abb(B, K)y und es folgt

utv) =P pep((p+ (b)) -b) =
= 2pen(i(b) + A(D)) - f(b) =
= Z(be)B:u(bz )( )+ 2 e AMD)f(b) =

Genauso gilt fir a« € K

a-v=">Y (a\)(b)-b,

also wegen a\ € Abb(B, K), auch

O(av) = (D (aA)(b) b =D a(b)- f(b) = a®(v).

beB beB

Damit sind die zwei Bedingungen der Linearitdt nachgewiesen. O

Folgerung 6.1.3

Die Abbildung
Hom(V, W) — Abb(B, W), ® — ®|p,

ist ein Isomorphismus von Vektorraumen
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Beispiel 6.1.4 (Matrizen, Dimension) a) Vielleicht ist es nicht ganz abwegig,
dies im Spezialfall V = K9 W = KP noch einmal explizit zu machen. Wir
wahlen in V' die Standardbasis

B :={e1,...,e,}.
Eine Abbildung f: B — KP? entspricht der Angabe von ¢ Vektoren
fle) = fie KP, 1 <i<gq.

Dann ist die lineare Fortsetzung von f die lineare Abbildung ® 4 von K9 nach
KP?, die durch Multiplikation mit der Matrix

A3:<f1 f2 fq)EKqu

gegeben wird: Erstens ist dies eine lineare Abbildung, und zweitens gilt fiir 1 <
1< q:
Palei) =A-e; = fi= fle).

b) Eine Anwendung des Prinzips der linearen Fortsetzung ist die Feststellung,
dass zwei endlichdimensionale Vektorrdume genau dann isomorph sind, wenn sie
dieselbe Dimension haben. Denn ein Isomorphismus bildet eine Basis des einen
auf eine Basis des anderen ab, erhélt also die Dimension. Wenn umgekehrt Basen
gleicher Kardinalitit existieren, dann setzt sich eine Bijektion zwischen diesen zu
einem Isomorphismus der erzeugten Vektorraume fort. (Warum?)

6.2 Der Dualraum

Definition 6.2.1 (Linearformen, Dualraum)

Es seien K ein Kérper und V' ein Vektorraum iiber K . Eine Linearform auf V
ist eine K -lineare Abbildung von V' nach K.

Den Raum Hom (V, K) aller Linearformen nennt man auch den Dualraum von
V' und schreibt dafiir auch oft V*.

Der Dualraum ist also ein Spezialfall der Vektorrdume Hom (V, W), allerdings
ein besonders wichtiger.

Bemerkung 6.2.2 (duale Basis)

Wenn V' endlichdimensional und in V' eine Basis B := {b,...,bs} gewéhlt ist,
dann wird nach eine Linearform auf eindeutige Art durch eine Abbildung
von B nach K vorgegeben:

V* 2 Abb(B, K).
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Speziell sehen wir, dass auch V* Dimension d hat. Man kann sich nun eine Basis
von V* verschaffen, indem man fiir 1 <¢ < d die Linearform b € V* definiert
als Lineare Fortsetzung der Vorschrift

e [ 1, fallsi=j,
bi () '_{ 0, falls i # j.

Dies ist so gemacht, dass fiir v = Z?:l cb;, ¢; € K, die Gleichheit
¢; = bj(v)

gilt. Fiir die zu B gehorige Koordinatenabbildung Dg : V — K d gilt also wegen
d

v = be(v) - b,
i=1

die Formel Dg(v) = (b} (v))1<i<a-

Die Menge {bf | 1 < i < d} besteht aus d Elementen im d-dimensionalen
Vektorraum V*. Wenn wir zeigen, dass sie V* erzeugt, muss es sich um eine
Basis handeln.

Um dies zu zeigen, wéhlen wir eine beliebige Linearform A\ € V*. Dann gilt:

Das zeigt die gewiinschte Gleichheit.
Die Basis {b7,...,b5} von V* heifit die zu {by,...,bq} duale Basis.

Da die duale Basis genauso viele Elemente hat wie die urspriingliche Basis liefert
die Vorschrift b; — b} nach Linearer Fortsetzung (siehe einen Isomorphis-
mus zwischen V' und V*. Dieser héngt allerdings von der Wahl einer Basis in
V' ab und hat daher etwas willkiirliches an sich. Trotzdem (trotzig?) halten wir
fest:

dim(V) < oo = dim(V) = dim(V*) = V = V*.
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Beispiel 6.2.3 (K?)

Als konkretes Beispiel wihlen wir wieder einmal den K¢. Eine Lineare Abbildung
von K% nach K wird gegeben durch die Multiplikation mit einer (1 x d)-Matrix,
denn wir haben ja in Hilfssatz [5.2.5]

Hom(K? K) = K*4

gesehen. Wenn nun {b,...,bs} =: B eine Basis von K ist, dann stellt sich die
Frage, welche Zeilen zj,...,z4 € K% der dazu dualen Basis entsprechen. Die
Bedingung dafiir ist nach Definition der dualen Basis:

_J 1L i=y
Zi'b”’_{ 0, i#j.
Das bedeutet aber gerade, dass die Matrix Z mit den Zeilen zq,...,2z4 zu der
Matrix A mit den Spalten by,...,bs invers ist. Daraus folgt fiir beliebiges v €
K®:
v=A-(Z-v), Dplv)=2"v.

Bemerkung 6.2.4 (unendliche Weiten)

Wenn V' unendlichdimensional ist, dann gilt immer noch V* = Abb(B, K). Aber
nun hat V* groflere Dimension als V' in dem Sinn, dass es keinen surjektiven
Homomorphismus von V' nach V* gibt. Es ist eine delikate Aufgabe, dieses De-
fizit in speziellen Situationen wenn moglich zu entschéarfen. Manchmal kann man
einen interessanten Teilraum von V* sinnvoll definieren, der zu V' isomorph ist.
Am Besten geht das in der Theorie der Hilbertrdume, die (reelle oder komplexe)
Vektorrdaume mit einem Skalarprodukt sind und die noch dazu beziiglich dieses
Skalarproduktes ,,vollstdndig“ sind. Dies ist ein beliebtes Thema der Funktional-
analysis.

Definition/Bemerkung 6.2.5 (duale Abbildung)

Es seien V, W Vektorrdume iiber dem Korper K und ® : V — W eine lineare
Abbildung. Dann ist fiir jede Linearform x € W* die Abbildung ko ® : V — K
eine Linearform auf V. Wir erhalten also eine Abbildung

" W* — V¥, &%(k) := koD,

Diese Abbildung ®* ist linear, denn fiir alle x, A € W*, fiir alle a € K und fiir
alle v € V' gilt:

(@*(k+A)(v) = (5 +A)(D(

(@*(a-K))(v) = (a-r)(®(v)



120 KAPITEL 6. BASEN UND LINEARE ABBILDUNGEN

Dabei wird natiirlich die Vektorraumstruktur von W* und V* benutzt, die in

festgelegt wurde.
Diese Abbildung ®* heifit die zu ® duale Abbildung.

Wenn & € Hom(V, W) surjektiv ist, dann ist ®* injektiv. Denn wenn x € W*
im Kern von ®* liegt, dann haben wir fiir alle v € V':

R(D(v)) = (k) (0) = O(v) = 0,

und da ® surjektiv ist, ldsst sich jedes w € W als ®(v) schreiben, also gilt fiir
alle w e W
k(w) = 0.

Damit ist & = 0 und der Kern von ®* besteht nur aus dem Nullelement. Bemer-
kung sagt, dass dies die Injektivitdt von ®* liefert.

Wenn & injektiv ist, dann ist ®* surjektiv. Denn fiir eine beliebige Linearform
A € V* lasst sich ein Urbild unter ®* wie folgt konstruieren: Wir wéhlen ein
Vektorraumkomplement U zu (V) C W, was aufgrund des Satzes von der
Basisergénzung funktioniert. Dann ldsst sich (wegen der Injektivitéit von @) jedes
w € W auf genau eine Art schreiben als

w=®w)+u, veV, uel.
Wenn man auf W die Linearform s(w) := A(v) definiert, dann gilt

A= " (k).

Bemerkung 6.2.6 (der Bidualraum)

Da V* ein Vektorraum ist, hat auch er einen Dualraum, (V*)* =: V**. Dieser
heilt der Bidualraum von V. Zu jeder Abbildung ® : V — W gibt es eine
,biduale Abbildung*

Fiir jedes v € V' ist durch
A): V' — K, k— k(v),

eine Linearform auf V*, also ein Element von V** definiert. Diese Abbildung A
ist linear (nachrechnen!) und injektiv. Das beweisen wir unter der Annahme, V'
sei endlichdimensional. Dann gibt es nidmlich nach zu w €V~ {0} einen
Untervektorraum U mit V = (w) @ U, und jedes v € V' lésst sich schreiben als
v = a-w -+ u mit einem v € U. Da w # 0 vorausgesetzt ist, ist « eindeutig
bestimmt. Daher ist die Abbildung

k:V —K v=a w+u+— q,
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eine Linearform auf V. Wegen A(w)(k) = r(w) =1 folgt
A(w) # 0.

Fiir endlichdimensionale Vektorrdume stimmen die Dimensionen von V' und V**
beide mit der Dimension von V* iiberein. Also ist die injektive Abbildung A in
diesem Fall auch surjektiv und damit ein Isomorphismus. Da A definiert werden
kann, ohne eine Basis zu wihlen, spricht man von einem ,natiirlichen Isomor-
phismus®.

[ dimV <oco=V=V*

6.3 Die Abbildungsmatrix

Nun seien wieder V, W beliebige endlichdimensionale K -Vektorrdume. Wir wéah-
len in V' eine Basis B := {by,...,b,} und in W eine Basis C' := {c1,...,¢,}.
Auflerdem sei ein Homomorphismus ® von V' nach W gegeben. Diesen wollen
wir mithilfe der Basen beschreiben.

Etwas préziser wollen wir eine Methode angeben, wie man fiir v € V' die Koef-
fizienten von ®(v) beziiglich C' ausrechnen kann, wenn die Koeffizienten von v
beziiglich B bekannt sind.

Dazu schreiben wir erst einmal die Vektoren ®(b;), 1 < j < ¢, als Linearkombi-
nationen von ci,...,cp:

p

(I)(b]) = Z Q5 Cy.

=1

Diese Koeffizienten fassen wir zur p x g-Matrix A € KP*? zusammen. Dann gilt

.. _ q 7.
fir v= ) _,o5b;:

q q p p
D(v) = Zajq)(bj) = Z Zajaijci = Z@i%
j=1 j=1 i=1 i=1
wobei
B=A-aq.

Definition 6.3.1 (Abbildungsmatrix)

Die eben eingefiihrte Matrix A heifit die Abbildungsmatriz von ® beziiglich der
Basen B und C'. Oft werden wir hierfiir Deop(®P) schreiben.
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Der Buchstabe D in dieser Notation kommt vom Wort , darstellen® her. Man
sagt, die Matrix stelle die Abbildung beziiglich gegebener Basen dar. Im Index
cp merken wir uns die Basen, beziiglich derer dargestellt wird.

Wenn wir uns nun noch an die Koordinaten-Abbildungen
Dg:V—KI Dc:W — KP?

erinnern, die jedem Vektor die Koordinaten beziiglich der betrachteten (geordne-
ten) Basis zuordnen, so erhalten wir die folgende Merkregel:

Merkregel Do (®(v)) = Dop(P) - Dp(v).

Beispiel 6.3.2 (Spiegelung an einer Geraden)

Als Beispiel hierfiir wollen wir uns in der reellen Ebene R? die Spiegelung o an
der Geraden g, die von (3) € V := R? mit a® 4+ b* = 1 erzeugt wird, ansehen.
Also:

Jedes v € R? lésst sich schreiben als v = v, + (v — v,), wobei v, € g liegt und
(v—wv,) auf g ,senkrecht® steht. Konkreter: (}) und (;b) bilden eine Basis von

V', und es gilt:
b a

fiir eindeutig bestimmte A, A\ € R.

Dann ist o(v) = A\ (Z) — X (_ab). Dies ist eine lineare Abbildung von V' nach V',
und wir wollen die Abbildungsmatrix Dgg(o) beziiglich der Standardbasis S :=
{e1,e5} finden. Dazu miissen wir die Bilder von e; und es unter o berechnen,
und erinnern uns deshalb an die Formeln

a —b a )
el—a(b)—b<a>, 62—b<b>+&(a).
Wir sehen dann

oler) =a()+b(N)=(.0) = @) e + 2ab - e,
o(ea) =b(}) — a(_b) = (bf_“’;Q) = 2ab-e; + (b* —a?) - es.
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In die Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich S gehoren nun die Koeffizienten von
o(e1) und o(ey) beziiglich e; und ey, also gilt

a® —b? 2ab
Dss(o) = ( 2ab  b? —a? ) )

Wenn man hierbei einen Winkel ¢ € R wéahlt, sodass (‘;) = (ij((z))) gilt, dann
folgt mit den Additionstheoremen von Sinus und Cosinus:

Dys(o) = ( cos(2p)  sin(2p) )

sin(2p)  — cos(2p)

Aber eigentlich haben wir hierbei die ganze Zeit in einer anderen Basis gerechnet,
die viel besser an das Problem angepasst ist: Beziiglich der Basis B = {(Z), (_b)}

gilt ja "
1 0
DBB(O') = ( 0 —1 ) .

Diese zweite Matrix ist viel einfacher als die erste, die wir nur deshalb hingeschrie-
ben haben, weil wir gerne beziiglich der Standardbasis denken. Daraus lernen wir,
dass es oft niitzlich ist, den Standpunkt zu wechseln und die Bereitschaft aufzu-
bringen, ein Problem aus einem anderen Blickwinkel als einem vorgegebenen zu
betrachten.

Moral:

Beispiel 6.3.3 (duale Abbildung)

Es seien V und W endlichdimensionale K -Vektorrdume und & : V — W
ein Homomorphismus zwischen denselben. Dazu haben wir in die duale
Abbildung ®* : W* — V* kennen gelernt.

Die Abbildung ® habe beziiglich zweier Basen B und C' von V und W die
Abbildungsmatrix

A= DC B((I))
Wie sieht die Abbildungsmatrix von ®* beziiglich der dualen Basen C* und B*
von W* und V* aus? Nach gilt fiir die Abbildungsmatrix A zunéchst
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und da in Dp«c=(®*) gerade die Koeffizienten von ®*(¢}) beziiglich B* in der
1-ten Spalte stehen, gilt

DB*C’* (CI)*) — DC’B(@)T.

Beziiglich der dualen Basen wird die duale Abbildung durch die
transponierte Matrix beschrieben.

Bemerkung 6.3.4 (Der Rang ist der Rang ist der Rang)
Es seien Vund W endlichdimensionale K -Vektorraume.

Der Rang eines Homomorphismus ® : V' —— W ist definiert als die Dimension
des Bildraums:
Rang(®) = dim(Bild(®)).

Dies ist gleich der Dimension des Vektorraums, der von den Spalten einer Ab-
bildungsmatrix A von @ (beziiglich irgendwelcher Basen) erzeugt wird. Diese
GroBe heifit der Spaltenrang von A. Andererseits sagt uns die Dimensionsformel

b), dass
Rang(®) = dim (V') — dim(Kern(®)).

Da aber offensichtlich
dim(Kern(®)) = dim £L(A, 0)

gilt, ist dies (nach und Hilfssatz b) und ¢)) auch der Rang von A
wie er in definiert wurde — die Fundamentallosungen sind eine Basis von
L(A,0).

6.4 Basiswechsel fiir Homomorphismen

Hinleitung zur Basiswechselformel

In diesem Abschnitt soll systematisch untersucht werden, wie sich aus der Abbil-
dungsmatrix A := D¢p(®) eines Homomorphismus von V' nach W beziiglich
gegebener Basen B = {by,...,b,} von V und C := {c1,...,¢,} von W die

Abbildungsmatrix von ® beziiglich ,neuer* Basen B,é berechnen lasst.

Dazu schreiben wir Zj € B als

_ a
by = E Sijbi,
i=1

fassen also die Koeffizienten von B beziiglich B in einer Matrix S = (s;;)1<ij<q €
GL,(K) zusammen. Diese Matrix ist nichts anderes als
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Genauso schreiben wir ein ¢, € C' beziiglich C als

p
Cr = E Likcr,
=1

also
T = (twh<ik<p = Dec(Idw).

Dann ergibt sich fiir die Koeffizienten von @(Ej) beziiglich C das Folgende:
p
Sij Z Qi L€y
k=1

q
— 1

q p
(I)(E) = ZSl}é(bl) = Zsij Zakick =
=1

q
i= i=1 k=1 =

p
1 =

Daran liest man ab, dass die Abbildungsmatrix von ® beziiglich C und B ge-
geben ist durch

Fazit 6.4.1

A= Dg5(®) = TAS.

Das fiithrt uns zu der folgenden Definition.

Definition 6.4.2 (Aquivalenz von Matrizen)

Es seien A, B € KP*9 zwei Matrizen. A und B heiflen dann dquivalent, wenn es
invertierbare Matrizen S € GL,(K) und T € GL,(K) gibt, sodass

B =TAS.

Nach dem Vorangehenden sind zwei Matrizen genau dann dquivalent, wenn sie
dieselbe lineare Abbildung von K? nach KP? beziiglich zweier Basenpaare be-
schreiben.

Wir rechnen noch kurz vor, dass die so definierte Aquivalenz von zwei Matrizen
tatséchlich eine Aquivalenzrelation auf KP*? liefert.

o Reflexivitat: Mit S = I, und T = I, folgt A = T'AS, also ist A zu sich
selbst dquivalent.

e Symmetrie: Mit S und 7T sind auch S~! und 7' invertierbar und von
derselben Grofle. Es gilt:

B=TAS «— A=T"'BS %

Das ist die Symmetrie.
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e Transitivitdat: Wenn B = T AS und C' = V BU mit invertierbaren Matrizen
S, T,U,V von passender Grofle gilt, dann gilt auch

C=VBU =VTASU, VT e GL,(K), SU € GL,(K).
Also folgt die Transitivitét.

Hilfssatz 6.4.3 (Aquivalenzklassen auf K?*?)

Es seien p,q natirliche Zahlen, K ein Kdrper und m := min(p, q). Dann gibt
es in KP*? genau m + 1 Aquivalenzklassen von Matrizen. Zwei Matrizen sind
genau dann dquivalent, wenn sie denselben Rang haben.

Genauer ist die Menge der Blockmatrizen

I, 0
<r<
(0 0), 0<r<m,

(mit Nullmatrizen von passender Grifie) ein Vertretersystem der Aquivalenzklas-
sen.

Beweis. Zwei dquivalente Matrizen A, A haben sicher denselben Rang, denn A
und A beschreiben dieselbe Abbildung ® : K¢ — K? beziiglich verschiedener
Basen, und der Rang von A ist die Dimension des Bildvektorraumes von @, was
auch fiir den Rang von A gilt.

» 0

0 0
dquivalent ist. Dazu sei {v,41,...,v,} eine Basis von L£(A,0), die durch Hin-
zunahme von weiteren Vektoren {wvi,...,v.} zu einer Basis B von K9 erginzt
werden kann. Konkret kénnte man fiir {v,41,...,v,} die Fundamentallésungen
in £(A,0) aus nehmen (neu durchnummerieren!) und ergénzen durch die
Vektoren v; := e, wobei si,...,s, die Spaltenindizes sind.

Zu zeigen ist also noch, dass jede Matrix A vom Rang r zur Matrix

Die Vektoren wy := Avy,...,w, := Av, erzeugen dann das Bild A - K?. Da der
Bildraum AKY die Dimension r hat, muss {Av,..., Av,} eine Basis von AKY
sein. Diese ldsst sich zu einer Basis C' = {wy,...,w,} von K? ergénzen. Es gilt

dann:
Aoy — 4 Wi 1<i<r,
! 0, 1>r.

Desten = (1 ).

sodass tatsichlich A in der Aquivalenzklasse dieser Matrix liegt. O

Das bedeutet aber

Um die Basiswechselformel besser zu verstehen, leiten wir sie jetzt noch einmal
her. Dabei verwenden wir den folgenden Hilfssatz, der noch einmal zeigt, wie
passend die Notation fiir die Abbildungsmatrizen ist.
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Hilfssatz 6.4.4 FEs seien U,V,W endlichdimensionale Vektorrdume tiber dem
Korper K mit Basen B,C,D. Weiter seien ® : U — V und ¥ :V — W
Homomorphismen. Dann gilt

DDB(\IJ 0] (I)) = DDc(\I/) . DCB((I))

Beweis. Wir verwenden die Merkregel am Ende von [6.3.1] Diese sagt fiir alle
Vektoren u € U:

DDB(\I’ e} (I)> . DB(U) = DD<\I/(CI)<U ))
= Dpo(¥) - Do(®(u))
= Dpc(V) - Dep(®) - Dp(u).

Da hierbei Dp(u) jeder Vektor in K9™U) sein kann, folgt Gleichheit der Matri-
zen. O

Folgerung 6.4.5 (Basiswechselformel)

Es seien VW zwei K -Vektorrdume und ® ein Homomorphismus von V' nach
W . Weiter seien B, B zwei Basen von V und C, C' zwei Basen von W . Dann
qgilt

Deg(®) = D (ldw) - Dop(®) - Dyg(ldy).

O

Nach dem eben Gelernten gibt es nur sehr wenige verschiedene Typen von Ho-
momorphismen zwischen zwei verschiedenen endlichdimensionalen Vektorraum-
en. Dies dndert sich grundlegend, wenn man Endomorphismen betrachtet. Bei
diesen kann man ja Vektoren und ihre Bilder vergleichen. Man sollte dann nur
noch Abbildungsmatrizen der Form Dpp(®) zulassen und erhélt eine Theorie,
die viel facettenreicher ist. Das beginnen wir im néchsten Abschnitt.
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Kapitel 7

Endomorphismen

Ein Endomorphismus eines Vektorraumes V' ist eine lineare Abbildung ¢ : V' —
V. Wenn V endlichdimensional ist, so kann man wieder ® durch Abbildungs-
matrizen A beschreiben, wobei es jetzt sinnvoll ist, mit nur einer Basis B von
V' zu arbeiten:

A= DBB((I))

7.1 Basiswechsel

Bemerkung 7.1.1 (Basiswechsel bei Endomorphismen)

Es seien V' endlichdimensional, ® € End(V) ein Endomorphismus von V' und
B = {by,...,bs} eine Basis von V. Dann ldsst sich ®(b;) schreiben als

d
(I)(bj) = Z aijbi,
i=1

und die Matrix A = (a;;)1<ij<a € K¢ ist die Abbildungsmatrix von ® beziig-
lich B:
Dgpp(®) = A.

Wenn wir nun von B zu einer neuen Basis B iibergehen, dann gibt es dazu
sogenannte Basiswechselmatrizen S = Dg5(Idy) und T'= Dgg4(Idy).

NB: Die Identitét ist der einzige Endomorphismus, bei dem es hilfreich ist, zwei
verschiedene Basen fiir die Abbildungsmatrix zu verwenden!

Es gilt dann aber wegen Dpg(Ildy) = Dgz(Idy) = I;:

TS = TDpp(ldy)S = Dzz(1dy) = I; = Dgg(ldy) = ST

129
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oder kurz
T=5"

Damit ergibt sich die Abbildungsmatrix A von @ beziiglich B durch
A=57148.

Wie in Abschnitt 6.4 fiihrt uns diese Einsicht zu einer Definition.

Definition 7.1.2 (Ahnlichkeit)

Es sei d eine natiirliche Zahl. Zwei Matrizen A, A € K9 heifien dhnlich, wenn
es (mindestens) eine invertierbare Matrix S € GLy4(K) gibt mit

A=S"1AS.

Manchmal sieht man auch A = SAS~! als definierendes Kriterium, was natiirlich
dasselbe liefert: da S ja invertierbar sein soll und sonst nichts gefordert ist, folgen
die beiden Bedingungen jeweils auseinander, indem man die Rollen von S und
S~1 vertauscht.

Bemerkung 7.1.3 (Ahnlichkeitsinvarianten, Spur)

Anders als im Fall der Aquivalenz von Matrizen gibt es fiir die Ahnlichkeit, die
auch eine Aquivalenzrelation ist, im Allgemeinen unendlich viele Klassen. Es gibt
genau dann nur endlich viele Klassen in K%¢ unter der Ahnlichkeitsrelation,
wenn d = 0 gilt oder K endlich ist. In beiden Fillen ist ja K%¢ endlich und
es kann nur endlich viele Klassen geben. Wenn aber d > 1 gilt, dann sind die
Matrizen « - I; (mit a € K') paarweise verschieden. Da fiir jedes invertierbare

S € GLy(K) die Gleichung
S_l : (O./Id) - S = Oé]d

gilt, reprasentieren diese Matrizen im Falle eines unendlichen Kérpers unendlich
viele paarweise verschiedene Aquivalenzklassen (die noch dazu jeweils aus nur
einem Element bestehen).

Die néchsten Kapitel der Linearen Algebra werden sich eingehender mit der Frage
beschéftigen, wie man (unter einer Nebenbedingung) eine leicht zu verstehende
Matrix findet, die zu einer gegebenen Matrix dhnlich ist.

Um die Frage der Ahnlichkeit zweier Matrizen entscheiden zu kénnen, ist es immer
gut, wenn man einige Groflen hat, die sich beim Ubergang zu einer &hnlichen
Matrix nicht éndern. Solche Grofien nennt man Ahnlichkeitsinvarianten.

Zum Beispiel ist der Rang einer Matrix eine Ahnlichkeitsinvariante:

VA € K S € GL4(K) : Rang(A) = Rang(S™'AS)
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Eine andere Ahnlichkeitsinvariante einer Matrix A € K¢ ist die Summe der
Diagonalelemente; diese heifit die Spur von A:

d
Spur(A) = Z @i
i=1

Deren Ahnlichkeitsinvarianz wird in Abschnitt 8.4 mit nachgewiesen; wir konnten
sie aber auch hier schon direkt vorrechnen.

7.2 Invariante Unterriaume

Definition 7.2.1 (invarianter Untervektorraum)

Es seien V' ein K -Vektorraum und ® ein Endomorphismus von V. Ein Un-
tervektorraum U von V' heifit ein unter ® invarianter Untervektorraum, wenn
®(U) C U gilt. Fiir einen ®-invarianten Untervektorraum U bezeichnen wir mit
®|y den Endomorphismus von U, der durch u — ®(u) gegeben wird.

Im Gegensatz zum allgemeinen Gebrauch des Symbols | machen wir also auch
den Wertebereich kleiner, nicht nur den Definitionsbereich, siehe [1.3.11]

Bemerkung 7.2.2 Allgemeiner heifit fiir eine Menge M und eine Abbildung
® : M — M eine Teilmenge U C M eine P-invariante Teilmenge, wenn
®(U) C U gilt. Man kann solche Teilmengen oft benutzen, um die Abbildung
® in kleinere Portionen zu zerlegen, die sich einzeln vielleicht besser verstehen
lassen.

Beispiel 7.2.3 (fiir invariante Untervektorrdume)

Es sei ® € End(V). Dann sind die Untervektorrdume {0}, V, Kern(®), Bild(®)
von V allesamt ®-invariant.

Bemerkung 7.2.4 (Blockgestalt, Faktorraum)

Wenn V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum ist und U < V' unter Ndem
Endomorphismus ® von V' invariant bleibt, dann wéhlt man eine Basis B :=
{b1,...,b.} von U und ergénzt sie zu einer Basis B = {by,...,b.,c1,...¢f} von
V mit e+ f = dim(V'). Beziiglich der Basis B hat dann ® eine Abbildungsmatrix
der folgenden Blockgestalt:

Dpp(®) = ( % IJ)WQ ) ., Dye K¢, M e K. 0e K/*¢, Dy € K/,

wobei 0 die Nullmatrix bezeichnet; dies gilt, da fiir b; € B C U der Vektor ®(b;)
in U liegt, was die lineare Hiille von B ist.
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Dabei ist D; = Dg5(®|y) die Abbildungsmatrix des Endomorphismus @[ von
U.

Was ist Dy ?

Wenn {ci,...,cf} einen ®-invarianten Unterraum W aufspannt, dann ist M =
0, und Dy beschreibt den Endomorphismus ®|y, von W beziiglich der Basis
{c1,...,¢s}. Leider gibt es nicht immer ein ®-invariantes Komplement zu U,
also hilft diese Erklarung nicht immer. Allgemein gilt das Folgende:

Durch ® wird ein Endomorphismus des Faktorraumes V/U definiert. Denn fiir
die Abbildung
vV — V/U

gilt ja (siehe [5.5.6) Kern(myy) = U, und da U ein ®-invarianter Unterraum
von V ist, ist U auch im Kern von 7y ,y o ®. Dann gibt es aber nach dem
Homomorphiesatz [5.5.7] eine lineare Abbildung

d:V/U— V/U,
sodass B
Vv € VU &(o]) = [0(v)]
Diese Abbildung nennt man die durch ® auf V/U induzierte Abbildung.

Da die Bilder von ¢4, ..., ¢ in V/U eine Basis C bilden (siehe [5.5.9), kann man
sich nun fragen, was Dco(®P) ist. Man rechnet nach, dass gilt:

Deoo(®) = Do,
wobei Dy die oben eingefiihrte f x f-Matrix ist.

Beispiel 7.2.5 (invariante Unterriume)
a) Essei ® = @, : R — R3 wobei

1 2 —-1
A=\ 2 4 -2
3 6 =3

Die Matrix A hat Rang 1, also einen zweidimensionalen Kern. Eine Basis von
U := Kern(®) besteht zum Beispiel aus

1 0
b= 0 und by ;= | 1
1 2

Diese ldsst sich durch bs := e3 zu einer Basis B von R? erginzen, und beziiglich
B beschreibt sich ® durch die Abbildungsmatrix Dpg(®) = S71AS, wobei

0

1

1 00 1 0
S=10 0 | und 7! = 0 0
1 1 1

1
2 -1 =2
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Das liefert

0 0|-1
Dpp(®)=1 0 0| -2
0 0| 2

Die Striche hier trennen optisch die verschiedenen Blécke im Sinne von[7.2.4] Die
2 x 2-Matrix mit Nullen links oben beschreibt die Wirkung von ¢ auf dem Kern
von ®, wo alles zu 0 gemacht wird. Die zwei Nullen darunter kommen von der
Invarianz des Kerns her. Die letzte Spalte sagt, dass auf dem eindimensionalen
Vektorraum V/U als Abbildung die Multiplikation mit 2 induziert wird.

Kann man das noch verbessern? Finden wir ein invariantes Komplement zu U ?
Das miisste ein eindimensionaler Untervektorraum sein, auf dem & die Multipli-
kation mit 2 ist, denn die auf V/U induzierte Abbildung kennen wir ja schon.
Wir miissen also 16sen:

Av=2-v, veR® v#£0.

Also muss v im Bildraum von @ sein, der eindimensional ist. Tatséchlich gilt die
zu losende Gleichung fiir

1
v = 2
3

Wenn wir nun diesen Vektor zum dritten Basisvektor erwiihlen: B := {by, by, v},
dann gilt:

b) Nun sei K ein beliebiger Kérper, V = K2, und der Endomorphismus ® von

V' gegeben durch
T )
P = )
( (y) ) (0>

Der Rang von @ ist 1, das Bild ist K - ((1)) Dies ist auch der Kern von &.

Wenn nun U C V' ein invarianter Unterraum # {0}, V' ist, dann ist seine Di-
mension 1. Gilt ®(U) = {0}, dann liegt U im Kern von ® und stimmt aus
Dimensionsgriinden mit ihm iiberein. Ansonsten ist ®(U) C U eindimensional
und damit gleich dem Bild von ®.

Daher ist Bild(®) der einzige nichttriviale ®-invariante Unterraum und besitzt
damit insbesondere keinen ®-invarianten Komplementéarraum. Hier ist also die
seinfachste” Matrix, die ® beschreibt, die Abbildungsmatrix beziiglich der Stan-

dardbasis S':
0 1
b= (1),
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Definition 7.2.6 (zyklischer Untervektorraum)

Es seien V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und ¢ ein Endomorphismus
von V. Ein ®-invarianter Untervektorraum U von V heif3t ein zyklischer Un-
tervektorraum, wenn es einen Vektor u € U gibt, sodass mit d := dimg(U) gilt,

dass
B = {u,®(u),..., " (u)}

eine Basis von U ist. Das heifit: Es gibt einen Vektor u € U, sodass U der
kleinste v enthaltende ®-invariante Untervektorraum von V ist.

Es gibt dann eindeutig bestimmte ay,...aq-1 € K, sodass

O(P () = ¥ (u) = — 4 a; ®' (u).

Die Abbildungsmatrix von ®|y beziiglich der Basis B ist daher

0O 0 ... 0 0 -—qag

1 0 0O ... 0 —a

0 1 0o . :
Dpp(®@v)=1| =~ : )

0 ... 0 1 0 —ag_o

0 0 . 0 1 —Qaqd—1

Matrizen dieser Gestalt werden wir noch verschiedentlich zu sehen bekommen
und dann hoffentlich einsehen, dass die Minuszeichen sinnvoll sind (8.3.4] und
8.4.2)). Die obige Matrix heifit die Begleitmatriz zum Polynom

ag+ ar X +asX? 4+ - +ag X+ X4,

7.3 Eigenrdume

Wir suchen jetzt nach den kleinstméglichen @ -invarianten Untervektorrdumen,
die vom Nullvektorraum verschieden sind. Diese sind idealer Weise eindimensio-
nal.

Definition 7.3.1 (Eigenvektoren und -werte)
Es sei @ ein Endomorphismus des K -Vektorraumes V.

a) Ein Vektor v € V' heifit ein Figenvektor von ®, wenn (v) = K - v ein eindi-
mensionaler ®-invarianter Unterraum ist.

Konkreter heif3t das:
v#0und IN € K : O(v) =\ 0.
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b) Das Element A € K heifit ein Figenwert von &, wenn es einen Eigenvektor v
von ® gibt, sodass ®(v) = \-v gilt.

c) Die Menge aller Eigenwerte eines Endomorphismus ¢ nennen wir sein Spek-
trum und schreiben dafiir Spec(®).

Definition/Bemerkung 7.3.2 (,,Sdkulargleichung®, Eigenraum)

a) Die Gleichung ®(v) = « - v heifit die Eigenwertgleichung oder auch Sdiku-
largleichung (lat. saeculum = Jahrhundert). Dieser zweite Name entstammt der
Astronomie. Beim Studium der Bahnbewegung von Planeten waren die Astro-
nomen auf diese Gleichung gestofien (fiir gewisse Endomorphismen @), deren
Losungen Periodizitatsaussagen fiir die Bahnbewegungen lieferten, also Konstel-
lationen, die sich cum grano salis alle paar hundert Jahre wieder einstellen.

b) Die Eigenwertgleichung formen wir jetzt um. Es gilt ja

dv)=a-v <= Pv)—a-v=0 <<= (P—a-Idy)(v)=0
<= v € Kern(® — o - Idy).

Insbesondere ist die Menge aller v € V', die die Sékulargleichung fiir festes a € K
16sen, ein ®-invarianter Untervektorraum von V. Er heifit der Figenraum von ®
zu a € K, notiert als Eig (P, a):

Eig (P, a) := Kern(® — o - Idy)

a € K ist genau dann ein Eigenwert von @, wenn Eig (P, «) # {0}.

Um fiir @ € K den Vektorraum Eig (®, o) auszurechnen, kann man wieder einmal
den GauB-Algorithmus benutzen, nachdem eine Abbildungsmatrix fiir ® gewéhlt
wurde. Wenn V' die Dimension n < oo hat und ® beziiglich einer Basis B
durch A := Dgp(®) dargestellt wird, dann liegt ein Vektor v € V' genau dann in
Eig (®, ), wenn sein Koordinatenvektor Dp(v) in L(A—al,,0) liegt. AuBerdem
hat ® genau dann den Eigenwert o, wenn Rang (A — al,) < n.

Diesen Zusammenhang werden wir uns im néchsten Kapitel zunutze machen, um
ein Verfahren zu finden, mit dem grundsétzlich alle Eigenwerte eines Endomor-
phismus eines endlichdimensionalen Vektorraumes bestimmt werden kénnen.

c¢) Statt von Eigenwerten, -vektoren und -rdumen von Endomorphismen spricht
man auch von Eigenwerten, -vektoren und -rdumen von (quadratischen) Matrizen.
Dabei kann man zur Definition dieser Groflen fiir die Matrix A die entsprechen-
den Groflen des Endomorphismus ® 4 benutzen.

Beispiel 7.3.3 (fiir Eigenwerte und -vektoren)

a) Es sei A = diag(ay,...,a,) € K™ eine Diagonalmatrix, & = &4 der
Endomorphismus von V' = K™, der durch Multiplikation mit A gegeben ist.
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Dann ist fir 1 <i¢<mn
De;) =A-e;=a; - e,

also ist der i-te Standardbasisvektor ein Eigenvektor von & zum Eigenwert
a;. Damit sind die Elemente a,...,«, sicher Eigenwerte von ®. Wenn \ &
{ai,...,a,} ein weiteres Element aus K ist, dann gilt

A— N, =diag(a; — A\ag — A, ..., a, — N,

und dies ist eine Diagonalmatrix, deren Diagonaleintrige alle von 0 verschieden
sind. Also sind diese Eintrége Einheiten in K, und damit ist A— \I,, invertierbar
(siehe [4.2.7)). Somit ist A\ kein Eigenwert von ®.

Wir halten fest: Die Eigenwerte eines Endomorphismus, der beziiglich einer ge-
eigneten Basis durch eine Diagonalmatrix gegeben wird, sind genau die Diago-
naleintrige dieser Diagonalmatrix.

Spec (diag(aq, ..., an)) = {aq,...,an}.

b) Konkreter betrachten wir wieder einmal die Spiegelung o an einer Geraden
R(Z) in der reellen Ebene, wobei a? + b*> = 1 gelte (siche . Beziiglich der

Basis {(}), (")} hatten wir schon einmal die Abbildungsmatrix (5 %) ausge-
rechnet, die nach Beispiel a) zeigt, dass ¢ genau die Eigenwerte 1 und —1 hat.
Die Spiegelachse ]R(Z) ist der Eigenraum zum Eigenwert 1, die dazu ,,senkrechte”

Gerade R(;b) ist der Eigenraum zum Eigenwert —1.

¢) Nun wollen wir fiir einen Koérper K untersuchen, wann die Matrix A = (01 _01)
Eigenwerte hat.

e geometrisch: wenn K = R gilt, dann beschreibt A die Drehung in der Ebene
um 90°, die offensichtlich keinen eindimensionalen invarianten Unterraum be-
sitzt. Also gibt es fiir K = R keinen Eigenwert.

e Nun sei K beliebig. Dann ist A € K genau dann ein Eigenwert von A, wenn

der Rang von A — A, kleiner ist als 2, also wenn A — Al> nicht invertierbar ist,
also wenn (siehe |4.2.9)

-2 -1

det(A — A\p) = det(( L

)):/\2+1:0.

Die Nullstellen des Polynoms X? + 1 in K sind also die Eigenwerte von A.
Folglich gibt es genau dann in K einen Eigenwert, wenn es ein Element A\ € K
gibt mit A = —1. Dies ist zum Beispiel fiir K = C der Fall, oder auch fiir
K =F;5 (wihle A = [2]), nicht aber fir K =TFj.

Satz zeigt uns: selbst wenn A in K noch keinen Eigenwert besitzt, gibt es
immer einen Korper L, der K enthilt, und in dem ein Eigenwert von A liegt.
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In allen Beispielen, die wir eben gesehen haben, ist aus unseren Untersuchungen
klar, dass die Anzahl der Eigenwerte eines Endomorphismus ® von V' hochstens
so grof} ist wie die Dimension von V. Dass dies allgemein gilt, wird eine Folgerung
aus der folgenden Beobachtung sein.

Hilfssatz 7.3.4 (die Summe von Eigenriumen ist eine direkte Summe)

Es seien V' ein K -Vektorraum, ® € End(V), und A\y,..., A\, € K paarweise
verschieden. Dann gilt

i Eig(®, \;) = é Eig(®, \;).
=1 i=1

Beweis. Wir machen vollsténdige Induktion nach n. Fiir (n =0 und) n =1 ist
die Behauptung klar. Sei also n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 bewiesen. Zu
zeigen ist nun, dass es nur eine Moglichkeit gibt, 0 als Summe

O=uy +us+---+u, (%)

mit w; € Eig(®, \;) zu schreiben, néamlich mit u; = 0,us = 0,...,u, = 0. Wir
nehmen nun (x) als gegeben an. Dann folgt durch Anwendung von & :

0=®(0) = @(Z u;) = Z@(ui) = Z)\ .

Andererseits macht die Multiplikation mit A, aus (x) die Gleichung

i=1

Die Differenz dieser zwei neuen Darstellungen der 0 liefert

n n—1

0=> (A= Au; = (A = A)us.

i=1 i=1

Nun ist aber fiir 1 <i <mn—1 der Vektor (\; — A,)u; ein Vielfaches von u; und
damit in Eig(®, \;) enthalten. Das erzwingt aber nach Induktionsvoraussetzung

Da \; — A\, # 0 vorausgesetzt ist, folgt u; =0 fir 1 <i<n-—1.

In () eingesetzt muss dann auch noch u, =0 gelten. O

Folgerung 7.3.5 (Spektrum und Dimension)

Es sei ® ein Endomorphismus des endlichdimensionalen K -Vektorraumes V .
Dann ist die Anzahl der Eigenwerte von ® hdochstens so grofi wie die Dimension
von V.
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Beweis Es seien A1, ..., A\, € Spec(®) paarweise verschieden. Dann ist fir 1 <
i <n die Dimension dimg (Eig(®, \;)) mindestens 1. Wegen und wegen des

Fazits in gilt

dimg V' > dimy (D Eig(®, Ai)) = Y dimg (Eig(®, \)) > n.

=1 =1

7.4 Polynome und Eigenwerte

Damit die Suche nach Eigenwerten nicht linger das berithmte Stochern im Nebel
bleibt, wird sie in diesem Abschnitt systematischer angegangen. Wir nutzen dabei
aus, dass wir Matrizen in Polynome einsetzen konnen (siche [1.1.12)). Wir werden
systematisch ein Polynom finden, dessen Nullstellen genau die Eigenwerte der
Matrix sind.

Hilfssatz 7.4.1 ( f(Spec(®)) C Spec(f(P)))

Es seien V' ein K -Vektorraum, ® ein Endomorphismus von V , und f € K[X]
ein Polynom. Wenn \ € K ein Eigenwert von ® ist, dann ist f(\) ein Eigenwert

von f(P).

Beweis. Wir schreiben f(X) = Z?:o a; X" mit a; € K. AuBlerdem wihlen wir
uns einen Eigenvektor v € Eig(®,\). Induktiv sieht man, dass fiir alle i € Ny
die Identitét

P'(v) = A" v

gilt, wobei wir uns sicherheitshalber an ®° := Idy und A\ = 1 erinnern (siche

3.3.7).

Dann haben wir aber auch

(f(@)() = (L, a;9")(v) = S a;(®'(v))
=30 pai(N () = (L, aiN) - (v)
= f(A) - v.

Also ist f(A) ein Eigenwert von f(®). Es gilt sogar
Big(®,)) C Eig(f(2), /().
O

Folgerung 7.4.2 Wenn in der Situation von Hilfssatz|7.4.1 f(®) = 0 gilt, dann
ist das Spektrum von ® in der Menge aller Nullstellen von f (in K ) enthalten.
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Definition 7.4.3 (annullierende Polynome)
Es sei @ ein Endomorphismus eines K -Vektorraumes.

a) Ein Polynom f € K[X] mit f(®) =0 heifit ein annullierendes Polynom von
.

b) Wir bezeichnen mit I(®) C K[X] die Menge aller annullierenden Polynome
von ®. Diese Menge heifit das Verschwindungsideal von .

Gleich wird sich herausstellen, dass es in dieser Situation immer ein annullierendes
Polynom gibt, das alle annullierenden Polynome teilt. Diese Tatsache spiegelt eine
Eigenschaft des Polynomringes wieder: jedes Ideal in K[X] ist ein Hauptideal.
Etwas mehr dazu findet sich in Abschnitt 9.1.

Satz 7.4.4 (Existenz des Minimalpolynoms)

Es sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und ® ein Endomorphismus
von V. Dann gilt:

a) I(®) # {0}, d.h. es gibt ein Polynom f € K[X], f#0, sodass f(®)=0.

b) Es gibt ein Polynom M € I(®) von kleinstmdglichem Grad > 0 mit Leit-
koeffizient 1.

c) Sei M wie in Teil b) gewdhlt. Dann existiert fir alle Polynome f € I(®)
ein Polynom g € K[X], sodass

f=M-g.

Beweis. a) Wir bezeichnen mit n die Dimension von V. Da End(V) zum Vek-
torraum der n x n-Matrizen isomorph ist und damit Dimension n? hat, sind die
n? + 1 Potenzen

0 o' P2 ... "
linear abhéngig: es gibt also Koeffizienten ag, aq, ..., a,2, sodass nicht alle a; Null
sind, und trotzdem gilt

n2

=0
Das aber heifit, dass ® eine Nullstelle des von Null verschiedenen Polynoms
2 .
Yo gai X" ist.
b) Die Menge der Grade aller von Null verschiedenen Polynome in (®) ist eine

nichtleere Teilmenge von Ny und enthélt daher ein minimales Element d. Sei
F € I(®) ein Element vom Grad d. Dann ist der Leitkoeffizient o von F' von
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Null verschieden, also in K invertierbar, und auch das ,normierte® Polynom
a ' F =: M ist in I(®).

c) Wir nehmen an, es gebe ein Element von [(®), das sich nicht als Vielfaches
von M schreiben lidsst. Dann gibt es auch in [(®) \ K[X] - M ein Element F
von minimalem Grad. Dieses Element habe Grad e > Grad(M) = d, da d der
kleinstmogliche Grad von Elementen in I(®) \ {0} iiberhaupt ist. Es sei a der
Leitkoeffizient von F'. Dann ist

F—aX“% MeI(®)

ein Polynom von kleinerem Grad als F', also muss es sich als g - M schreiben
lassen. Das impliziert aber F = aX¢ - M +g- M = (aX“ %+ g)- M, im
Widerspruch zur Annahme. O

Definition/Bemerkung 7.4.5 (Minimalpolynom)

Das Polynom M aus dem vorherigen Satz heifit das Minimalpolynom von ®. Wir
schreiben dafiir MP4(X). Das Minimalpolynom ist eindeutig bestimmt. (Wieso?)

Analog kann man Verschwindungsideale und Minimalpolynome fiir quadratische
Matrizen definieren. Zwei dhnliche quadratische Matrizen haben dasselbe Ver-
schwindungsideal und dasselbe Minimalpolynom, das Minimalpolynom ist also
eine Ahnlichkeitsinvariante (siehe(7.1.3)).

Denn: Seien A, B € K™ &hnlich. Dann gibt es nach Definition ein S €
GL,(K), sodass B = S"'AS. Daher gilt fiir i € Ny :

B'=B-...-B=(SAS)-...-(ST'AS) = S'A'S.
Sei nun f = Z?:o a; X" € I(A). Dann gilt

d d

f(B)=) aB =) a;STAS =57 f(A)S = 0.

=0 1=0

Das zeigt I(A) C I(B), und da Ahnlichkeit eine symmetrische Relation ist, gilt
auch die umgekehrte Inklusion.

Beispiel 7.4.6 (fiir Minimalpolynome)

a) Das Minimalpolynom einer Diagonalmatrix D = diag(ay, ..., «,) ist ein Teiler
des annullierenden Polynoms [[/", (X — o).

Da fiir ein Polynom f € K[X]| die Gleichung

f(diag(a, ..., o) = diag(f(aq), ..., f(an))

gilt, ist das Minimalpolynom von D das normierte Polynom kleinsten Grades,
das aq,...,qa, als Nullstellen hat.
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Wenn {aq,...,an} ={01,..., 0} aus genau k Elementen besteht, gilt also

k

MPD(X) = H(X - @‘)-

i=1

b) Fiirein ¢t € K sei A= () }) € K***. Dann ist das Polynom (X —1)? sicher ein
annullierendes Polynom von A. Wenn ¢ = 0 gilt, haben wir in Beispiel a) schon
gesehen, dass X —1 das Minimalpolynom ist. Fiir ¢ # 0 ist natiirlich A— I, # 0,
also ist das Minimalpolynom in diesem Fall notwendiger Weise (X — 1),

¢) Das Minimalpolynom von A = (} 7)) € K*** ist X*+ 1.

Das Minimalpolynom eines Endomorphismus hat weitreichende Bedeutung fiir
das Versténdnis seiner Wirkung auf dem Vektorraum V. Dies wird in Kapitel 9
noch deutlicher werden. Wir fangen hier mit zwei Beobachtungen an. Die erste
kniipft an Hilfssatz und seine Folgerung an und sagt, dass fiir das Minimal-
polynom noch mehr gilt als fiir beliebige annullierende Polynome.

Hilfssatz 7.4.7 (Eigenwerte und das Minimalpolynom)

Es sei ® ein Endomorphismus des endlichdimensionalen K -Vektorraums V .
Dann gilt:
Spec(®) = {A € K | MPg(\) = 0}.

Beweis. Da MPg(X) ein annullierendes Polynom von ® ist, liefert die Folgerung
aus die Inklusion ,, C “ in der Behauptung.

Sei umgekehrt A € K eine Nullstelle von MPg(X). Dann gibt es wegen der
Bemerkung in Definition ein Polynom f € K[X], sodass
MPg(X) = f(X) - (X —X), grad(f) = grad(MPg) — 1.

Wiére nun @ — Mdy injektiv, so wire es auch invertierbar (da dimV < oo).
Wegen
0= MPg(P) = f(P) - (& — Aldy),

wire dann f(®) = 0.

Das steht im Widerspruch zur Minimalitdt von MPg(X), also ist & — Aldy nicht
injektiv, also A € Spec(®). O

Definition 7.4.8 (Diagonalisierbarkeit)

Ein Endomorphismus ¢ des K -Vektorraumes V' heifit diagonalisierbar, wenn V'
eine Basis aus Eigenvektoren zu ® besitzt.

Im endlichdimensionalen Fall wird & beziiglich solch einer Basis aus Eigenvek-
toren durch eine Abbildungsmatrix in Diagonalgestalt beschrieben, was ebenfalls
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eine Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit ist: Eine (beliebige) Abbildungs-
matrix von @ ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix.

Eine weitere Moglichkeit, die Diagonalisierbarkeit zu charakterisieren, ist

V= (P Eig@,N).

A€Spec(P)

Dies wiederum ist wegen [5.4.2] und [7.3.4] dquivalent zu

dimV = ) dimEig(®,\).

AeSpec(P)

Hilfssatz 7.4.9 (Diagonalisierbarkeit und das Minimalpolynom)

Es seien V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und ® ein Endomorphis-
mus von V. Dann ist ® genau dann diagonalisierbar, wenn sich das Minimal-
polynom als Produkt

MPg(X) = (X —a1) ... (X — )

schreiben ldsst, wobei die «; paarweise verschiedene Elemente aus K sind .

Beweis. Wenn @ diagonalisierbar ist, dann gibt es eine diagonale Abbildungsma-
trix A dafiir, und es gilt MPg(X) = MP4(X). Aber das Minimalpolynom von
A hat die gewiinschte Gestalt, wie wir in Beispiel a) gesehen haben.

Sei umgekehrt MPg(X) = Hle(X — ;) mit o; # «o; fir ¢ # j. Wir benut-
zen einen Spezialfall der Lagrangeschen Interpolationsformel, den wir aber auch
begriinden.

Fiir festes i € {1,...k} sei f; das Polynom

[iX) = T](X = ).

JFi

Das ist ein Polynom vom Grad k£—1 mit den £—1 Nullstellen «;, j # i. Wegen
MPy = (X — «y) - f; gilt fiir alle Vektoren v € V' die Relation

fi(®)(v) € Eig(®, o).

Nun sei ¢; := fi(a;) = H#i(ai — aj).

Dann ist

k
J= Zcflfi
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ein Polynom vom Grad < k& — 1, das an jeder der k Stellen «; den Wert 1
annimmt. Daher ist das Polynom f konstant gleich 1, und insbesondere gilt

f(®) =1dy.
Das zeigt aber fiir alle v € V' die Gleichheit

k k
v=[f(@)(v) =) ¢ fi(®)(v) € Y Eig(®, ).
i=1 i=1
Daher ist ® diagonalisierbar. O

Beispiel 7.4.10 (Transponieren)

Es sei V = K™ mit n > 2. Die Abbildung V 3 A — AT € V, die A auf
ihre transponierte Matrix abbildet (siehe[£.1.11]), ist ein Endomorphismus 7" von
V.Da (AT)T = A gilt, folgt T? = Idy. Also ist X? — 1 ein annullierendes
Polynom von T'. Der Eigenraum von 7' zum Eigenwert 1 besteht aus den sym-
metrischen Matrizen (d.h. A = AT), der Eigenraum zum Eigenwert —1 aus den
antisymmetrischen. Da V' wegen n > 2 keiner der beiden Eigenrdume ist, muss
das Minimalpolynom von T tatsichlich das Polynom X2 —1= (X —1)-(X +1)
sein. Dieses Polynom hat zwei verschiedene Nullstellen, wenn die Charakteristik
von K (siehe [3.1.6h)) nicht 2 ist. Ansonsten hat es eine doppelte Nullstelle bei
1. Also ist T' genau dann diagonalisierbar, wenn 1 # —1 gilt. Tatséchlich ist in
diesem Fall fiir jede Matrix A € V

1 1
A=—(A+AT) +-(A-AT)
2 2
eine Zerlegung von A in eine symmetrische und eine antisymmetrische Matrix
und V' ist die Summe der Eigenrdume.

Im Falle char (K) = 2 ist 1 gar nicht definiert.

Bemerkung 7.4.11 (Auffinden des Minimalpolynoms)

In Abschnitt 8.4 werden wir sehen, dass das Minimalpolynom ein Teiler eines
Polynoms vom Grad dim(V') ist, das sich ,leicht* (jedenfalls gezielt) berechnen
lasst. Man muss also nur (naja!) alle Teiler dieses Polynoms durchprobieren, um
zum Minimalpolynom zu kommen.
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Kapitel 8

Determinanten

In Beispiel hatten wir schon gesehen, dass man fiir 2 x 2-Matrizen die
Eigenwerte iiber die Determinante ausdriicken kann. Dies soll hier allgemeiner
passieren. Dabei soll wie in die Determinante einer quadratischen Matrix
insbesondere ein Maf} dafiir sein, ob ihre Spalten (oder Zeilen) linear abhéngig
sind oder nicht.

8.1 Die Determinantenform

Zunéchst wollen wir am Beispiel des dreidimensionalen Anschauungsraumes mo-
tivieren, was nachher zu den Axiomen der Determinantenform wird.

Bemerkung 8.1.1 (Parallelepipede und ihr Volumen)

Drei Vektoren vy, vy, v3 im R® spannen ein sogenanntes Parallelepiped auf, das
ist die Menge

P(v1,v9,v3) := {arv1 + agvy + azvz | 0 < a; < 1},

Es ist so etwas wie ein verbogener Quader:

V2

145
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Das Volumen V' (vy,vq,v3) dieses Parallelepipeds berechnet sich als Grundfléiche
mal Hohe (oder Seitenfliiche mal Breite, oder Vorderfliche mal Tiefe, das ist alles
gleich gut).

Die drei Vektoren sind genau dann linear unabhéngig, wenn sie nicht in einer
Ebene liegen, also wenn das Volumen nicht Null ist. Welche Eigenschaften hat
die ,, Volumenfunktion“ V' ?

Das Volumen des Wiirfels mit Kantenlédnge 1 ist 1:

V(61,€2,63) =1. (1)

Wie édndert sich das Volumen, wenn man die Vektoren dndert?
Wenn man v; verdoppelt, dann verdoppelt sich das Volumen, genauso auch fiir
vy und vz. Allgemeiner gilt fiir positive A, Ay, A3 € R :

V(A1v1, Aava, Azvs) = At A A3V (1, va, v3). (2)

Wenn man vy parallel zu v; verschiebt, dann &ndern sich weder Grundflache
noch Hohe, also bleibt auch das Volumen gleich:

V(v1,ve + Avy,v3) = V (01,09, 03). (3)

Das folgt auch aus Regel (3), denn V(vy, Avy,v3) = 0, da das Parallelepiped
ganz in einer Ebene liegt.

Wenn man zu v3 einen anderen Vektor v3 addiert, dann addieren sich die Vo-
lumina der zugehorigen Parallelepipede, denn die Hohen addieren sich. Genauso
auch mit v, und v .

V(Ul, Va2, U3 + 173) = V(’Ul, V2, Ug) —+ V('Ul, Vg, 173) (3)

03—0—@3

U3

vy €= |- - - = _r

0 (]

Aber jetzt sind wir auf ein suggestives Bild hereingefallen.
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Denn wenn v3 = —wv3 ist, dann hat das neue Parallelepiped Hohe Null, also
Volumen Null, und das kann nicht die Summe der Volumina sein, denn diese sind
positiv.

Man rettet sich, indem man eine Funktion einfiihrt, die die beschriebenen und
eigentlich ja auch gewiinschten Eigenschaften hat, und zunéchst von Fragen der
Positivitat absieht — diese spielen fiir beliebige Korper ohnehin keine sinnvolle
Rolle. Insbesondere fordern wir die Giiltigkeit von Gleichung (2) fiir alle Werte
der A;.

Die so beschriebene Funktion heifit die Determinantenform. Sie lasst sich fiir jeden
Korper definieren. Diese Determinantenform hat noch eine Eigenschaft, die sich
aus der Gleichung (3) herleiten ldsst, wenn man die Bemerkung nach Gleichung
(3*) noch berticksichtigt:

0  =V(vg+ve,v1 4+ v2,03) = V(v,v1 + 02, 03) + V(2,01 + v2,v3) =
= V(vy,v1,03) + V(v1,02,03) + V(vg, v1,v3) + V(vg, 09, v3) =
= V(Ul, V2, U3> + V(’UQ, V1, Ug).

Das heifit:
V(U17U27U3) = —V(U27U17U3)- (4)

Beim Vertauschen zweier Vektoren éndert sich das Vorzeichen des ,, Volumens®.

Wir nehmen die eben gesehenen Eigenschaften als definierende Eigenschaften
einer Abbildung von (K™)™ nach K fiir einen beliebigen Korper K.
Definition 8.1.2 (Determinantenform)
Es seien K ein Korper und n € N. Eine Abbildung
D: (K" — K
heifit eine Determinantenform auf K", wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind (dabei seien die Vektoren w,vy,...,v, € K™ und a € K beliebig):
a) Fiir die Standardbasisvektoren gilt D(eq,es,...,¢e,) =1
b) Fir 1 <i <n gilt
D(vy, .. 01, 0w, Vg1, ooy Ug) = D(v1, 00 00)+D (01,0 V1, W, Vi, - vy V)

c) Fir 1 <i<n gilt

D(vi,v9,..., - v5, ..., 0,) = - D(vy,v9,...,0,).

d) Wenn fiir zwei Indizes 1 < i < j <n die Spalten v; und v; tibereinstimmen,
dann ist
D(vy, ... 050,05, ..., 0p) = 0.
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Folgerung 8.1.3 (Eigenschaften der Determinantenform)
Es sei D eine Determinantenform auf K.

a) Wenn (fiir irgendein ¢ zwischen 1 und n) die Vektoren vy, ..., v;_1, Vi1, ...,y
festgehalten werden, dann ist die Abbildung

v D(vp, .00, 0)

eine Linearform auf K™. Man sagt fiir diese Eigenschaft (die aus b) und c) folgt),
dass D eine n-fache Multilinearform. ist.

b) Fiir i # j und a € K gilt (Addition eines Vielfachen der j-ten Spalte zur
i-ten Spalte):

D(vy,...,vi +avj,...,v5,...,0,) = D(vy,...,0,).
Denn die linke Seite ist wegen der Multilinearitéit
D(vy, ... ,vn) +aD(v1, ..., 0, ..., 05, ..., U),
und der zweite Summand ist 0.

c) Wenn fiir ein Paar (7,j) von Indizes mit i < j die Vektoren in der i-ten und
j-ten Spalte vertauscht werden, so dndert sich D dabei um den Faktor (—1):

D(’Ul, B R ,Uj, R 7Un) = —D(’Ul’ . ,Ul',l”l]j,'l}lqu, Ce 7'Uj717'Ui7,Uj+17 . ;Un)-

Denn wir finden mit b) und d) aus|8.1.2

d)
0= D(vl,...,vi_l,vi+vj,vi+1,...,vj_l,vi+vj,vj+1...,vn)

b)

= D(Ul’-"7Ui—1’viavi+17-'wvj—lyvi"_Ujuvj—i-l"wvn)
+D(Ul,...,Ui_l,l)j,vi+1,...,Uj_l,’Ui+?Jj,1)j+1...7’0n)

b)

- D(”l?"'7Ui—17viavi+17'"7Uj—17viuvj+1"'7vn)
+D(U1,-~~7Ui—1,Uz‘;Ui+1,-~~;Uj—1>Uj,Uj+1---,Un)
+D(U1,---,'Ui_l,'Uj,UZ'_A,_l,.-.,Uj_l,Ui,'Uj+1--.,Un)
—|—D(v1,...,vi,1,vj,vi+1,...,vj,l,vj,vjﬂ...,vn)

d)

= D(Ul,...,’l}i_l,Ui,Ui+1,...,Uj_l,’llj,l)j+1...,Un)
+D(v1, .- Vie1, Ujy Vigds -5 Vjm1, Uiy Ujgd -+ -+, Up).

d) Fiir beliebige vy,...,v, € K", aq,...,q, € K gilt die Gleichung

Doy - vp, .. 0 - v0p) = Qg Qg ooy - D(vg, 09,000, 0p).

e) Um gleich den GauB-Algorithmus ins Spiel zu bringen halten wir fest, dass
damit fiir die Additions-, Vertauschungs- und Diagonalmatrizen aus Abschnitt
4.2 die folgenden Rechenregeln gezeigt sind. Wir fassen dazu vy, ..., v, zu einer
Matrix M € K™*" zusammen und betrachten D als Abbildung von K"™*" nach
K . Dann formulieren sich die Eigenschaften b), ¢) und d) bequemer so:
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Bemerkung 8.1.4

Fiir eine Determinantenform D gilt immer

D(M - Aij(a)) = D(M) fir 1 <i,j <n,i#j,a€kK,
DM V) =—D(M) fir 1 <4,5 <n,i# Jj,
D(M - diag(ov, ... an)) =], ) - D(M) firo; € K.

Diese Merkregel benutzen wir jetzt, um D auszurechnen, immer unter der An-
nahme, dass es eine Determinantenform iiberhaupt gibt, die wir erst im néchsten
Abschnitt rechtfertigen werden.

Zunichst gilt wegen [8.1.2] a):
D(I,) = 1.
Mit M = I,, folgt dann aus der Merkregel insbesondere

D(Aj(a)) =1, D(Vi) =—1, D(diag(au, ..., o)) =[] e

=1

Speziell ist D(X) # 0, wenn X eine Additions-, Vertauschungs- oder invertierba-
re Diagonalmatrix ist (dann sind die «; alle ungleich 0). Diese Matrizen werden
wir im Rest dieses Abschnitts immer als spezielle Matrizen bezeichnen.

Die Merkregel in Bemerkung wird dabei zu
DMX)=D(M)-D(X),

wenn X eine spezielle Matrix ist.

Bemerkung 8.1.5 (Auftritt Gauf)

Wir benutzen den Gauf}-Algorithmus: Nach dem Beweis von gibt es spezielle
Matrizen Xi,..., Xy, sodass die Matrix (M - Xy -...- Xd)T Gauf3-Normalform
besitzt. Speziell gilt wegen [4.4.6}

X, = { I, , falls Rang(M) = n,

M-X S, falls Rang(M) < n,

wobei S eine n x n-Matrix ist, deren letzte Spalte die Nullspalte ist. Es gilt
daher
D(S) = D(S - diag(1,...,1,0)) = 0.

Das fithrt zu

: ' 1 , falls Rang(M) = n,
0 , falls Rang(M) < n.
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Oder anders gesagt, weil die D(X;) alle von Null verschieden sind:

D(M) = [T, D(X,)"! | falls Rang(M) = n,
B 0 , falls Rang(M) < n.

Wir erinnern daran (siehe 4.4.6|), dass der Rang von M € K™*" genau dann n
ist, wenn M invertierbar ist, also in GL,(K) liegt.

Folgerung 8.1.6 (wichtige Eigenschaften der Determinante)

Es seien K ein Kérper und n € Ny.

Wenn es auf K" eine Determinantenform D gibt, dann gelten die Regeln
a) VM € K™": D(M)#0 <= M € GL,(K).

b) VM,N € K"™": D(M-N)=D(M)-D(N).

c¢) Es gibt genau eine Determinantenform.

d) VM € K™ : D(M)=D(M").

Beweis. Nur die Regeln b) und d) sind noch zu zeigen.

b) Der Rang von M - N ist genau dann kleiner als n, wenn M oder N Rang
kleiner als n hat. Also gilt fiir diesen Fall die Multiplikativitat. Wenn M und N
beide Rang n haben, so schreibt man sie sich als Produkte der speziellen Matri-
zen hin, und dieselben Faktoren kann man verwenden, um M - N als Produkt
spezieller Matrizen zu schreiben. Also folgt die Behauptung aus [8.1.5]

d) Diese Regel sagt, dass sich beim Transponieren der Wert von D nicht &ndert.
Wir unterscheiden zwei Fille.

Wenn M nicht regulir ist, dann ist auch M " nicht regulir, und fiir beide ist

nach a)
D(M)=0=D(M").

Wenn M regulér ist, dann ist M ein Produkt
M=X; -Xy-...- Xg,
wobei die X, spezielle Matrizen sind. Fiir diese gilt offensichtlich
D(X,) = D(X,),
Dann folgt aber wegen b)

D(MT) = D(X;'XdT—l XlT) - H?:lD(X‘T

)

=TIL, D(X;) = D(X, - Xy -...- X4) = D(M).
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Beispiel 8.1.7 (fiir die Berechnung einer Determinante)

Immer noch unter der Voraussetzung, dass es eine Determinantenform auf K"
gibt, wollen wir einige Determinanten ausrechnen.

a) Obere Dreiecksmatrizen sind Matrizen der Gestalt

d1 * *
A— 0 d2 * EKan'
0 ... 0 d,

Also: unterhalb der Diagonalen stehen nur Nullen als Eintrage. Auf der Diago-
nalen stehen die Werte d,...,d,. Es gilt:

Um dies einzusehen unterscheiden wir zwei Falle.

Wenn es ein ¢ gibt mit d; = 0, dann sind offensichtlich die ersten ¢ Spalten von
A linear abhéngig (enthalten in (ej,...e;_1)), also ist A nicht invertierbar und
es ist

Wenn keines der d; Null ist, dann ist wegen Definition c)

D(A)=dy-dy-...-d,- D(A),

wobel
1 * *
0 0 1

eine obere Dreiecksmatrix ist, deren Diagonaleintrége sdmtlich gleich 1 sind. Wir
miissen zeigen, dass D(A) = 1 gilt. Dies ist wahr, da A sich als Produkt von
Additionsmatrizen schreiben lédsst: andere braucht man offensichtlich nicht um
den Gauf-Algorithmus fiir A durchzufiihren. Als Produkt von Additionsmatrizen

hat A dann wegen und Merkregel die Determinante D(A) = 1.

b) Im folgenden Zahlenbeispiel benutzen wir zunéchst Additionsmatrizen, nach-
her Diagonalmatrizen und am Ende Beispiel a).
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11 1 1 11 1 1 11 1 1
1 2 -1 -2 01 -2 =3 01 -2 -3
D 14 1 4 D 03 0 3 =D 00 6 12
1 8 -1 -8 07 -2 -9 0 0 12 12
11 1 1 11 1 1
01 -2 -3 01 -2 -3
=6-12-D 00 1 9 72-D 00 1 9 —72.
00 1 1 00 0 -1

8.2 Die Leibnizformel

In diesem Abschnitt wird sichergestellt, dass es immer eine Determinantenform
gibt. AnschlieBend diirfen wir die Aussagen iiber Determinanten aus dem letzten
Abschnitt ohne Einschrankung verwenden.

Gleich brauchen wir das Signum einer Permutation, siehe [2.4.5|und die in diesem
Abschnitt hergeleiteten Eigenschaften des Signums.

Definition 8.2.1 (Leibniz-Formel)

Es sei n eine natiirliche Zahl und A = (a;;) € K™*™. Dann wird die Determinante
det(A) von A definiert durch die Leibniz-Formel, namlich

n

oc€Sh i=1

Die Abbildung det ist eine Abbildung von K"™*" nach K.

Satz 8.2.2 (Existenz der Determinantenform)

Die Abbildung
det : K" — K

ist eine Determinantenform auf K".

Beweis. Wir miissen die vier Punkte aus der Definition abhaken.

a) Wir bezeichnen die Eintridge der Einheitsmatrix mit dem ,, Kronecker-Delta“:

1 fallse =7,

In = (5@'), wobei 5@‘ = { 0 falls i 7& ]
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Wenn o € S, eine Permutation ungleich der Identitéit ist, dann gibt es ein

ie{l,...,n} mit ¢ # 0(i), also d;p(;) = 0. Fiir so ein ¢ ist dann aber
H io(iy = 0
i=1

b) Wenn zur ig-ten Spalte von A eine Spalte (by ... b,)" addiert wird und
dadurch eine neue Matrix A entsteht, dann sagt die Leibniz-Formel:

- Z Slgn H Qi,o (i) aa‘l(lo) i T bot ’0))

(0(1)?510)

= Z sign(o) Hai,m Z sign(o H Uio(i)) * Do—1(ig)

ocES i=1 oESH

— det(A) + det(A),

(d( )#7())

wobei A die Matrix ist, die aus A durch ersetzen der ip-ten Spalte durch b
entsteht. Dann ist aber genau die Bedingung b) aus der Definition der Determi-
nantenform erfiillt.

c¢) Wenn die i-te Spalte von A mit o € K multipliziert wird, dann &ndert
sich die Leibnizformel dahingehend, dass in jedem Produkt der Faktor a,-1;;
durch a - a,-1(;); ersetzt wird. Der Faktor « lédsst sich ausklammern, was in der
Definition der Determinantenform die Bedingung c) impliziert.

d) Wenn die k-te und die [-te Spalte in A € K™*™ gleich sind (mit k # ), dann
bezeichnen wir wie in b) mit (k I) € S, die Transposition, die k¥ und [
vertauscht. In der Leibnizformel stimmen dann die Summanden zu o € S,, und
(k 1) o o bis aufs Vorzeichen iiberein, denn in den Produkten

H R0 und H Q5 (k 1)oo(i)
i=1 i=1

stimmen die Faktoren fiir die ¢ iiberein, fir die o(i) ¢ {k,{}, und die fir die
zwei Werte von ¢ mit ¢ € {k,l} werden durch die Transposition (k [) gerade
vertauscht. Da aber die k-te und [-te Spalte iibereinstimmen, dndert sich das
Produkt insgesamt nicht. Allerdings ist sign () = —sign((k [) o 0), womit auch
die Bedingung d) aus der Definition verifiziert ist. O
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Bemerkung 8.2.3 (Theorie und Praxis)

Die Leibniz-Formel sollten Sie bei der Berechnung von Determinanten méglichst
vermeiden. Nur fiir kleine Werte von n (némlich fiir n = 0,1,2,3 und vielleicht
noch n = 4) liefert sie eine sinnvolle Rechenmethode. Die Determinante einer
0 x 0-Matrix ist 1, denn die symmetrische Gruppe Sy enthélt ein Element, und
fiir dieses hat man das leere Produkt auszuwerten, das 1 ist. Die Determinante
der 1 x 1-Matrix (a) ist a. Weiter finden wir

ab
det((c d>) = ad — be,

und die Determinante einer 3 x 3-Matrix wird oft iiber die ,,Regel von Sarrus“
ausgerechnet, die hier aber nicht wiedergegeben wird, um den falschen Eindruck
zu vermeiden, dass sie in irgendeiner anderen Form zu verallgemeinern sei als
eben durch die Leibniz-Formel.

Fiir die praktische Berechnung von Determinanten erinnern wir an Abschnitt 8.1
und lernen nun noch ein Verfahren kennen, das allerdings auch eher in theore-
tischen Situationen und zur rekursiven Berechnung der Determinanten rekursiv
definierter Familien von grofler werdenden Matrizen Verwendung findet.

8.3 Die Laplace-Entwicklung

Hilfssatz 8.3.1 (Blockmatrizen)
Es seien a,c € Ny und A € K*** C € K¢ Dann gilt fir jede a x c-Matrix

det ( N > — det(A) - det(C).

Beweis. Wenn C' Determinante 0 hat, dann sind die letzten ¢ Zeilen von (‘3 g )
linear abhéngig, also

det ( N > — 0 = det(A) - det(C).

Wenn C' Determinante ungleich 0 hat, dann gilt

A B I, —BC™! A B A 0
det(o C>_det(0 I )‘det<0 C)-det<0 C’)'
Wenn A = [, die Einheitsmatrix ist, dann braucht man zur Berechnung von

det(({)” CO)) nur solche Spaltenumformungen, die man auch zur Berechnung von
det(C') braucht. Also gilt

det ( % g ) = det(C) und analog det < 61 ?C ) = det(A).
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Die Multiplikativitit der Determinante (siehe b)) liefert dann

det<‘§ g):det((% g)(’g ?C)):det(C)-det(A).
O

Beispiel 8.3.2 (Vorbereitung des Entwicklungssatzes)

Nun sei A € K™*" eine beliebige quadratische Matrix, n > 1. Fiir 1 < j < n sei
Ay; die Matrix, die aus A durch Streichen der ersten Zeile und der j-ten Spalte
entsteht, und s; sei die Spalte, die aus der j-ten Spalte von A durch Streichen
von a;; entsteht. Wir schreiben uns nun die Spalten einzeln auf, zerlegen dann
die erste Zeile als Summe von n Zeilen, was (wegen fiir die transponierte
Matrix und wegen [8.1.6{1)) eine Summe fiir die Determinante ergibt, und dann
vertauschen wir im ¢-ten Summanden zyklisch die ersten ¢ Spalten:

det(A) — det ( a;p a2 ... Qip-1 Gin
S1 S92 Sn—1 Sn,
)det(a11 0 O>+det(0 ajz 0 ...>+_..+
51 S2 ... Sn S1 S22 83 ...
+ det 0 ... 0 an
St So2 ... Sy

) ai 0 a2 0
det — det +-
( 51 An) < 52 A12)
_1\n+1 a0
+(—1) det( s Ay
> (1) ag; - det(Aqy).
Man sagt dazu, die Determinante von A wurde durch Entwicklung nach der
ersten Zeile berechnet.

2

Was wir hier fiir die erste Zeile gemacht haben, geht genauso fiir jede andere Zeile
und analog (zum Beweis kann man zum Beispiel transponieren) fiir jede Spalte.
Das zeigt den folgenden Satz.

Satz 8.3.3 (Laplace-Entwicklung)

Es sei A eine n x n-Matriz iber dem Kérper K. Fir 1 <i,j <n sei A;; die
Matriz, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.
Dann qilt fir festes k zwischen 1 und n:

n

det(A) =) (—1) ay; - det(Ay;).

i=1
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Diese Formel heifst Entwicklung der Determinante nach der k-ten Zeile.

Analog geht die Entwicklung nach der k-ten Spalte:

n

det(A) =) (1) ay - det(Ay).

=1

O

Beispiel 8.3.4 (Ein charakteristisches Polynom)

Es seien t,ag,...,a,_1 € K. Nach einer Erinnerung an Definition und im
Vorgriff auf untersuchen wir die folgende Matrix:

t O o0 ... 0 ao
—1 t 0 0 aq
a0
—1 t Ap—2
O 0 0 —1 t+an_1
Es gilt:
n—1
det(A) ="+ an t" '+ Fart+ag=1"+ Y ait'.
i=0

Dies sehen wir mit vollstdndiger Induktion nach n, wobei wir Spafles halber die
Falle n < 2 alle diskutieren:

Fiir n = 0 ist A die ,leere* Matrix mit Determinante det (A) = 1 = 943" a,;t".
Fiir n = 1 ist die Matrix A gerade die Matrix (t+ag) und diese hat Determinante
t+ ag. Fir n =2 gilt

t Qo )
det(_l t—l-(ll)_t +a1t+a0.

Fiir beliebiges n > 3 gilt nun nach Laplace-Entwicklung nach der ersten Spalte
det(A) =t- det(A11> +1- det(A21>.

Hierbei kennen wir die Determinante von A;; nach Induktionsvoraussetzung,
n—2
det(AH) = tnil + Z a/iJrltl,
i=0

und Laplace-Entwicklung von As; nach der ersten Zeile sagt uns:

det(Ag) = (—1)" - (ap) - det((Asz1)1.n-1) = ao,
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da die (n —2) x (n — 2)-Matrix (As1)1,,—1 eine obere Dreiecksmatrix ist, deren
Diagonaleintrége alle gleich (—1) sind (in A wurden die ersten zwei Zeilen und
die erste und letzte Spalte gestrichen); wir kénnen also zur Berechnung
verwenden. Insgesamt folgt die Behauptung.

Definition/Bemerkung 8.3.5 (Adjunkte Matrix)
Fir A € K™ heif3t die (n X n) -Matrix A# = (az])lgl,jgn mit

QG5 1= (—1)i+j det(Aﬂ)

die zu A adjunkte Matrix.

Es gilt A-A# = det(A)-I,. Denn: die Eintriige auf der Diagonalen sind nach der
Laplace-Entwicklungsformel gerade die Determinante von A, und der Eintrag an
der Stelle (k,l) mit [ # k ist

> ag; - (1) det(Ay) = det(B) =0,
j=1

wobei B die Matrix ist, die aus A entsteht, indem die [-te Spalte durch die k-te
Spalte ersetzt wird (wieder wird Laplace benutzt!), die also zwei gleiche Spalten
und damit Determinante 0 hat.

Insbesondere sehen wir fiir det (A) # 0 die Gleichung (vgl. 4.2.9)

A7l = (det(A)) ! - A%,

Bemerkung 8.3.6 (Ringe statt Kérpern)

Wenn man an quadratischen Matrizen iiber einem kommutativen Ring R statt
iiber einem Korper interessiert ist, dann kann mit der Leibniz-Formel noch im-
mer eine Determinante definiert werden, die die Eigenschaften einer Determinan-
tenabbildung hat. Allerdings kénnen wir nicht mehr auf den Gauf-Algorithmus
zuriickgreifen, um die Eindeutigkeit zu zeigen. Die Laplace-Entwicklung und der
Determinanten-Multiplikationssatz bleiben allerdings richtig, und es gilt

A e GL,(R) <= det(R) € R™.

Auch die Formel fiir die Adjunkte, A- A% = det(A) - I,,, bleibt giiltig.

Dies stimmt insbesondere fiir Teilringe von Korpern, fiir die man die Ergebnisse
fiir Kérper benutzen darf. Da wir im néchsten Abschnitt Determinanten iiber
dem Polynomring brauchen, iiberlegen wir uns also nun, dass fiir jeden Korper
K der Polynomring K[X] in einem Korper enthalten ist.
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Bemerkung 8.3.7 (Der Korper der rationalen Funktionen)

Es sei K ein Korper und R = K[X] der Polynomring in einer Variablen X {iber
K . Wir betrachten zunéchst

Si=Rx(R~A{0})={(f,9)| f,g € R, g#0}.

Auf S definieren wir die Aquivalenzrelation
Beim Nachrechnen dafiir, dass das eine Aquivalenzrelation ist, braucht man die
Nullteilerfreiheit von K[X]. Wir fithren das hier nicht vor.

Nun sei K(X):= S/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen in S, siche|1.4.6} [1.4.7]

Die Aquivalenzklasse von (f,g) € S notieren wir suggestiv als 5. Das motiviert

auch die Aquivalenzrelation, die wir nun so schreiben kénnen:

izizﬁiéfzgf-
g g

Addition und Multiplikation auf K(X) definieren wir nun durch die vertrauten
Formeln
f Lk _fl+gk f k [k

g 1 gl g 1l gl
Man muss (tun Sie das!) nachrechnen, dass diese Vorschriften wohldefiniert sind
und aus K (X) einen Korper machen, der K[X] mithilfe des injektiven Ringho-

momorphismus

MMBfHTeKM)

als Teilring enthélt. K(X) heifit der Korper der rationalen Funktionen (iiber
Wenn R # {0} ein beliebiger kommutativer Ring ohne Nullteiler ist, dann lésst

sich wortgleich zum eben Gesehenen ein Koérper konstruieren, der R enthélt.
Dieser heifit der Quotientenkérper von R.

Das hier benutzte Verfahren der ,,Nenneraufnahme® lésst sich noch modifizieren.
Zunéchst muss man nicht alle Elemente # 0 als Nenner zulassen, und dann kann
man sich noch fiir Ringe mit Nullteilern eine gangbare Variante iiberlegen. Dies
ist fiir Zwecke der Zahlentheorie und der algebraischen Geometrie eine wichtige
Konstruktion.

8.4 Die Determinante eines Endomorphismus

Das, was wir nun fiir quadratische Matrizen gemacht haben, wollen wir benutzen,
um wieder die Frage nach den Eigenwerten von Endomorphismen aufzugreifen.
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Wir hatten ja gesehen, dass A € K genau dann ein Eigenwert eines Endomor-
phismus @ eines endlichdimensionalen Vektorraumes V' ist, wenn ®— Aldy, nicht
regulér ist.

Definition/Bemerkung 8.4.1 (Determinante eines Endomorphismus)

Es seien V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K und ® ein Endomor-
phismus von V. Weiter sei B eine Basis von V und Dgp(®) die Abbildungs-
matrix von ® beziiglich B. Dann definieren wir die Determinante von ® durch

det(CI)) = det(DBB((I)))

Wir miissen iiberlegen, dass dies nicht von der Wahl von B abhéngt. Wenn C
eine weitere Basis von V' ist, dann gibt es nach eine invertierbare Matrix
S, sodass

Dec(®) = S~ - Dpp(®) - S.

Daraus aber folgt zu unserer Beruhigung aufgrund der Multiplikativitat der De-
terminante (siche Folgerung b))

det(Dcc<q))) = det(S‘l . DBB(CI)) . S) = det(S)_l : det(DBB((P)) . det(S)
= det(DBB(<P))

Mit anderen Worten: die Determinante ist eine Ahnlichkeitsinvariante (siehe
7.1.3)).

Ein Element A € K ist nach b) genau dann ein Eigenwert von &, wenn
Kern(® — Ady) # {0} ist. Das wiederum ist wegen [5.5.10| b) dazu dquivalent,
dass ® — Aldy nicht invertierbar ist. a) sagt, dass dies genau dann der Fall
ist, wenn

det(® — Aldy) = 0.

Die Leibniz-Formel zeigt, dass dies eine polynomiale Bedingung an A ist: die
Determinante einer Matrix mit Eintrdgen im Polynomring ist wieder ein Polynom.

Definition 8.4.2 (Charakteristisches Polynom)

Es seien V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum mit Basis B und ® ein Endo-
morphismus von V.

Das Polynom
CPg(X) :=det(X - I,, — Dpp(P))
heifit das charakteristische Polynom von ®.
Wir werden gleich sehen, dass es nicht von der gewéhlten Basis B abhéngt.
Zunéchst aber folgt aus der Bemerkung am Ende von die wichtige
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Bemerkung 8.4.3

Die Eigenwerte von & sind die Nullstellen von CP ¢(X).

Das charakteristische Polynom hat Grad n und ist normiert (d.h. der Leitkoef-
fizient ist 1). Sein konstanter Term ist gleich (—1)" - det(®), und der Koeffizient
bei X" ! ist —Spur(Dpg(®P)), wobei die Spur wie in definiert ist. Insbe-
sondere sehen wir daran, dass die Spur eine Ahnlichkeitsinvariante ist, denn dies
gilt auch fiir das charakteristische Polynom.

Bemerkung 8.4.4 (Invarianz des charakteristischen Polynoms)

Wie das charakteristische Polynom eines Endomorphismus wird auch das charak-
teristische Polynom einer Matrix A € K™*" definiert durch

CPA(X) = det(X1, — A).

Dies ist immer ein normiertes Polynom vom Grad n. Wie in rechnet man
nach, dass fiir eine zu A dhnliche Matrix A € K"™*" stets gilt:

CP, = CP;.

Das impliziert die in versprochene Unabhéngigkeit des charakteristischen
Polynoms vom Ergebnis einer Basiswahl.

Vorsicht: Es gibt Matrizen mit demselben charakteristischen Polynom, die nicht
zueinander dhnlich sind, zum Beispiel die 2 x 2-Matrizen

A= 00 , A= 01 )
00 00
Sie sind nicht &hnlich, da fiir beliebiges S € GLy(K) gilt:
ST A-S=0=A%# A

Aber beide haben das charakteristische Polynom X?2.

Die Nullstellen von CPg sind genau die Eigenwerte von @, und damit stimmen
die Nullstellen von CPg mit denen des Minimalpolynoms MPg iiberein (siehe
[7.4.7). Es gilt aber noch mehr: MPg teilt CPg. Dies folgt aus und daraus,
dass CPg ein annullierendes Polynom von & ist, also aus dem nachstehenden
Satz.

Satz 8.4.5 (Cayley-Hamilton)

Es seien V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und ® ein Endomorphis-
mus von V. Dann gilt

CPg(®) = 0.
Das bedeutet: CPg(X) € I(P) ist ein annullierendes Polynom fiir ®.
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Beweis. Es seien f(X) := CPg(X) und v € V. Wir zeigen, dass dann gilt

[f(®)](v) =0,

das heifit: f(®) annulliert jeden einzelnen Vektor in V' und ist damit die Null-
abbildung. Dazu betrachten wir den kleinsten ®-invarianten Untervektorraum
U von V, der v enthélt. Er wird erzeugt von

v, ®(v), ®*(v),..., ®"(v),...,

und weil V' und damit auch U endlichdimensional ist, gibt es ein minimales &,
sodass

{v,®(v), ®*(v),...,"(v)}

linear abhéngig ist:
k—1
(I)k<v> == Z a,Z-(I)i(1)>7
i=0

wobei wir das Vorzeichen geeignet gewahlt haben. Dann ist aber

P (v) = d(P*(v)) = (ID(Z a; ®'(v)) = Z a; ®*(v) ...,

und daher ist
By = {v, ®(v), @*(v),..., 9" (v)}

eine Basis von U . Diese erginzen wir zu einer Basis B von V', und[7.2.4] zeigt uns
dann, dass ® beziiglich dieser Basis durch eine Blockmatrix (5‘ (ji) beschrieben
wird, wobei A eine k x k-Matrix ist, * eine passende Matrix, und C € K™
eine Matrix, die ® auf V/U beschreibt. AuBerdem ist 0 die Nullmatrix passender

GroBe. Unsere Wahl von By zeigt uns mit dem Beispiel [7.2.6] dass

0 0 0 ... 0 —Aap
10 0 ... 0 -—-a
o 1 0 . : :
A= Dpyp,(@lv)=1 . =~ , e K™,
ce 1 0 —Qp_2
0 0 e 0 1 —Aanp—1

Dann gilt aber mit Hilfssatz [8.3.1
f(X) = det(X . In — DBB((I))) = det(X : Ik - A) . det(X . Il — O),
also ist (siehe Beispiel [8.3.4)
k-1

g(X) = det(X - [, — A) = X* + > "¢, X’

=0
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ein Teiler von f. Andererseits zeigt die Wahl der Basis By, dass

9(®)(v) =0,
also muss erst Recht auch
f(®)(v) =0
gelten, denn g teilt f. O

Folgerung 8.4.6 (MP teilt CP)

Aus dem vorangehenden Satz und aus[7.4.4)[7.4.5 folgt, dass das Minimalpolynom
eines Endomorphismus @ eines endlichdimensionalen Vektorraumes V' stets ein
Teiler des charakteristischen Polynoms von & ist. Insbesondere ist der Grad des
Minimalpolynoms héchstens gleich dem Grad des charakteristischen Polynoms,
also hochstens gleich der Dimension von V.

Definition 8.4.7 (algebraische und geometrische Vielfachheit)

Es seien @ ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K -Vektorraums und
A € K. Dann heifit
die geometrische Vielfachheit von A (fiir @ ). Die Zahl

pa(®, ) ;= max{e € Ny | 0 < e <dim(V) und (X — )¢ teilt CPo(X)}
heifit die algebraische Vielfachheit von X\ (fiir @ ). Das ist die Nullstellenordnung
der polynomialen Abbildung, die durch CPg gegeben wird, im Punkt .

Es ist klar, dass
pe(P,A) > 1 <= X € Spec(P) <= (P, N) > 1.

Denn die erste Aquivalenz definiert geradezu die Eigenwerte und die zweite Aqui-
valenz nutzt aus, dass CP¢(X) genau dann durch (X — A) teilbar ist, wenn

CPg(X) =0 (siehe|3.3.9).
Nun sei A € Spec(®). Wir wihlen eine Basis {b,...,bs} von Eig(®,\) und
ergénzen sie zu einer Basis B := {by,...,b.} von V. sagt uns

Das(@) = (" 5 ).

mit C € K¥(=9) und D € K=9x(=4)  Daraus aber ergibt sich

(X =)\ -1y -C )

CPs(X) = det ( . XL .- D

= det((X — \) - Iy) - det(XI,_g — D)
= (X = N4 CPp(X).

Nach Konstruktion ist d = p,(®, A), und es folgt:
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Fazit 8.4.8

Fir A € Spec(®) gilt 1 < p1g(P, ) < 1 (P, N).

Bemerkung 8.4.9 (Diagonalisierbarkeit)

In Anlehnung an und den daran anschlieBenden Satz bemerken wir, dass
® genau dann diagonalisierbar ist, wenn sich das charakteristische Polynom als
Produkt von Linearfaktoren schreiben lasst und wenn auflerdem gilt

VA € Spec(®) : pg(P, A) = 1o (P, N).

Fiir diagonalisierbares ® folgt das Kriterium durch Berechnen des charakteristi-
schen Polynoms — wir diirfen ja eine Abbildungsmatrix in Diagonalgestalt benut-
zen.
Wenn umgekehrt das charakteristische Polynom ein Produkt von Linearfaktoren
ist, dann gilt
CPe(X)= ] (X —ap=,
AESpec(P)
Was Yy cgpec() Ha(P, A) = dim(V) erzwingt. Die Gleichheit der Multiplizitédten
sagt dann auch
ST hy(®) = dim(V)
A€Spec(P)

was wir schon im Zuge der Definition als Kriterium der Diagonalisierbarkeit
erkannt hatten.
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Kapitel 9

Normalform fiir
Endomorphismen

Am Ende von Abschnitt 7.1 haben wir die Frage aufgeworfen, ob sich zu jeder
quadratischen Matrix A eine zu A dhnliche Matrix A finden lasst, fiir die schnel-
ler klar ist, wie die zugehorige Abbildung funktioniert, welche Eigenschaften sie
hat, welche invarianten Unterrdume. In 7.4 haben wir die Frage nach der Diago-
nalisierbarkeit geklért, und nun wollen wir noch einen Schritt weiter gehen und
solch eine Matrix A finden, wenn das Minimalpolynom in Linearfaktoren zerféllt.
Dies ist eine ,,technische“ Voraussetzung, damit A wirklich einfach zu verstehen
ist. Eine allgemeinere Klassifikation von Endomorphismen lésst sich mittels des
Elementarteilersatzes aus der Theorie der Hauptidealringe finden, wird hier aber
nicht vorgefiihrt.

9.1 Der Polynomring

Vorweg wollen wir noch Aussagen iiber den Polynomring iiber K bereitstellen,
denn ein wesentliches Hilfsmittel fiir das Folgende ist die Moglichkeit, mit po-
lynomialen Ausdriicken des untersuchten Endomorphismus ® zu arbeiten. Man
erinnere sich etwa an Abschnitt 7.4, in dem genau dieses Phénomen schon in
Spezialfillen einen ersten Auftritt hatte. Zunéchst erinnern wir an [3.3.6} die Ein-
heitengruppe K[X]* des Polynomrings iiber dem Korper K ist gleich K. Nun
machen wir einige Definitionen, die sich ohne Weiteres auch auf beliebige kom-
mutative Ringe iibertragen lieflen.

Definition 9.1.1 (irreduzible Polynome)
a) Es sel K ein Korper. Ein Polynom f € K[X] heifit ein Teiler des Polynoms

165



166 KAPITEL 9. NORMALFORM FUR ENDOMORPHISMEN

g € K[X], wenn es ein Polynom h € K[X] gibt, sodass
g=1r-h.

b) Zwei Polynome f,g € K[X] heiflen teilerfremd, wenn jedes h € K[X], das
sowohl f als auch g teilt, eine Einheit in K[X] ist.

c¢) Ein Polynom f € K[X] ~ K[X]* heifit irreduzibel, wenn fiir jede Zerlegung
f=g¢-h mit g,h € K[X] einer der beiden Faktoren eine Einheit ist.

Satz 9.1.2 (Division mit Rest)

Es seien K ein Kéorper und f,g € K[X] mit g # 0. Dann gibt es Polynome
h,r € K[X] mit Grad(r) < Grad(g), sodass

f—gh=nr.

Beweis des Satzes. Wir machen vollstdndige Induktion nach dem Grad von f.
Wenn f das Nullpolynom ist, ist nichts zu zeigen, denn f =0-¢g+ 0. Wenn f
Grad 0 hat, also eine Konstante # 0 ist, dann unterscheiden wir zwei Félle. Fiir
Grad (g) = 0 ist auch g eine Konstante ungleich 0, und es ist f = (fg~')g + 0,
also h = fg=!, r=0. Fiir Grad(g) >0 ist f=0-g+ f, also h=0,r = f.

Nun nehmen wir an, der Grad von f wére mindestens 1. Wenn der Grad von f
kleiner als der Grad von ¢ ist, dann wihle h = 0, r = f, und alles ist gezeigt.
Wenn Grad (f) > Grad(g), so gibt es ein A € K* mit

Grad(fy) < Grad(f), wobei fy= f — \XCrad(f)=Cradlg) . o

also gibt es nach Induktionsvoraussetzung hg,r mit Grad (r) < Grad(g) und

Jo—hog=r.
Dann ist aber fiir h := hy + \XG2d(/)=Grad(9) ynq dasselbe r auch
f—h-g=r.

O

Bemerkung 9.1.3 (euklidischer Algorithmus)

Dieser Satz ist die Grundlage fiir den euklidischen Algorithmus im Polynomring.
Wenn r = 0 gilt, dann ist ¢ ein Teiler von r. Ansonsten kann man mit (g,r) an-
stelle von (f,g) dasselbe Verfahren noch einmal durchlaufen und findet auf diese
Art mit r¢ := g, r1 := r sukzessive Polynome r;, die sich als r; = r;_1 — h;T;_»
schreiben lassen, und deren Grad immer kleiner wird, bis (zwangsldufig nach
hochstens Grad (g) Schritten) das Nullpolynom herauskommt. Wenn r; = 0 gilt,
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dann ist r;_; ein Teiler von 7;,_5 und damit ist das letzte von Null verschiedene
r; ein Teiler von r;_;. Zuriickrechnend sieht man, dass dieses r; ein Teiler auch
von f und g ist. Da r; aber auch von der Form

ri =a;f +bg, a;,b; € K[X],

ist, ist r; ein gemeinsamer Teiler von f und ¢, der von jedem gemeinsamen Teiler
von f und g geteilt wird. Man nennt dieses r; einen grdfiten gemeinsamen Teiler
von f und g.

Bemerkung 9.1.4 Ein Ideal in einem kommutativen Ring R ist eine Unter-
gruppe [ der additiven Gruppe (R, +), sodass auBerdem fiir alle » € R und alle
i €1 gilt: r-i € I. Der Kern eines Ringhomomorphismus von R nach S (weite-
rer Ring) ist immer ein Ideal. Umgekehrt 14sst sich (mit Faktorbildung) zu jedem
Ideal I ein Ring S und ein Homomorphismus von R nach S konstruieren, der
I als Kern hat. Das wird in der Algebra weiter thematisiert.

Ein Ideal heiit Hauptideal, wenn es ein a € I gibt mit
I={r-al|reR}.

Als Beispiel fiir ein Ideal im Polynomring K[X] geben wir das Verschwindungs-
ideal I(®) eines Endomorphismus & eines Vektorraums V' an. Wir hatten ge-
sehen, dass solch ein Ideal immer von einem Element M kleinsten Grades er-
zeugt wird. Dass dies allgemein fiir alle Ideale im Polynomring gilt, sieht man fiir
I # {0} mit dem Argument aus Satz welches Sie nun mit dem Satz iiber
die Polynomdivision vergleichen sollten.

Fazit 9.1.5

Jedes Ideal I C K[X] ist ein Hauptideal.

Hilfssatz 9.1.6 (Ein Polynom mit allen Teilern)

Es serten K ein Kérper, n > 0 eine natiirliche Zahl und aq,...,a, € K nicht
notwendig verschieden. Es sei

f=X—-a) (X —ay) ...- (X —a,) € K[X]
Dann sind die normierten Teiler des Polynoms f genau die Polynome der Form

g:(X—a“)(X—am)(X—azk), 1<y < <. .. < < n.
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Beweis. Wir machen vollstdndige Induktion nach n. Fir n =0 ist f =1 und
hat nur den einen normierten Teiler 1.

Nun kommt der Induktionsschluss: Wenn fiir n > 1 die Gleichung
=919

gilt, dann ist g;(a;) =0 oder go(a;) = 0. Also ist (mindestens) einer der beiden
Faktoren durch (X —ay) teilbar (siehe|3.3.9), und wir haben ohne Einschrénkung
der Allgemeinheit: (X — aq) teilt g; . Dann folgt

(X —ag)...- (X —a,) = (q1/(X —a1)) - go.

Also sind ¢go und ¢;/(X — ay) nach Induktionsvoraussetzung Polynome der
gewiinschten Gestalt, und dies gilt dann auch fiir g; und gs. O

Hierbei haben wir benutzt, dass die Division durch (X — a1) ein eindeutig be-
stimmtes Polynom f/(X — ay) liefert. Die Eindeutigkeit des Ergebnisses der
Division folgt daraus, dass K[X]| nullteilerfrei ist. Aus (X —a1)g = (X — a1)g
folgt (X —ay)(g—g) =0, also g — g =0.

Folgerung 9.1.7 (Teilerfremdheit)
a) Es seien f,g € K[X] teilerfremde Polynome. Dann gibt es k,l € K[X] mit

1=Fkf+1g.

b) Wenn a € K keine Nullstelle von g ist und f = (X —a)™ fir ein n € N,
dann gibt es Polynome k,l € K[X]| mit

1=kf+lg.

Beweis. a) Die Elemente f und g erzeugen ein Ideal [ in K[X], ndmlich
I={kf+lg|kleK[X]}

Dieses Ideal wird von einem Element M = kf 4 lg erzeugt. Der Erzeuger M ist
ein Teiler sowohl von f als auch von g. Da jeder gemeinsame Teiler von f und
g eine Einheit im Polynomring ist, also eine von Null verschiedene Konstante,
gilt ohne Einschrankung M = 1. Dies zeigt die Behauptung.

b) Da g(a) # 0 gilt, sagt Hilfssatz|9.1.6, dass g und (X — a)" teilerfremd sind.
Nun greift Teil a). O

Folgerung 9.1.8 Eine direkte Summe



9.2. HAUPTRAUME 169

Es sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und ® ein Endomorphismus
von V. Weiter sei

CPe(X) = [y
ein Zerleqgung des charakteristischen Polynoms von ® in teilerfremde Polynome.

Dann gilt
V = Kern(f(®)) & Kern(g(®)).

Beweis. Wir wihlen zuerst Polynome k,[ mit
l=kf+lg
wie in der vorherigen Folgerung [9.1.7
Fiir ein v € Kern(f(®)) N Kern(g(®)) gilt dann auch
v=Tdy(v) = ®°(v) = (K(®) (D) + [(P)g(®))(v) = k(P)(0) +1(P)(0) = 0,

also ist der Durchschnitt der betrachteten Kerne gleich {0}.
Fiir jedes v € V' gilt aber auch

9(®)(v) € Kern(f(®)),
da g(®) - f(®) = CPgy(P) = 0 nach dem Satz von Hamilton-Cayley. Analog ist
f(®)(v) € Kern(g(®)).
Es folgt fiir beliebiges v € V

v=0%0) = f(2)(k(®)(v) + 9(®)(I(2))(v) € Kern(g(®) + Kern(f(®)),

und daher ist die Summe dieser Radume tatséchlich ganz V.

Das zeigt die Behauptung. O

9.2 Hauptriaume

Wir wollen nun der Frage nachgehen, was einen Endomorphismus daran hindert,
diagonalisierbar zu sein.

Bemerkung 9.2.1 (Hindernisse gegen die Diagonalisierbarkeit)

In haben wir ein Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit kennen gelernt: ein
Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraumes ist genau dann diago-
nalisierbar, wenn sein charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfallt und
fiir jeden Eigenwert die geometrische Vielfachheit mit der algebraischen Vielfach-
heit {ibereinstimmt.
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Das erste Hindernis gegen die Diagonalisierbarkeit ist also, dass das charakteri-
stische Polynom nicht in Linearfaktoren zerfillt. In Analogie zum Vorgehen in
Abschnitt 3.2 kénnte man dies aus der Welt rdumen, indem man den Korper
groffer macht — eine Moglichkeit, die in der Algebra systematisch weiterverfolgt
wird. Wir werden dieses Hindernis durch einfaches Ignorieren aus der Welt rdaum-
en und nur solche Endomorphismen untersuchen, fiir die es nicht existiert. Das ist
zum Beispiel immer der Fall, wenn jedes nichtkonstante Polynom in K[X] eine
Nullstelle in K hat. Der Fundamentalsatz der Algebra sagt, dass dies fir K = C
stimmt. Diesen Satz beweisen wir hier nicht!

Jedenfalls bleibt die Frage, was passiert, wenn die Eigenrdume zu klein sind, also
wenn es Eigenwerte gibt, fiir die die algebraische und die geometrische Vielfach-
heit nicht iibereinstimmen. Das ist gleichbedeutend damit, dass es zum Eigen-
raum kein ®-invariantes Komplement gibt. Um die Situation in den Griff zu
bekommen fithrt man den Begriff des Hauptraums ein. Dies ist der kleinste & -
invariante Untervektorraum, der den Eigenraum enthélt und einen ®-invarianten
Komplementarraum besitzt. Die Definition sieht aber ganz anders aus:

Definition 9.2.2 (Hauptraum)
Es seien ® € End(V) und A € K. Dann heifit

H(®,)) = | | Kern((® — Aldy)")
k=0
der Hauptraum von ® zu \ € K.

Dies ist ein Untervektorraum von V', da fiir alle k € Ny gilt:
Kern((® — Mdy)*) € Kern((® — Aldy)*).

Diese Inklusion sorgt auch dafiir, dass jeder dieser Kerne (® — Aldy )-invariant
ist. Da er erst Recht unter Aldy invariant ist, ist er auch ®-invariant. Damit ist
auch H(®,\) ein ®-invarianter Unterraum.

Bemerkung 9.2.3 (Hauptriume enthalten Eigenridume)

Fir A € K ist der Hauptraum H(®,\) genau dann vom Nullraum {0} ver-
schieden, wenn A ein Eigenwert von & ist. Denn natiirlich liegt Eig(®,\) in
H(®,)\), also ist fiir Eigenwerte der Hauptraum nicht trivial; und umgekehrt,
wenn v € H(®, \) nicht der Nullvektor ist, dann gibt es ein kleinstes & > 0 mit

(® — Ady)*(v) =0,

also ist

0 # (& — Mdy)* ! (v) € Eig(®, \)
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und A ist Eigenwert.

Ein Problem bei der Diagonalisierbarkeit ist, dass es zu einem Eigenraum kein
invariantes Komplement geben muss. Der Hauptraum fangt dieses ,, Defizit“ auf.
Dazu miissen wir die Argumente aus Satz noch einmal ansehen und verfei-
nern.

Hilfssatz 9.2.4 (invariantes Komplement zum Hauptraum)

Es seien V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum, ® € End(V) und \ €
Spec(®). Weiter sei e = u,(P,\) die algebraische Vielfachheit von \. Wir
zerlegen das charakteristische Polynom als

CPo(X) = (X = X)-g, g(N) #0.

Dann gelten die folgenden Aussagen:
a) H(®,\) = Kern((® — Aldy)°).
b) dim(H(P,\)) =e.

Beweis. Fiir den Beweis seien H := Kern((® — Mdy)¢) und U := Kern(g(®)).

Wir erinnern an [9.1.8
V=HoU.

Da A keine Nullstelle von g ist, ist es auch kein Eigenwert der Einschrankung von
® auf U, denn g ist ein annullierendes Polynom fiir diese Einschrénkung. Daher
ist fiir alle Zahlen k& € N die Einschrinkung von (® — Mdy)* auf U injektiv,
und es folgt

Kern(® — Ady)“™ = Kern(® — Ady)°.

Das zeigt a).

Da V = H @ U die direkte Summe zweier ®-invarianter Untervektorrdume ist,
gilt
CPs(X) = CPg|,(X) - CPg, (X).

Da weiter (X —\)¢ ein annullierendes Polynom fiir ®|z ist, ist mit dem Argument
aus das charakteristische Polynom von ®|g eine Potenz von (X — \). Der
Exponent kann nicht kleiner sein als e = 1, (®,\), da sonst (X — A) noch ein

Teiler von CPg|,(X) sein miisste, aber A ist kein Eigenwert von @[y . Folglich
ist CPg|, (X) = (X —A)° und damit die Dimension von H gleich e.

Das wollten wir noch wissen. O

Als Vorbereitung auf die eigentlich interessante Zerlegung im néchsten Hilfssatz
brauchen wir noch ein Resultat, das an die Beobachtung in [7.3.4] erinnern sollte.
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Hilfssatz 9.2.5 (direkte Summe von Hauptrdumen)
Es seien V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und ® € End(V). Die
Elemente \i,..., A\ € K seien paarweise verschieden. Dann qilt:

k k

Y H@,\) =P H@N).

i=1 =1

Beweis Wir schreiben kurz H; := H(®, )\;). Der Beweis geht induktiv nach k.
Fir £ =0 und k =1 ist wieder nichts zu zeigen. Die Behauptung sei fiir k£ — 1
wahr. Nun miissen wir sehen, dass aus

v € Hyy vy +va+ - +u =0

zwangslaufig vy = v9 = --- = v, = 0 folgt. Dazu wihlen wir erst einmal ein
e > 0, sodass (® — \Idy)¢(vr) = 0 gilt. Dies geht, da v, € Hy. Dann wenden
wir (& — A\ Idy )¢ auf die obige Gleichung an:

k—1

o:§]¢_mem@:§]®—MMW%m,

e

da der k-te Summand ja gerade von (® — A\¢Idy )¢ annulliert wird.

Da (® — A\, - Idy)%(v;) € H; gilt, folgt nach Induktionsvoraussetzung, dass fiir
1<i<k—1 auch
((I) — )\kIdv)e(’Z}i) =0

gelten muss.
Wiihle fiir jedes solche i ein f > 0, sodass (®—\Idy )/ (v;) = 0. Soein f gibt es.
Die Polynome (X — \)¢ und (X — \;)/ sind teilerfremd, also gibt es Polynome
g,h € K[X], sodass

g (X =M)°+h-(X=N) =1
Das erzwingt

v; = Idy ()
= [g((I)) @) ((I) — )\kldv)e + h(q)) @) ((I) — )\Zldv>f] (UZ)
= gg(é) o (& — A\pldy)¢](vy)

Das zieht v, = 0 nach sich, und wir sind fertig. O

Hilfssatz 9.2.6 (Wann ist V direkte Summe der Hauptriume?)

Es seien V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum, ® ein Endomorphismus
von V, M := MP¢(X) das Minimalpolynom, und C := CPg(X) das charakte-
ristische Polynom von .

Dann sind die folgenden vier Aussagen dquivalent:
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Z) V= @AESpeC(Cb) H((I)7 )\)
ii) C = HAESpeC(@) (X _ )\)dimH(cb,A)_
iii) C' ldsst sich als Produkt von Linearfaktoren schreiben.

iv) M lisst sich als Produkt von Linearfaktoren schreiben.

Beweis. i) = ii): Aus dem Beweis von Teil a) des Hilfssatzes folgt, dass
das charakteristische Polynom der Einschriankung von & auf H(®,\) gerade
(X — \)dmH@N st Da V als direkte Summe der ®-invarianten Unterriume
H(®,\) vorausgesetzt wird, ist C' das Produkt der charakteristischen Polynome
von ¢ auf diesen Teilrdumen. Also:

C = H (X . )\)dimH(cb,A)_

AESpec(P)
ii) = iii): Klar.
iii) = iv): Klar wegen Hilfssatz [9.1.6, denn das Minimalpolynom teilt das cha-
rakteristische (8.4.5)).

iv) = i): Wir schlieBen induktiv nach der Anzahl der Nullstellen des Minimal-
polynoms. Falls es keine Nullstelle gibt, so ist die Anzahl der Linearfaktoren von
M gleich 0, da jeder Linearfaktor eine Nullstelle mit sich bringt. Also ist das
Minimalpolynom M = 1, und V = {0}. Wenn es nur eine Nullstelle A\ gibt,
ist analog M = (X — \)¢ fiir eine positive natiirliche Zahl e, und damit ist
V = H(®,\) bereits ein Hauptraum.

Nun gebe es mindestens zwei Nullstellen, eine davon heifle A. Dann zerlegen wir
V' gemiB dem Beweis von Hilfssatz [0.2.4] als

V=H@®)\NeW

mit einem ®-invarianten Komplement W zum Hauptraum. Dann hat das Mini-
malpolynom der Einschriankung von ® auf W nicht A als Nullstelle. Andererseits
ist

M<X) - MP¢|W(X) ’ MP(I)‘H(@,A) (X)

und damit hat das Minimalpolynom von ® auf W eine Nullstelle weniger als M ,
weshalb sich W nach Induktionsvoraussetzung als direkte Summe von Hauptréiu-
men von ®|y, schreiben ldsst. Diese miissen dann aber gerade die von H(®P, \)
verschiedenen Hauptrdume sein, die ® auf V' hat. O

Hiermit haben wir einen wichtigen Schritt getan und werden nun ¢ auf jedem
Hauptraum fiir sich untersuchen. Als erstes tun wir dies in Abschnitt 9.3 fiir den
Eigenwert A = 0. Danach iibertragen wir das auf beliebige Eigenwerte und fassen
alles im Satz iiber die Jordan’sche Normalform zusammen.
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9.3 Nilpotente Endomorphismen

Definition/Bemerkung 9.3.1 (nilpotenter Endomorphismus)

Ein Endomorphismus @ eines Vektorraumes V' heifit nilpotent, wenn es eine
natiirliche Zahl n gibt, sodass ®" die Nullabbildung ist, wenn also X™ ein an-
nullierendes Polynom von & ist.

Insbesondere ist wegen der Folgerung aus die einzige Nullstelle 0 des Poly-
noms X" auch der einzige Eigenwert von ® (wenn nicht V' = {0} gilt und ®
deshalb gar keinen Eigenwert hat). Auflerdem ist dann

V = Kern(®") = Kern((® — 0 - Idy)")

der Hauptraum von & zu 0.

Fiir endlichdimensionales V' und einen beliebigen Endomorphismus ¢ von V' ist
die Einschrinkung von ® — Aldy auf H(®,\) immer nilpotent, wegen ist
ein moglicher Exponent dim(H (®, \)). Dies werden wir im néchsten Abschnitt
benutzen, um die Ergebnisse {iber nilpotente Endomorphismen auf allgemeine
Endomorphismen zu iibertragen.

Die Uberlegungen im Beweis von Hilfssatz a) zeigen, dass ein nilpotentes
® sich beziiglich einer geeignet gewéhlten Basis von V' immer durch eine obere
Dreiecksmatrix beschreiben lasst. Insbesondere ist das charakteristische Polynom
von ® gleich X4™(V)  Allerdings ist der Ansatz des Beweises nicht wirklich hilf-
reich fiir die Konstruktion der Jordan’schen Normalform, die wir jetzt mit einem
Hilfssatz angehen. Hierfiir brauchen wir den Begriff des zyklischen Unterraums

aus Definition [7.2.6]

Hilfssatz 9.3.2 (zyklischer UVR mit invariantem Komplement)

FEs seien V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und ® € End(V') ein nilpo-
tenter Endomorphismus. Weiter sei X das Minimalpolynom von ® und v € V
ein Vektor mit

d(u) £ 0.

(Solch einen Vektor gibt es, da sonst schon X' ein annullierendes Polynom
wdire und somit X nicht das Minimalpolynom von ® sein kinnte.)

Dann gibt es ein @ -invariantes Komplement W zu dem & -invarianten zykli-
schen Unterraum U = (u, ®(u), ..., ®41(u)).

Beweis. Es ist klar, dass U ein ®-invarianter Untervektorraum ist. Auflerdem ist
die Dimension von U nicht grofler als d, da U von d Elementen erzeugt wird.
Da andererseits das Minimalpolynom von ®|; wegen der Bedingung an u ein
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Vielfaches von X¢ ist, ist dim(U) = Grad(CPy,,) = Grad(MPy ) > d. Es folgt
dim(U) = d.

Es sei W C V' ein maximaler ®-invarianter Untervektorraum mit UNW = {0}.
Solch ein W gibt es, denn die Menge aller ®-invarianten Untervektorrdume,
deren Schnitt mit U nur aus der 0 besteht, ist nicht leer (denn {0} gehort dazu),
und dann gibt es auch solch einen Vektorraum maximaler Dimension, denn V
ist endlichdimensional. Die Summe von U und W ist direkt.

Zu zeigen ist, dass W zu U komplementér ist, dass also V =U & W gilt. Wir
nehmen das Gegenteil an: es gelte V # U & W.

Sei o € V (U ® W) beliebig. Es gilt ®4(¢) = 0 € U & W, also gibt es ein
minimales e € N mit ®¢(0) € U @ W. Sei

vi=0(D).
Dieses v ist nun so gewihlt, dass folgendes gilt:
veV~(UadW)und ®(v) e Ud W.
Wir schreiben flugs

P(v) =Y a;®(u)+w, weW, aq €K,
=0
und wenden hierauf ®?-! an:

0 = ap®® ' (u) + " (w).

Die anderen Summanden verschwinden, da ®? = 0. Nach Voraussetzung ist
P41 (u) #£ 0. Wegen &4 1(w) e W und UNW = {0} gilt ap = 0. Also ist
d—1

O(v) = (@) + w, wobei i =Y a; &' (u) € U.
=1
Nun setze N
W =W+ K(v—a).

Dann ist W unter ¢ invariant, da ®(W) € W und ®(v —u) = w € W.
Auflerdem ist W C W echt enthalten, da v — @ ¢ W. Schliellich haben W und

U den Nullvektorraum als Schnitt, denn aus
uy=w+p0-(v—a), uyelw eW, €K

folgt zuniichst 8 = 0, da sonst v = 7Y ((uy + 3+ @) —wy) € U + W. Also sind
auch u; und w; der Nullvektor, da UNW = {0}.
Aus V # U + W folgt also, dass W nicht maximal sein kann: Widerspruch!

Damit gilt V =U & W wie erhofft. O
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Fazit 9.3.3 Mit vollstédndiger Induktion nach dim (V') sehen wir nun, dass fiir
nilpotentes ¢ gilt:

‘ ® nilpotent = V' ist direkte Summe von zyklischen Unterrdumen.

Denn dies stimmt fiir Dimensionen 0 und 1, und ansonsten gibt es in V' einen
von {0} verschiedenen zyklischen Unterraum mit einem & -invarianten Komple-
mentérraum, fiir den die Induktionsvoraussetzung angewendet werden kann.

Dies lésst sich nun auch auf Matrizenebene formulieren. Dazu betrachten wir die
Abbildungsmatrix wie in fiir den von u erzeugten ®-zyklischen Untervek-
torraum von V', die fiir nilpotentes ® die Gestalt

0 0 ... 0 00
1 0 0 ... 00
. . d
0 1 o . o
ZOES I Dy T
- i=2
0 ... 0 1 00
00 ... 0 10

hat. Man nennt sie ein Jordankdstchen der Linge d zum Eigenwert 0.
Induktiv sieht man, dass fiir 0 < e < d die Gleichung
Rang(J;(0)°) =d —e

gilt und dass der Rang von J;(0)¢ fiir den Fall e > d Null ist.

Satz 9.3.4 (Jordan’sche Normalform fiir nilpotente Matrizen)

Es set A € K™" eine nilpotente Matriz. Dann gibt es eindeutig bestimmte
natirliche Zahlen k und di > do > -+ > di, > 1 mit Zle d; = n, sodass
A dhnlich ist zu der Matriz, die durch folgende Blockform gegeben ist:

Jdl (0) 0 0 0
0  Ju(0) 0 0
0 e e Jdk—l (O) 0
0 .0 0 Jy(0)

A heifst die Jordan’sche Normalform von A.

Beweis. Die Existenz von dy > dy > --- > dp > 1 mit obigen Eigenschaften ist
aus dem Vorhergehenden klar. Weil A und A zueinander dhnlich sind, l4sst sich
die Anzahl mg, der Jordankéstchen mit Grofle d auf folgende Art aus nur von A
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abhéngenden Daten berechnen. Nach der Bemerkung iiber den Rang von J;(0)¢

gilt ndmlich

Rang(A°) = Rang(A°) = Z (d — e)myg.

d=e+1

Dies liefert ein quadratisches Lineares Gleichungssystem fiir die Zahlen my:

1 2 3 ... n—1 n my Rang(AO)
0 1 2 ... n—2 n-—1 Mo Rang(Al)
o 0 1 " Con—2 ms Rang(A?)
0 L 0 1 2 mMy_1 Rang(A”*Q)
00 ... 0 0 1 My, Rang(A"™)

Die Inverse zur Koeffizientenmatrix lédsst sich einfach berechnen, und es folgt
Vd : mg = Rang(A%™!) — 2 - Rang(A?) 4+ Rang(A“™).

Damit sind die my eindeutig bestimmt, und insgesamt folgt die Behauptung. O

9.4 Jordan’sche Normalform

Definition 9.4.1 (Jordankéstchen allgemein)
Fiir A € K und natiirliches d sei

A0 0 00

1 A 0 0
Jd(/\) 3:/\'Id+<]d(0): 0 A

0O ... 0 1 X O

0 0 ... 0 1 A

Diese Matrix heifit ein Jordankdstchen der Linge d zum Eigenwert \.

Bemerkung 9.4.2 (Zusammenfassung von schon Gesehenem)

Es sei @ ein Endomorphismus eines n-dimensionalen KA -Vektorraumes, dessen
charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfallt:

CPe(X) = [] (X —Nr=®.

AeSpec(K)
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Dann ist V' wegen Hilfssatz die direkte Summe der Hauptraume H(®,\),
und wegen [9.2.4] gilt

H(®,\) = Kern((® — Ady )™,
Auf jedem dieser Hauptraume ist
\If/\ = ((I) - /\Idv)‘H(Q)\)

nilpotent, wird also durch eine nilpotente Abbildungsmatrix beschrieben, und
diese kann nach Satz [9.3.4] in Jordan’scher Normalform gewihlt werden. Damit
erhalten wir eine Darstellung von

Pl = A Idg@yy + ¥y
durch eine Matrix der Form
Ay, + A, A wiein m

Wenn wir das fiir jedes A durchgefiihrt haben, kommen wir am Ende zum fol-
genden Satz.

Satz 9.4.3 (Die Jordan’sche Normalform)

Es seien V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und ® ein Endomorphismus
von V, sodass das charakteristische Polynom von ® in Linearfaktoren zerfdillt:

CPe(X)= ] (X =)™,

A€Spec(P)

Die Anzahl der Eigenwerte heifse [. Wir schreiben die Figenwerte in einer festen
Reihenfolge auf:
Spec(®) = {1, Aoy ..., A}

Dann gibt es fir jeden Eigenwert \; € Spec(®) eindeutig bestimmte natiirliche
Zahlen
ki und dy; > doy > -+ > dp, s > 1,

sodass sich ® beziiglich einer geeigneten Basis B wvon V durch die folgende
Matriz in Blockform beschreiben ldsst:

D,

D,
Dpp(®) =
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Dabei ist fir 1 <i <1

Jdl,i (/\Z)
D, — Jd21()\1) . 7

Jdki,i O‘z)

und diese Matrix beschreibt die Abbildung, die ® auf dem Hauptraum von \;
bewirkt. Die Anzahl der Jordankdstchen der Ldnge d zum FEigenwert X heifle
ma(X). Dann gilt fir alle natiirlichen Zahlen d :

ma(A) = Rang((® — AId)* ') — 2 - Rang((® — Ald)?) + Rang((® — AId)**").
Beweis. Hier muss man nur die vorherigen Ergebnisse zusammentragen. O

Bemerkung 9.4.4 (Eindeutigkeitsfragen)

Eine Matrix, die wie Dpp(®) aus Jordankéstchen aufgebaut ist, heifit eine Jor-
dan’sche Normalform. Die Teilmatrizen D; heiflen die Jordanblicke der Matrix.

Der Satz sagt insbesondere, dass jede Matrix mit einem zerfallenden charakteri-
stischen Polynom (oder mit zerfallendem Minimalpolynom — das ist eine dquiva-
lente Bedingung) zu einer Matrix in Jordan’scher Normalform dhnlich ist. Diese
Jordan’sche Normalform ist bis auf die Reihenfolge der Jordanblocke eindeutig
bestimmt.

Fazit 9.4.5 (noch einmal: was wissen wir?)

Jede Matrix A € K™, deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren
zerfallt, ist zu genau einer (bis auf Vertauschung der Jordanblocke) Jordan’schen
Normalform &hnlich.

Die Lange des Jordanblocks zum Eigenwert A ist die Dimension des Hauptraumes
zu A und ist gleich der algebraischen Vielfachheit 1, (A, \).

Die Anzahl der Jordankéstchen zum Eigenwert A\ ist die Dimension des Eigen-
raumes von A, also die geometrische Vielfachheit ji (A, A).

Die Lénge des ldngsten Jordankéstchens zum Eigenwert A ist die Vielfachheit,
mit der der Faktor (X — \) im Minimalpolynom von A auftritt, genauer ist sie
gleich
max{e € Ny | (X — \)¢ teilt MP(A, X)} =
min{e € Ny | Rang((A — A\I,,)¢) = Rang((A — \I,)*™)}.

Die letzte Gleichheit sieht man am besten durch Ausrechnen des Minimalpoly-
noms einer Matrix in Jordan’scher Normalform.
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Die Anzahl der Jordankéstchen zum Eigenwert A von gegebener Lénge ldsst sich
aus den Ringen Rang(A — \I,,)? berechnen.

Die Jordan’sche Normalform einer Matrix ist eine Ahnlichkeitsinvariante. Es gilt
sogar: zwei Matrizen mit zerfallendem charakteristischen Polynom sind genau
dann dhnlich, wenn sie dieselbe Jordan’sche Normalform haben.

Um anzudeuten, wie sich eine zugehdrige Basiswechselmatrix fiir die Ahnlichkeit

von A zu ihrer Jordanmatrix finden ldasst, machen wir ein Beispiel. Ein allgemei-
nes Verfahren soll hier nicht vorgestellt werden.

Beispiel 9.4.6 Es sei

0 -6 0 3 3
1 0 -201
A=10 —4 0 2 2 | € K>,
2 —1 —4 1 2
0 -2 011

Wir wollen die Jordan’sche Normalform von A ermitteln. Zunéchst ermitteln wir
dazu das charakteristische Polynom. Es ist

X 6 0 -3 -3
10X 2 0 -1
CP(A,X) =det| 0 4 X -2 -2
92 1 4 X—-1 -2
0 2 0 -1 X-—1
0 X246 2X -3 —-X-—3
1 X 2 0 1
Daget| 0 4 X -2 )
0 —2X+1 0 X—1 0
0 2 0 -1 X-1
X2_-2 0 1 —X+1
b) 4 X —2 —2
=det | oviq 0 x-o1 0
2 0 -1 X-1
X2_2 1 —1

Cc

X - (X—1)-det| —2X+1 X—-1 0 |=
2 -1 1
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) X2 0 —1
DX (X —1)-det [ —2X+1 X—-1 0

0 0 1
X3 (X - 1)

Hierbei werden, wie angezeigt, die folgenden Operationen benutzt:

a) Das X -fache der zweiten Zeile wird zur ersten addiert, ihr Doppeltes von der
vierten Zeile abgezogen.

b) Die Determinante wird nach der ersten Spalte entwickelt, und in der iibrigen
(4 x 4)— Matrix wird das Doppelte der zweiten Zeile von der ersten abgezogen.

¢) Aus der zweiten und vierten Spalte wird X bzw. (X —1) ausgeklammert und
anschlieBend die Determinante nach der zweiten Spalte entwickelt.

d) Die letzte Spalte wird zu der zweiten addiert, ihr Doppeltes von der ersten
abgezogen.

e) Dann wird nach der letzten Zeile entwickelt.

Damit sind die Eigenwerte von A die Zahlen 0 und 1, die algebraischen Viel-
fachheiten sind 3 bzw. 2.

Der Rang von A ist 3, also ist p,(A,0) =2 < 3 = p,(A4,0).
Der Rang von A — I5 ist 4 (nachrechnen!), also ist p4(A,1) =1 < 2 = p,(A,1).

Wir miissen also in der Jordan’schen Normalform wirklich Jordankéastchen von
Lange grofler als 1 bekommen, A ist nicht diagonalisierbar.

Die Anzahl der Jordankéstchen zum Eigenwert 0 ist 2, und da der Hauptraum
dreidimensional ist, gibt es ein Késtchen der Linge 2 und eines der Léange 1.
Genauso gibt es zum Eigenwert 1 nur 1 Késtchen, das dann Lénge zwei haben
muss, da es den ganzen Hauptraum erschlégt.

Die Jordan’sche Normalform von A sieht also so aus:

00000
N J5(0) 10000
A= J1(0) =1 00000
Jo(1) 00010

000711

Wie finde ich nun eine Basiswechselmatrix S € GL5(K), sodass
A=8"1-A.87

Diese Frage gehen wir an, indem wir noch einmal nachvollziehen, was die Jor-
dan’sche Normalform bedeutet, und was solch eine Jordanbasis beziehungsweise
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die mit ihr assoziierte Basiswechselmatrix auszeichnet. Dabei fallt auf, dass zur
Wabhl solch einer Basis meistens eine riesige Auswahl zur Verfiigung steht. Nur
das Folgende ist vorgegeben.

Wir brauchen eine Basis {b1,...,b5} von K?® beziiglich derer A die Abbildungs-
matrix von ®, ist, das heit nach Definition der Abbildungsmatrix:

A'blzbg, A~62:O, A-bg,:(], A'b4:b4+b5, A'b5:b5.

Insbesondere ist b; € Kern(A?) \ Kern(A). Was sind diese Kerne? Gauf} sagt
zum Beispiel:

2 —1 —2
0 1 1
Ken(A)=(| 1 [,| 0 |), Kemn(4?) =K 0 @ Kern(A).
0 1 0
0 1 3

Nun nehmen wir einen willkiirlich gewiihlten Vektor aus Kern(A4?) \ Kern(A)
und nennen ihn b :

—2

5 ngZA'blz

w o o
— = N =W

Der néchste Basisvektor b3 muss by zu einer Basis von Kern(A) ergénzen, also
konnen wir etwa

b3 =

O O = O N

wahlen.

Jetzt miissen wir noch Basisvektoren finden, die das Jordank&stchen zum Eigen-
wert 1 liefern, also Vektoren

by € Kern(A — I5)? \ Kern(A — I5), bs := (A —I5) - by.
Der Kern von A — I5 berechnet sich nach Gaufl zu

3

Kern(A—1I5) = K -

_= O N O
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Der Kern von (A — I5)?* wird von diesem Vektor und dem vierten Standardba-
sisvektor e, erzeugt. Also wéhlen wir zum Beispiel

b4 = €4, b5 = (A — [5)b4 =

_ o N O W

Damit haben wir insgesamt eine Basis B := {b1,...,bs} bestimmt, die einen
moglichen Basiswechsel von A zur Jordan Normalform liefert. Um dies zu testen,
bilden wir die Matrix S aus den Spalten by, ..., bs:

-2 3 2 0 3
1 1000
S = 0210 2
01 01O
31 001

S hat Determinante 1, also ist die inverse Matrix auch ganzzahlig. In der Tat:

1 0 -20 1
-1 1 2 0 —1
S = 6 0 —11 0 4
1 -1 —-21 1
-2 -1 4 0 -1

Nun rechnet man leicht nach, dass

S1.A.S=A.

9.5 Vermischtes

Beispiel 9.5.1 (Jordan’sche Normalformen in kleiner Dimension)

a) Eine 1 x 1-Matrix ist immer schon in Jordan’scher Normalform. Ebenso auch
die 0 x 0-Matrix.

b) Das charakteristische Polynom f der 2 x 2-Matrix A zerfalle als
f=X=a)- (X =0)

Dann gibt es die drei folgenden Moglichkeiten:

e a # b: Dann gibt es zwei eindimensionale Eigenrdume, und A ist diagona-

lisierbar. Die Normalform von A ist (‘S 2) )
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e a =0 und dim(Eig(A,a)) =2 : hier ist A bereits in Normalform, es muss
nédmlich A =a- I, gelten. (Wieso?)

e a =b und dim(Eig(A,a)) = 1 : hier gibt es nur ein Jordankéstchen zum
Eigenwert a, also ist die Normalform von A die Matrix (‘11 2)

c) A € K* habe charakteristisches Polynom (X —a)- (X —b)- (X —¢). Dann
haben wir die folgenden Moglichkeiten (bis auf Permutation der Nullstellen):

e a,b,c paarweise verschieden: die Normalform ist diagonal.

e a = b # c: je nach Dimension von Eig(A,a) gibt es eine der beiden Nor-
malformen
a 0 0 a 0 0
0 a 0], 1 a O
0 0 c 0 0 c

e o = b = c: Je nachdem, ob Eig(A,a) Dimension 3, 2, oder 1 hat, ist die
Normalform eine der Matrizen

a 0 0 a 0 0 a 0 O
0 a 0 ], 1 a 0 |, 1 a O
0 0 «a 0 0 «a 01 a

d) A € K" habe charakteristisches Polynom (X —a) - (X —b) - (X —¢) -
(X — d). Dann haben wir die folgenden Moglichkeiten (bis auf Permutation der
Nullstellen):

e a,b,c,d paarweise verschieden: die Normalform ist diagonal.

e a =b# c# d+# a:je nach Dimension von Eig(A,a) gibt es eine der
beiden Normalformen

a 0 0 0O a 0 0 0
0 a OO0 1 a 00
00 ¢ 0]’ 00 ¢ O
0 00 d 00 0d

e o =0b=c+#d: Je nachdem, ob Eig(A,a) Dimension 3, 2, oder 1 hat, ist
die Normalform eine der Matrizen

a 0 0 0 a 0 0 0 a 0 0 0
0 a OO0 1 a 00 1 a 00
00 a 0| 00 a0 | 01 a0
00 0d 00 0d 00 0d
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e a = b # ¢ = d: Wieder entscheiden die Dimensionen der Eigenrdume
Eig(A,a) und Eig(A,c) zwischen den drei méglichen Jordan’schen Nor-
malformen (@ und ¢ konnen ja vertauscht werden):

a 0 0 0 a 0 0 0 a 0 0 0
0 a 00 1 a 00 1 a 00
00 c 0 |’ 00 c 0]’ 00 ¢ O
000 c 000 c 001c¢

e a =b=c=d: Wenn Eig(A,a) Dimension 4, 3, oder 1 hat, ist die Nor-
malform eine der Matrizen

a 0 00 a 0 0 0 a 0 0 O
0 a 00 1 a 00 1 a 00
0 0 a 0 |’ 0 0 a 0]’ 01 a O
00 0 a 00 0 a 001 a

Wenn Eig (A, a) Dimension 2 hat, dann gibt es noch die zwei Moglichkeiten

a 0 0 0 a 0 0 0
1 a 00 1 a 00
01a0] ™ | o0 ao0
000 a 001 a

Sie sind durch Rang (A — aly)* zu unterscheiden; dieser ist im linken Fall
1, im rechten 0.

Bemerkung 9.5.2 (Funktionen auf dem Matrizenring)
Es sei [': K™ — K™ "™ eine Abbildung mit der Eigenschaft

VS € GL,(K),Ae€ K™ : F(ST'AS) = ST'F(A)S.

Dies ist zum Beispiel fiir jede durch ein Polynom gegebene Abbildung der Fall,
oder — im Fall K = R - fiir die Abbildung, die durch die Exponentialreihe ge-
geben ist. Wenn man nun nach F(A) fiir ein festes A fragt, ist es manchmal
tatséchlich einfacher, fiir die Jordan’sche Normalform A von A die Funktion F
auszuwerten und mithilfe einer Basiswechselmatrix daraus das F(A) zu ermit-
teln. Analoges gilt fiir die Frage, ob es eine Matrix X gibt mit F/(X) = A. Wenn
dies fiir die Jordan’sche Normalform von A gilt, dann auch fiir A.

Bemerkung 9.5.3 (Eine Zerlegung von A)

Das charakteristische Polynom von A zerfalle in Linearfaktoren, und es sei

A=2S5"14A8
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die Jordan’sche Normalform, mit einer Basiswechselmatrix 5. Dann ist A die
Summe einer Diagonalmatrix D mit einer nilpotenten unteren Dreiecksmatrix
N, und analog ist

A=D+N, D=SDS™', N=SNS .

Dabei ist D diagonalisierbar und N nilpotent. Diese Zerlegung von A heifit die
Jordan-Zerlegung von A. Sie ist eindeutig dadurch charakterisiert, dass gilt:

DA=AD und NA = AN.

Wenn némlich eine weitere Zerlegung von A in eine diagonalisierbare und eine
nilpotente Matrix mit dieser Eigenschaft gegeben ist:

A=D+ N, AD=DA und NA = AN,

dann muss D die Hauptraume von A invariant lassen, denn es vertauscht mit

(A —XI)? fiir jedes A € K und jedes d € N.

Nun ist aber auch die Einschrinkung von D auf H(A, \) diagonalisierbar. Es
sei a ein Eigenwert und v € H(A, A) ein Eigenvektor von D zum Eigenwert a.
Dann gilt (weil AD = DA) fiir jedes positive e:

A~ A

(A—al)v=(A— D) = N,
und das wird 0 fiir groles e. Damit ist
ve HANNH(A a),

also o = \, weil verschiedene Hauptriume nur 0 als Schnitt haben. Also hat D
nur den Eigenwert A\ auf H(A,\), stimmt also auf H(A, A\) mit D iiberein. Da
aber V' die Summe der Hauptraume ist, ist damit D iiberall gleich D . Das war
Zu zeigen.



Kapitel 10

Bilineare Abbildungen

Hier werden wir die algebraische Grundlage fiir die Theorie der Skalarprodukte
kennenlernen. Vieles von dem, was wir jetzt algebraisch und allgemein machen,
werden wir in Kapitel 11 noch einmal fiir den Fall von Skalarprodukten erldutern.
Von daher ist dieses Kapitel eher optionaler Natur.

10.1 Bilinearformen

Wir wollen in diesem Abschnitt den wichtigen Spezialfall einer Bilinearform stu-
dieren. Das wird im Abschnitt 10.2 verallgemeinert zu multilinearen Abbildungen.
Fiir die Kapitel 11 und 12 wird allerdings nur Abschnitt 10.1 wirklich relevant
sein.

Definition 10.1.1 (Paarung, Bilinearform)

Es seien K ein Korper und V., W zwei K -Vektorrdume. Eine Paarung P zwi-
schen V' und W ist eine Abbildung

P:VxW—K,
bei der fiir alle a,b € K, v,v9 € V, wi,wy € W die folgenden Regeln gelten:

P(avy + vy, wn ) = aP(vi,w;) + P(vg,wy),
P(vy, bwi +wy ) = bP(vy,wy) + P(v1,ws).

Diese Eigenschaft nennt man die Bilinearitdt der Abbildung P. Sie bedeutet,
dass fiir festes v die Abbildung W > w — P(v,w) € K eine Linearform auf W
und fiir festes w die Abbildung V' 3 v — P(v,w) € K eine Linearform auf V'

ist (siehe |6.2.1]).

Im Falle V=W spricht man von einer Bilinearform auf V.

187
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Die Paarung P heifit nicht ausgeartet, wenn fiir alle v € Vv # 0, ein w € W
existiert mit P(v,w) # 0, und wenn fiir alle w € W,w # 0 ein v € V existiert
mit P(v,w) # 0.

Die Menge aller Paarungen zwischen V' und W ist ein Untervektorraum des
K -Vektorraumes Abb(V x W, K), siehe ).

Beispiel 10.1.2 (Dualraum)

Es sei V' ein K-Vektorraum und W = V* sein Dualraum. Dann ist die Ab-
bildung

P:VxV*"— K, P(v,\):=\v),
eine nicht ausgeartete Paarung auf V x V*.

In gewisser Weise ist das das wichtigste Beispiel fiir eine Paarung. Genauer gilt:

Hilfssatz 10.1.3 (Paarungen und der Dualraum)
Es seien K ein Kiorper und V. W zweir K -Vektorrdume.

a) Fir eine Paarung P : V xW — K und w € W definieren wir p, : V — K
durch
Yo eV py(v) = Pv,w).

Dies ist (nach Definition|10.1.1) ein Element des Dualraums V*. Die Abbildung
p:W—>V*7 W Py

1st etn Homomorphismus von K -Vektorrdumen.

b) Es gibt einen Isomorphismus zwischen dem Vektorraum aller Paarungen zwi-
schen V' und W und dem Vektorraum Hom (W, V™).

Beweis. a) Die Homomorphie-Eigenschaft von p folgt durch einfaches Nachrech-
nen. Zum Beispiel gilt fir wy,w, € W :

Vo eV: Py +ws (7}) = P(val + wQ) = P(U’ wl) + P(U’ w2) = Pun (U> + pr(U)'

b) Die Abbildung 7, die einer Paarung P den Homomorphismus p: W — V*,
zuordnet ist selbst ein Homomorphismus von Vektorrdumen (nachrechnen!).

Die Umkehrabbildung zu n ist gegeben durch
Hom(W,V*) 5 p— P, P(v,w) := (p(w))(v).

Also ist 1 ein Isomorphismus zwischen den Vektorrdumen. O
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Definition 10.1.4 (bilineare Fortsetzung, Fundamentalmatrix)

Nun seien V' und W endlichdimensional und Basen B = {by,...,b,,} von V
sowie C' = {¢1,...,¢,} von W gewéhlt. Dann wird die Paarung P auf V x W
gegeben durch die Einschrankung auf B x C; also durch die Abbildung P|pyxc :
Bx C — K. Esgilt ja fir v=>7" kb, w=>_"_, ljc; (mit k;,[; € K):

Zkl P(b;, ¢;).

Umgekehrt wird durch jede Vorgabe einer K -wertigen Abbildung auf B x C'
eine Paarung auf V' x W definiert; man nennt dies die bilineare Fortsetzung — ein
offensichtliches Pendant zur Linearen Fortsetzung (siehe [6.1.2)).

Ist umgekehrt eine Paarung P gegeben, so schreiben wir die Werte f;; := P(b;, ¢;)
in eine m x n-Matrix F'. Diese heifft die Fundamentalmatriz von P beziiglich
der Basen B und C':

F =: Dpc(P).

Wenn wir Vektoren v € V und w € W wieder schreiben als
m n
= Zk’lb“ w = leCj,
i=1 j=1

dann wird aus der obigen Formel unter Verwendung der Koordinatenvektoren
Dg(v) = (ki ky ... kp)" und Do(w) = (I; ly ... 1,)T die bemerkenswerte
Formel

P(v,w) = DB(U>T : DBc(P) : Dc(w)

Jetzt hat man natiirlich wieder alle Matrizen an der Hand, um Beispiele fiir
bilineare Abbildungen zu basteln.

Hilfssatz 10.1.5 (nicht ausgeartete Paarung)

Es seien K ein Korper und V., W endlichdimensionale K -Vektorrdume mit Ba-
sen B,C. Weiter sev P:V xW — K eine Paarung auf V x W . Dann ist P
genau dann nicht ausgeartet, wenn V' und W dieselbe Dimension haben und die
Fundamentalmatric Dpc(P) reguldr ist.

Beweis. Es seien zunéichst dim(V) = dim(W) = n und die Fundamentalmatrix
F reguldr. Sei w € W, w # 0. Dann ist Do (w) # 0, und weil F' invertierbar ist,
ist auch F'- Do(w) # 0. Wir wihlen ein @ € {1,...,n}, sodass der i-te Eintrag
von F'De(w) nicht Null ist. Dann ist

P(bj,w) =e; - F - Dg(w) # 0.
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Ein analoges Argument zeigt, dass es auch zu v # 0 ein w € W gibt mit
P(v,w) # 0. Damit ist P nicht ausgeartet.

Nun wollen wir annehmen, dass P nicht ausgeartet ist. Dann ist die Abbildung
p:W — V" w py, pu):=Pv,w)

injektiv, also dim(V') = dim(V*) > dim(W). Vertauscht man hierbei die Rollen
von V und W, so folgt auch dim(W) > dim(V), also Gleichheit der Dimensio-
nen. Ware nun die Fundamentalmatrix nicht regulér, so gébe es in W ein w # 0
mit F' - Do(w) = 0, und fiir dieses gélte dann fiir alle v € V':

P(v,w) = Dg(v)" - F- De(w) = 0.

Das widerspricht der Voraussetzung, dass P nicht ausgeartet ist. O

Hilfssatz 10.1.6 (Basiswechsel fiir Paarungen)

Es seien K ein Kdorper und V, W endlichdimensionale K -Vektorraume mit einer
Paarung P :V xW — K. Weiter seien Basen B, B von V und C,C von W
gegeben. Dann gilt fiir die zugehdrigen Fundamentalmatrizen:

Dpc(P) = Dg z(Idy)" - Dy o(P) - De o (Idw).

Beweis. Fiir beliebige Vektoren v € V und w € W gilt

P(v,w) = Dg(v)" - Dy a(P) - Da(w)
= [Dp p(Idv)Dp(v)]" - Dg o(P) - [Dg o (Idw) Do (w)]
= Dp(v)" - [Dp g(Idy)" - Dg o(P) - D¢ o(Idw)] - Do(w),

wobei wir die Merkregel aus fiir die Identitat auf V und auf W benutzen.
Andererseits ist nach Definition der Fundamentalmatrix

P(v,w) = Dp(v)" - Dpc(P) - Do(w).

Durchlaufen hierbei v und w die Basisvektoren aus B bzw. (', zeigt ein Koeffizi-
entenvergleich, dass die Matrizen Dp (P) und DE;VB(IdV)T'DRC'(P)'DO,C(IdW)
iibereinstimmen. O

Bemerkung 10.1.7 Wir finden also fiir die Fundamentalmatrizen von Paarun-
gen ein anderes Verhalten bei Basiswechsel als fiir Abbildungsmatrizen von Ho-
momorphismen. Andererseits kénnen wir eine Paarung P nach mit einem
Homomorphismus p von W nach V* identifizieren. Es ist fir v € V,w € W

(p(w))(v) = P(v, w).
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Fiir die Basisvektoren folgt dann aus die schone Identitét
ple) = S P(b;, )b
j=1

Dabei ist {b; | 1 < j < n} die zu B duale Basis von V*. Dann sagt uns aber
die Definition der Abbildungmatrix [6.3.1}

Dp-c(p) = Dpc(P).

Beispiel 10.1.8 (Dualraum)

Es sei V' endlichdimensional, W = V* der Dualraum von V' und P die Paarung
(v,w) — w(v). Dann ist p offensichtlich die Identitat auf W. Fiir eine Basis B
von V und ihre Dualbasis C' = B* gilt dann

1, falls ¢ = b*,
Vbe B,ce C:P(bc) = { 0. sonst.
Das zeigt, dass Dp p«(P) die Einheitsmatrix ist. Das ist ein besonders angeneh-
mer Fall.

Wenn P eine nicht ausgeartete Paarung zwischen zwei endlichdimensionalen
Vektorrdumen ist, dann gibt es immer Basen B und C' dieser Réaume, sodass
Dpc(P) die Einheitsmatrix ist. Um das einzusehen wéhle man irgendwelche
Basen und betrachte die Fundamentalmatrix F'. Dann macht man auf einem
der Vektorrdume einen Basiswechsel, der durch F~! beschrieben wird. Hilfssatz

10.1.6] besorgt den Rest.

Wie die Endomorphismen eine spezielle Rolle bei den Homomorphismen von Vek-
torrdumen spielen, so spielen die Bilinearformen eine spezielle Rolle im Bereich
der Paarungen. Auch hier wird man sich bei Fundamentalmatrizen fiir die Ma-
trizen Dpp(P) interessieren und nicht zwei verschiedene Basen von V' benutzen
wollen. Diesen Fall miissen wir weiterverfolgen.

Definition 10.1.9 (Orthonormalbasis, Symmetrie)

Essei P:V xV — K eine Bilinearform auf einem n-dimensionalen K -
Vektorraum V.

a) P heifit symmetrisch, wenn fiir alle v,w € V gilt:
P(v,w) = P(w,v).

Das bedeutet, dass fiir eine beliebige Basis B von V die Fundamentalmatrix
Dgp(P) symmetrisch (also gleich ihrer Transponierten, siehe [4.1.11)) ist.
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b) Eine Basis B := {by,...,b,} von V heifit eine Orthogonalbasis (OGB) von V
beziiglich P, wenn gilt:

c) Die Basis B heifit eine Orthonormalbasis (ONB) von V' beziiglich P, wenn
sie eine Orthogonalbasis ist und zusétzlich die Bedingung

erfiillt ist.

Wenn es eine orthogonale Basis gibt, so ist P sicher symmetrisch: beziiglich dieser
Basis ist ja die Fundamentalmatrix diagonal.

Hilfssatz 10.1.10 (Existenz einer OGB)

Essei P: VXV — K eine symmetrische Bilinearform auf dem n -dimensionalen
K -Vektorraum V. Der Korper K habe Charakteristik ungleich 2 (d.h. 2 :=

14+ 1+#0). Dann gibt es eine (beziiglich P ) orthogonale Basis von V.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion nach der Dimension
von V. Fiir n = 0 oder 1 ist nichts zu zeigen. Nun sei n > 1 und die Behauptung
wahr fiir Vektorrdume der Dimension n — 1.

Wenn P identisch gleich 0 ist, dann ist jede Basis eine Orthogonalbasis.

Wir schlieflen diesen Fall also ohne Weiteres aus. Dann gibt es Vektoren v,w € V'
mit P(v,w) # 0. Wegen

P(v—f—w,v—l—w):P(v,v)+P(w,w)+2-P(v,w),

kénnen nicht alle drei Vektoren P(v +w,v + w), P(v,v), P(w,w) Null sein. (An
dieser Stelle haben wir die Symmetrie von P benutzt und auch 2 # 0.) Also gibt
es einen Vektor by € V mit P(by,by) # 0.

Nun sei

W:={veV|P,b)=0}

Das ist der Kern der Linearform p(b;), und da b; nicht darin liegt, ist es ein
(n — 1)—dimensionaler Untervektorraum von V (Dimensionsformel b)),
fiir den sogar

V=)W

gilt. Die Einschrinkung von P nach W x W ist immer noch symmetrisch, also
gibt es eine Orthogonalbasis {bs,...,b,} von W beziiglich dieser Einschrankung.
Dann ist aber insgesamt die Basis {b1,...,b,} eine Orthogonalbasis von V.

O
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Bemerkung 10.1.11 (Orthonormalbasen, Fourierformel)

Eine Orthonormalbasis muss es auch unter den Bedingungen von Hilfssatz[10.1.10
nicht unbedingt geben, wie uns zum Beispiel die Bilinearform

P:@XQH@v P(x,y):2xy,
lehrt: 2 ist in Q kein Quadrat.
Wenn P nicht ausgeartet ist und B eine Orthogonalbasis von V' beziiglich P,

dann kann man mithilfe von P die Koordinaten von Vektoren v € V' beziiglich
B ausrechnen. Es gilt ja fir v =3, za(b)-be V :

Vee B: P(v,c) = Za(b) - P(b,c) = a(c) - P(c,c),
beB
denn alle anderen Summanden sind 0. Das fiithrt zu
Ve € B: alc) = P(v,c)- P(c,c)™t.

Sie werden zugeben, dass dies am schonsten ist, wenn B eine Orthonormalbasis
ist. Hier erhalten wir die Fourierformel

B Orthonormalbasis, v € V = v =3, 5 P(v,b) - b.

Wenn zum Beispiel B = {by,...,b,} eine Orthonormalbasis von V beziiglich
einer Paarung P ist und ¢ € End(V) ein Endomorphismus, dann lésst sich die
Abbildungsmatrix von ® beziiglich B jetzt so hinschreiben:

Dpp(®) = (P(bi, ®(b))))1<i,j<n-

Denn der Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte dieser Matrix ist ja der
Koeffizient bei b; von ®(b;) (siehe|6.3.1)).

10.2 Multilineare Abbildungen

Jetzt verallgemeinern wir den Begriff der Paarung in zweifacher Hinsicht. Erstens
lassen wir mehr als zwei Argumente zu, und zweitens betrachten wir Abbildun-
gen mit Werten in einem beliebigen Vektorraum. Das passiert in der folgenden
Préazisierung des Begriffs der Multilinearitét, den wir im Zusammenhang mit De-
terminanten schon kennen gelernt haben (siehe Folgerung a)).

Definition 10.2.1 (Multilinearitiit)

Es seien K ein Korper und Vi, ..., V, sowie W Vektorrdume iiber dem Koérper
K . Eine Abbildung
M:VixVox---xV, —W
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heifit eine n -fach multilineare Abbildung, wenn fiir jedes ¢ € {1,...,n} und jede
Wahl von Vektoren v; € V; (mit 1 < j <mn, j#i ) die Abbildung

Vidve— M(vy,...,01,0,0i41,...0,) €W

eine lineare Abbildung von V; nach W ist.

Fiir n = 2 sagt man auch bilinear statt 2-fach multilinear.

Beispiel 10.2.2 a) Die Determinantenabbildung haben wir als eine multilineare
Abbildung D : K™ x K" x --- x K™ — K eingefiihrt.

b) Die skalare Multiplikation K x V' — V, die die Vektorraumstruktur auf V'
festlegt, ist eine bilineare Abbildung.

c) Fiir zwei K -Vektorrdume ist die Abbildung von Hom(V, W) x V' nach W,
die (®,v) auf ®(v) abbildet, bilinear.
d) Fiir natiirliche Zahlen p,q,r, s ist (z.B.) die Abbildung
KPX4 x K97 x K™% — KP% (A, B,C) s A-B-C
eine dreifach multilineare Abbildung.

e) Die Multiplikation im Polynomring, K[X|x K[X] — K[X], ist eine bilineare
Abbildung.

Bemerkung 10.2.3 (multilineare Fortsetzung)

In der Situation von Definition [10.2.1| seien By,..., B, Basen der Vektorrdume
Vi,...,V,. Dann wird die Multilinearform M durch die Werte

M(blaabTL)a b’L GB’H

festgelegt. Denn fiir jedes v; € V; gibt es Funktionen «; € Abb(B;, K)o mit
Vi = Y 4.ep, @i(bi)bi, und dann haben wir

M(’Ul, Ce ,Un) = M(ZbleBl Oél(bl)bl, ceey anEBn Oén(bn)bn)
= Zb1€B1 Oél(bl)M(bl, Zb2632 Oég(bg)bg, N anEBn Oén<bn)bn)

= (b1,...,bn)EB1 XX By, (H?:l C(Z(bl))M(bla teey bn)

.....

Das ist die Verallgemeinerung der definierenden Formel im Fall n = 2 aus Defi-

nition [[0.1.1]

Umgekehrt kann man die Werte von M auf By x --- x B, beliebig vorgeben und
erhélt dadurch eine n-fach multilineare Abbildung auf V; x --- x V,,. Das zeigt,
dass die Menge aller n-fach multilinearen Abbildungen von Vi x --- x V,, nach
W ein Vektorraum ist, der isomorph ist zum Vektorraum Abb(B; x---Xx B,,, W).
Insbesondere gilt im Falle endlichdimensionaler Vektorrdume, dass die Dimension
dieses Vektorraumes gleich dem Produkt dim(V}) -...-dim(V},) - dim(W) ist.
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Beispiel 10.2.4 (Determinante)

Essei Vi =V, =--- =V, = K" und W = K. Statt ,multilineare Abbildung
nach K “ sagen wir dann meistens , Multilinearform auf K™ “. Wie sieht so eine
Multilinearform aus?

Es sei F : {1,...,n} — {1,...,n} eine Abbildung. Wir schreiben fiir i =
1,...,n den Vektor v; € K" als

v = (Ulz' Vo .. .’Um)T

Dann wird durch

Mp(vy, ... ) == Vpa)1 - VR@)2 " UVF()m

eine n-fache Multilinearform auf K™ definiert. Die Menge der Abbildungen von
{1,...,n} in sich selbst hat n™ Elemente, und man sieht leicht, dass die Abbil-
dungen Mp linear unabhéngig sind.

Also sagt die letzte Bemerkung, dass die My eine Basis des Vektorraumes der n-
fachen Multilinearformen auf K™ bilden. Jede n-fache Multilinearform lésst sich
also auf eindeutige Art als Linearkombination derselben schreiben. Zum Beispiel

ist die Determinante wegen der Leibniz-Formel (8.2.1) gleich der Summe
det =Y s(F)Mp,
F

wobei fiir bijektive Abbildungen F (also fiir Permutationen) der Koeffizient
s(F) = sign(F) gleich dem Signum gesetzt wird, und sonst s(F') = 0.

10.3 Tensorprodukte

Nun wollen wir gerne erreichen, dass wir das Studium der Gesamtheit aller bi-
linearen Abbildungen V) x Vo — W ersetzen durch eine bilineare Abbildung
Vi x Vo — T und lineare Abbildungen 7" — W. Genauer definieren wir wie
folgt:

Definition/Bemerkung 10.3.1 (Tensorprodukt)

Es seien V, W zwei K -Vektorrdume. Ein K -Vektorraum 7' mit einer bilinearen
Abbildung
T:VXW-—T

heiBt ein Tensorprodukt von V und W (tiber K ), wenn fiir jeden K -Vektorraum
U und jede bilineare Abbildung

BV W —TU
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genau eine lineare Abbildung ®43: 7" — U existiert, sodass gilt:
B=®z0rT.
Diese Abbildungseigenschaft nennt man die universelle Abbildungseigenschaft von

7 beziiglich bilinearer Abbildungen.

Die Existenz eines Tensorproduktes T' bedeutet, dass man den Vektorraum aller
bilinearen Abbildungen von V x W nach U mit dem Vektorraum Hom(7,U)
identifizieren kann.

Insbesondere gibt es (fiir U = T, 5 = 7) genau einen Endomorphismus &, von
T, sodass 7 = @, o 7. Offensichtlich wird diese Gleichung von &, = Id erfiillt,
also ist dies die einzige Losung.

Das zieht die folgende Eindeutigkeitsaussage nach sich: wenn (77, 77) und (7%, 72)
zwei Tensorprodukte von V' und W sind, dann sind ja die Abbildungen 7; :
V x W — T; bilinear, und wir finden Homomorphismen &, : 75 — T} und
O, : Ty — 15, sodass

1 =®,0m und =®, om.
Daraus folgt aber durch Hintereinanderausfithrung:
m=¢,0n=0,00,0m und 7=, 0P, om.

Also miissen — nach dem Vorangehenden — &, und ., zueinander invers sein.
Demnach ist das Tensorprodukt bis auf einen eindeutig bestimmten Isomorphis-
mus eindeutig.

Dieser Typ einer Eindeutigkeitsaussage findet sich oft bei der Konstruktion von
Objekten, die (wie das Tensorprodukt) durch eine universelle Abbildungseigen-
schaft definiert werden.

Notation: Fiir das Tensorprodukt T zweier K -Vektorrdume VW schreiben wir
V @k W, und fiir die bilineare Abbildung 7 schreiben wir ab jetzt

®: VXWs @ww —ovweVeW.
Frage: Existieren Tensorprodukte?

Beispiel 10.3.2 (mal wieder der K™)

a) Es seien V = K™ W = K™ Standardvektorrdume. Weiter sei 7" = K"*.
Wir setzen

@:K'"x K" —T, @uvw) =v@w:=v -w'.
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Dies ist bilinear, und es gilt (zum Beispiel) fiir die Standardbasisvektoren:
€; (029 Gj = Ez]

Das ist die altbekannte Elementarmatrix aus Definition [£.2.3] Die Elementarma-
trizen bilden eine Basis von K™*™. Wenn nun

B:VxW-—U
bilinear ist, so setzen wir (wie in gelernt) die Abbildung
Ei;j— Bleie), 1<i<n, 1<j<m
die auf einer Basis von K"™*™ definiert ist, linear zu einer Abbildung
o KM —U

fort. Dann gilt:

Blv,w) = ﬁ(z Ve, ijej) = Zviwjﬂ(ei,ej) = (ID(Z vw;Ei;) = @(v @ w).
i=1 j=1

] ,J

Da dies fiir alle v, w gilt, folgt
B=do®

wie gewlinscht. Dass es keine zweite Wahl fiir & gibt, liegt daran, dass auf den
Basisvektoren E;; von K" die Abbildung & offensichtlich durch ®(E;;) =
B(ei,e;j) gegeben sein muss.

An diesem Beispiel sieht man auch sehr deutlich, dass ® im Allgemeinen nicht
surjektiv sein wird; hier besteht das Bild von ® genau aus den Matrizen vom
Rang < 1.

b) Nun seien allgemeiner V' und W endlichdimensionale Vektorrdume. Dann
konnten wir Basen wihlen und uns damit in die Situation von Beispiel a) ma-
névrieren, um die Existenz des Tensorprodukts sicherzustellen (vgl. [10.3.4]). Wir
wollen hier aber eine basisfreie Konstruktion liefern, die die obige in ein neues
Licht riickt. Dazu setzen wir 7' := Hom(V*, W). Nun brauchen wir eine bilineare
Abbildung ® : V x W — T. Fiir ein Paar (v,w) € V x W suchen wir also eine
Vorschrift, die einem o € V* ein Element von W zuordnet. Wir definieren

®@:VxW —T=Hom(V" W), (v®w)la):=a)-w.

Man rechnet nach, dass dies eine bilineare Abbildung ist. Auflerdem gilt fiir Basen
B von V und C von W, dass die Abbildungen b ® ¢ eine Basis von T' bilden
— an dieser Stelle brauchen wir, dass V' und W endlichdimensional sind. Dann
rechnet man genauso wie in Beispiel a) nach, dass 7' mit der Abbildung ® das
Tensorprodukt von V' und W ist.
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Hilfssatz 10.3.3 (Existenz des Tensorproduktes)

Es seien V. und W beliebige K -Vektorriume. Dann existiert ein Tensorprodukt
von V. und W .

Beweis. Wir brauchen einen Vektorraum 7 und eine bilineare Abbildung von
V' x W nach T mit der universellen Abbildungseigenschaft. Wir werden jetzt
eine Anwendung des Quotientenbildens sehen, insbesondere der Homomorphie-
satz wird eine Rolle spielen. Zunéchst bauen wir uns einen viel zu grofien
Vektorraum F' mit einer Abbildung von V' x W nach F'. Dann bilden wir einen
Faktorraum T von F', sodass die zugehorige Abbildung ® von V' x W nach T
bilinear wird, und fiir diesen Raum rechnen wir dann mit dem Homomorphiesatz
nach, dass er die universelle Abbildungseigenschaft besitzt.

Zunéchst sei F':= Abb(V x W, K), (siche Bemerkung ¢)) der Vektorraum
der Abbildungen von V x W nach K mit endlichem Tréager. Der Buchstabe ,, F'“
steht fiir ,frei“, das hat Griinde, die sich erst in der Algebra als richtig stichhaltig
erweisen. Fiir (v,w) € V x W sei frw) € F definiert durch

1, falls (v,w) = (z,y),
V(l’,y) eV xW: f(v,w)(l'7y) = { 0 SOIlSt(. ) ( y)

Diese Funktion hat einen Tréger mit einem Element, ist also in F'. Es ist klar,
dass die Menge B := {fww) | (v;w) € V x W} eine Basis von F' ist:

VieF:f= Y fw): fuw

(v,w)eV W

Das ist eine endliche Summe, denn eigentlich langt es iiber die Paare (v,w) im
Triger von f zu summieren. Wir merken uns die Abbildung

o:VxW-—F ow):= fww)-

Diese Abbildung ist niemals bilinear, denn zum Beispiel gilt ¢(0,0) # 0. Um die
Bilinearitét zu erzwingen, fithren wir den Untervektorraum R von F' ein (die
»Relationen*), der von den Vektoren

f(av1+v2,bw1+w2) - abf(vl,wl) - af(vl,wg) - bf(vz,wl) - f(vg,'wg)

erzeugt wird, wobei a,b € K,v,vo € V,wy,ws € W. Mit diesem Untervektor-
raum R bilden wir den Faktorraum

T:=F/R.
Wir haben nach die kanonische Projektion 7g/p : F' — T', und mit dieser

bilden wir

@V X W — T, (0,w) =~ v & w = mpa(p(v,0)) = [fn).



10.3. TENSORPRODUKTE 199

Dabei steht, wie gehabt, das Symbol [f] fiir die Nebenklasse von f € F' in T.
Der Vektorraum R ist nun gerade so gemacht, dass

[f(av1+v2,bw1+w2)] = [abf(vl,wl) + af(U17w2) + bf('UQJUI) + f(v27w2)]
= ab[f(vhuu)] + a[f(vhwz)] + b[f(vz,wl)} + [f(vmwz)]

Das sorgt dafiir, dass ® bilinear wird.

Nun miissen wir die universelle Abbildungseigenschaft nachrechnen. Dazu seien
U ein weiterer K -Vektorraum und §:V x W — U bilinear.

Da F vom Bild von ¢ erzeugt wird, wird 7" vom Bild von ® erzeugt. Also wird
eine lineare Abbildung auf T' eindeutig durch ihre Werte auf ®(V xW) festgelegt,
und es kann hochstens eine lineare Abbildung ® : 7" — U mit § = ®o® geben.

Um zu zeigen, dass es so eine Abbildung gibt, definieren wir auf F die lineare
Abbildung @5 als lineare Fortsetzung der Vorschrift

Pr(fww) = B(v,w).
Da [ bilinear ist, gilt fiir alle a,b € K,vy,v9 € V,wy,wy € W :
Blavy + va, bwy + wa) = abf(vy, w1) + af(vi, wa) + bB(ve, wy) + [B(v2, wo),
und deshalb

(I)F(f(avl—i-vg,bwl—‘rwg) - abf(m,uu) - af(vl,wg) - bf(vg,wl) - f(vg,wz)) = 0.

Also liegt der Untervektorraum R im Kern von ®z, und wir erhalten mithilfe
des Homomorphiesatzes [5.5.7] eine lineare Abbildung ® : 7" — U durch

O([f]) == r(f).
Speziell gilt also

(v @ w) = O([pv,w)]) = Prlp(v,w)) = Pr(fww) = Hv, w).
Das bedeutet aber gerade = ® o ®. O

Bemerkung 10.3.4 (Konkretisierung)

Wenn V' und W zwei endlichdimensionale Vektorrdume sind, in denen wir Basen
B={by,...,b,} und C = {cy,...,cn} gewihlt haben, dann betrachten wir die
Tensorprodukte b; ® ¢; € V ®x W. Diese Vektoren erzeugen V ®@x W, und da
man bilineare Abbildungen von V x W nach K auf B x C beliebig vorgeben
kann und dies einer linearen Abbildung von V ®x W nach K zu entsprechen
hat, miissen sie auch linear unabhéngig sein. Also ist die Menge

{bi®cj|1<i<n, 1<j<m}

eine Basis von V ®@g W . Insbesondere gilt



200 KAPITEL 10. BILINEARE ABBILDUNGEN

dim(V @ W) = dim(V) - dim(W).

Nun seien ¢ € End(V), ¥ € End(W) zwei Endomorphismen von V' und W.
Dann ist die Abbildung

B:VxW-—=VegW, Buw):=>2{) eYw),

eine bilineare Abbildung und definiert daher einen eindeutig bestimmten Endo-
morphismus ® ® ¥ von V ®g W, den wir zum Beispiel so ausrechnen kénnen:

R U(Y (b ®c;) =Y ai®(b) © U(c)).

Speziell sehen wir, dass wir aus Abbildungsmatrizen A := Dgp(®) und N :=
Dee (W) eine Abbildungsmatrix von ® ® W beziiglich der Basis

{b1®01,b1®02,...b1®Cn,bg®01,...,b2®Cn,...,bm®cl,...,bm®cn}

in der folgenden Matrix in Blockgestalt finden:

aH-N Cllg'N &1m'N
a21‘N CLQQ'N (Igm'N
am1 N o N ... amm- N

Diese Matrix heifit das Kronecker-Produkt von A und N . Das ist eine Konstruk-
tion, die zum Beispiel in der schnellen Fouriertransformation eine Anwendung

findet.

Beispiel 10.3.5 (Erweiterung des Skalarbereichs)

Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und L ein Korper, der K als
Teilring enthélt. Nach Beispiel f) ist dann auch L ein Vektorraum iiber
K. Man denke etwa an die Situation K = Q, L = R oder an die Situation
K =R, L = C. Nun diirfen wir nach Hilfssatz das Tensorprodukt L®x V'

bilden:
k

L®KV:{ZOZZ'®U1'|]€€N,Oéi€L,UZ‘EV}.

=1

Fiir jedes [ € L ist dann die Abbildung
B:LxV —LegV, (a,v) — la®w,

K -bilinear und definiert damit wie in Beispiel [10.3.4] einen Endomorphismus von
L ®g V', ndamlich p; ® Idy,, wobei pu; die Multiplikation mit [ auf L ist.
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Wir bekommen damit eine Abbildung
0: L — End(L®gV),0(l) := 1y @ Idy.
Es gelten die Regeln
o(1) =ldrg,v, o(li+ 1) =0c(ly) +0(l2), o(ly-la) =0c(ly)oa(la),

und da o(l) fir jedes [ additiv ist, ist damit insgesamt die abelsche Gruppe
L®kV mit o als Skalarmultiplikation ein L-Vektorraum. Man sagt, dass dieser
L-Vektorraum durch Skalarerweiterung von K nach L aus V hervorgeht.

L ®k V enthilt V als K-Untervektorraum mithilfe der injektiven, K -linearen
Abbildung

V—)L@K‘/, U!—>1®’U.

Wenn B eine Basis von V' als K -Vektorraum ist, dann sind die Elemente 1 ®
b, b € B, ein Erzeugendensystem des L-Vektorraumes L®gV , und man rechnet
leicht nach, dass sie linear unabhéngig sind. Speziell gilt die suggestive Regel

L®x K" = L" als L-Vektorraum. |

Ein Endomorphismus ® von V als K -Vektorraum liefert den Endomorphismus
Id, ® ® von L®g V als L-Vektorraum, der beziiglich der Basis {1®0b | b € B}
durch dieselbe Matrix beschrieben wird wie die Ausgangsabbildung beziiglich der

Basis B. Das liefert uns mit der obigen Identifizierung L ®x K™ = L™ nichts
anderes als die offensichtliche Inklusion K™*™ C L™*™,

10.4 Algebren

Wir haben schon viele Beispiele von Ringen R kennengelernt, die gleichzeitig
Vektorrdume iiber einem Korper K sind: K[X], K™*", Korper L, die K ent-
halten, wie etwa L = C fir K = R oder Q. Eine Gemeinsamkeit dieser Ringe
ist, dass jeweils K im Zentrum des Ringes liegt. In Definition lesen wir
nach, dass das bedeutet:

Vee K,re R:k-r=r-k.

Zusammen mit Assoziativ- und Distributivgesetz sorgt das dafiir, dass die Mul-
tiplikation von R x R nach R K -bilinear ist. Anders gesagt: fiir alle ry,ry, s €
R, ke K gilt

(kri4re)-s=k(ry-s)+ry-sund s- (kry +rg) = k(sr1) + sro.

Das nehmen wir jetzt als Anlass fiir eine etwas allgemeinere Definition.
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Definition 10.4.1 ( K -Algebra)

Es seien K ein Kérper und A ein K -Vektorraum, der gleichzeitig ein Ring ist.
Dann heiit A eine K -Algebra, wenn die Multiplikation A x A — A eine K-
bilineare Abbildung ist.

Wenn wir kurz vergessen, dass unsere Ringe immer eine Eins haben, dann sehen
wir tatséchlich Beispiele von K -Algebren, die nicht den Korper K als Teilring
enthalten. Zum Beispiel ist die Menge der stetigen Funktionen von R nach R mit
beschrinktem Trager ein Ring (punktweise Addition und Multiplikation) ohne
Eins, der eine R-Algebra ist, aber keinen zu R isomorphen Teilring enthélt.

Ein anderes Beispiel ist die Menge Abb(N x N, K, (,,aufsteigende Vereinigung*
der K™*™). Dies ist mit der iiblichen Matrizenmultiplikation und -addition ein
Ring (ohen Eins!) und ist auch ein K -Vektorraum. Zwei Elemente liegen immer in
einem gemeinsamen endlichen Matrizenring, weshalb das Produkt K -bilinear ist.
In diesem Ring bilden die Matrizen mit beliebigem Eintrag k& € K an der (1,1)-
Stelle, 0 sonst, einen Teilring R, der zu K isomorph ist. Aber die Multiplikation
mit dem Element k£ aus R tut etwas anderes, als die Multiplikation mit dem
Element k& € K. Solche Einbettungen von K in A sind zunéchst nicht hilfreich.

Aber wir wollen ja nur Ringe mit Eins anschauen, und da bekommen wir die
folgende Aussage.

Hilfssatz 10.4.2 (K liegt in der Algebra)

Es seien K ein Korper und A eine K -Algebra mit Einselement 14 # 0. Dann
st die Abbildung
L K — A, zw—x- 1y,

ein injektiver Ringhomomorphismus, dessen Bild im Zentrum von A liegt. Au-
ferdem passt die Algebrenstruktur zur Vektorraumstruktur im folgenden Sinne:

Vke K,ae A k-a=k)a.

Beweis. Dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist, ist klar. Die Injektivitat folgt dann

aus [3.2.3
Nun sei a € A beliebig, wie auch k£ € K. Dann gilt

ak) = alk-14) L& (als) = (k- Laa) = o(k)a.

Schliefflich gilt

v(k)a W (14a) =k - a.
Dabei sind jeweils mit () die Stellen markiert, wo die Bilinearitit der Multipli-
kation benutzt wird. O
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Wir werden in Zukunft nicht mehr zwischen 1 € K und 14 € A unterscheiden
und nehmen stets K als in A eingebettet an: eine K -Algebra ist ein Ring mit
Eins, der K als Teilring seines Zentrums enthélt. In Zukunft sagen wir auch nicht
immer dazu, dass unsere K -Algebren eine Eins haben, auch wenn wir dies ab
jetzt immer voraussetzen.

Nun kommen die tblichen Definitionen, deren Erstellung man fast schon als
Ubungsaufgabe im Fach ,sinnvolle Mathematik® stellen mochte.

Definition 10.4.3 (Unteralgebra, Algebrenhomomorphismus)

a) Es seien K ein Korper und A eine K-Algebra. Eine K -Unteralgebra von A
ist ein Teilring von A, der ebenfalls K enthélt.

b) Es seien A und B Algebren iiber demselben Kérper K. Dann ist ein Ringho-
momorphismus ® von A nach B, der auch noch K -linear ist, ein K -Algebren-
homomorphismus.

Beispiel 10.4.4 (Einsetzabbildung)
Es sei @ € K™ eine beliebige (quadratische) Matrix. Dann ist die Abbildung
Eq : K[X] — K™, f(X) — f(Q),

ein K -Algebrenhomomorphismus. Das Bild davon ist die K -Teilalgebra K|[Q)]
von K™". Beim Studium der Jordan’schen Normalform von () untersucht man
letztlich die Struktur dieser Algebra und ihre Wirkung auf K. Genauer wird
aus K" ein K[X]- und auch ein K[Q]-Modul mit der folgenden Definition.

Definition/Bemerkung 10.4.5 (Moduln)
Ein Modul iiber einem Ring R ist eine abelsche Gruppe M mit einer Abbildung

S RX M — M,
falls die folgenden Regeln erfiillt sind:
o Vme M: 1-m =m,
o Vr,se RRmeM: (rs) - m =r-(s-m),
o Vr,se RmmnebM: (r+s) -m =r-m+s-m,’
r ‘(m+n) =r-m+r-n.

Beim Vergleich dieser Definition mit der Definition des Vektorraumes sollte auffal-
len, dass es nur einen Unterschied gibt: hier muss R kein Korper sein. Ansonsten
bleibt alles gleich.

Wenn R nun eine K -Algebra ist ( K ist ein Korper), dann ist ein R-Modul M
durch die Einschrankung von - auf K x M automatisch ein K -Vektorraum, und
fiir jedes r € R ist die Abbildung

M>mw—r-meM
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ein Endomorphismus dieses K -Vektorraumes. Das heifit, wir bekommen einen
Homomorphismus von R in Endg(M).

Umgekehrt liefert fiir jeden K -Vektorraum M jeder Algebrenhomomorphismus
¢ : R — Endg (M) eine R-Modulstruktur auf M vermdoge

Dies wenden wir jetzt auf den Fall M = R an. Die Algebrenmultiplikation macht
aus R einen R-Modul. Die daraus resultierende Abbildung

¢ : R — Endg(R), O(r)(s):=71"-s
ist also ein Algebrenhomomorphismus, und dieser ist injektiv:
Vr,s € R:®(r) =®(s) = &(r)(1) =@(s)(1) =r-1=s-1=r=s.

Nun identifizieren wir R mit seinem Bild im Ring Endg(R) der Vektorraum-
Endomorphismen von R :

R C Endg(R).

Jede K -Algebra ist in einem Endomorphismenring enthalten. Speziell ist jede n-
dimensionale K -Algebra isomorph zu einer Teilalgebra des Matrizenrings K™*™.
Vergleichen Sie dieses Ergebnis mit dem ,,Satz von Cayley* in [2.5.3]

Definition/Bemerkung 10.4.6 (Strukturkonstanten)

Es sei R eine n-dimensionale K -Algebra mit Basis B = {by,...,b,}. Dann gibt
es eindeutig bestimmte Elemente ¢ € K, i,j,k € {1,...n}, sodass

bi-bj=> by
k=1

Diese Koeffizienten (genauer: die Abbildung {1,...,n}* — K, (i,j,k) — )
heiflen die Strukturkonstanten von R (beziiglich der Basis B). Aus diesen Struk-
turkonstanten lasst sich durch bilineare Fortsetzung die Algebrenmultiplikation
zuriickgewinnen.

Umgekehrt kann man versuchen, aus einem beliebigen Vektorraum V' mit Ba-
sis C' durch Einfiihrung von , kiinstlichen“ Strukturkonstanten eine Algebra zu
machen. Man muss dann immer nachrechnen, ob die so (durch bilineare Fortset-
zung , kiinstlich“) definierte Multiplikation das Assoziativ- und Distributivgesetz
erfiillen — was im Allgemeinen nicht der Fall sein wird. Manchmal ist es einfa-
cher zu iiberpriifen, ob es eine Teilalgebra des Matrizenringes gibt, die eine Basis
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mit den richtigen Strukturkonstanten besitzt. Das werden wir gleich an einem
Beispiel vorfiihren.

Selbstverstéandlich sind zwei endlichdimensionale K -Algebren genau dann iso-
morph zueinander, wenn sie dieselbe Dimension haben und beziiglich geeigneter
Basen dieselben Strukturkonstanten besitzen.

Beispiel 10.4.7 (Quaternionenalgebren)

Nun heifle unser Korper einmal F, denn die Geschichte zwingt uns, mit K gleich
einen Vektor zu bezeichnen.

Es seien a,b € F*. Wir wollen eine vierdimensionale F'-Algebra mit einer Basis
namens {1,7,J, K} (sic!) basteln, die die folgenden Regeln erfiillt.

I’=a-1, J*?=b-1, IJ=K,JI =-K.

1 soll natiirlich das Einselement sein, und insgesamt ergibt sich durch Uberle-
gungen wie

IK=I(1J)=1"J=aJ, K*=(1J)=—1JJI = —Ibl = —bI* = —ba,

die folgende Multiplikationstabelle (im Feld steht ,,Zeilenname® mal ,,Spaltenna-
me*).

I J K

1 I J K

I |1 a K aJ

J|J —-K b —bl

K| K —aJ bl —ab

1
1

Aber Vorsicht: wir haben noch nicht tiberpriift, ob dies auch wirklich eine Alge-
bra aus dem vierdimensionalen Vektorraum A mit Basis {1, /, J, K'} macht. Wir
wissen nur: wenn die erstgenannte Vorschrift iberhaupt konsistent zu einer Alge-
brenmultiplikation fortgesetzt werden kann, dann muss die Multiplikationstabelle
gelten. Ist dies nun insgesamt wirklich konsistent?

Zur Uberpriifung gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder man rechnet ,, blindwiitig*
nach, dass die durch die Multiplikationstabelle gegebene bilineare Abbildung von
A x A nach A aus A einen Ring macht. Das funktioniert und ist nur etwas
miihsam.

Wir wissen aber: wenn A eine Algebra ist, dann muss es auch eine vierdimen-
sionale Teilalgebra von F*** geben, die zu A isomorph ist, also eine Basis mit
derselben Multiplikationstabelle besitzt. Es ist etwas eleganter, diesen Ansatz
weiter zu verfolgen, zumal ich zufélliger Weise so eine Teilalgebra kenne. Genau-
er sagt uns ja die Multiplikationstafel, wie die Abbildung ® aus Beispiel
c) sich in Abbildungsmatrizen beziiglich der Basis {1, I, J, K'} niederschlagt.
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Nehmen wir also an, A sei eine Algebra. Dann sehen wir der Reihe nach:

Die Multiplikation mit 7 (von links) ist gegeben durch die Matrix

o O = O
o O O e
_— o O O
o @ OO

Die Multiplikation mit J (von links) ist gegeben durch die Matrix

00 b 0
- o 0o o -
J=119 0 0 o0
0 -1 0 0

Schliefflich ist die Multiplikation mit K gegeben durch die Matrix

0 0 0 —ab
~ 0 0 b 0
K= 0 —a 0 O

1 0 0 0

Man rechnet nun nach, dass die folgenden Relationen gelten:
(I =aly, (J)? =bly, 1=K =—JI.

Damit sind die Bedingungen wirklich konsistent, denn nun haben wir eine Teilal-
gebra einer bekannten Algebra, die eine Basis mit den gewiinschten Strukturkon-
stanten besitzt.

Die hier konstruierte Algebra heifit eine Quaternionenalgebra, sie wird oft als
(%b) notiert.

Beispiel 10.4.8 (Hamiltons Quaternionen, Schiefkérper)

Das prominenteste Beispiel fiir eine Quaternionenalgebra ist die Algebra H :=
( _1]1’{1) der Hamilton-Quaternionen. Das ist ein reeller Vektorraum mit einer Ba-
sis {1, 1, J, K}, und die Struktur als Algebra wird diktiert von den Bedingungen

P=J=-11]=-J =K.
Man rechnet leicht nach, dass zum Beispiel folgendes gilt:
(w4l +yJ + 2K) - (w—al —yJ — 2zK) = w* + 2* + y* + 2°.

Insbesondere ist ein Element aus H genau dann invertierbar, wenn es nicht 0 ist:

1
w? + 2% + y? + 2?

g=w+zl +yJ+:K#0=q "= (w—2al —yJ — zK).
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Es gilt also fiir die Einheitengruppe die Gleichung

H* = H ~ {0}.
Ein Ring (der nicht der Nullring ist), in dem jedes von Null verschiedene Element
invertierbar ist, heifit ein Schiefkorper.

Die Teilmenge
Qs :={+1,£I,+J, K} C H*

ist eine Untergruppe der Einheitengruppe, sie heifit die Quaternionengruppe. Es
ist eine nicht-abelsche Gruppe mit 8 Elementen.

Man kann H wie oben in den Ring R*** einbetten, aber man kommt hier sogar
mit 2 x 2-Matrizen aus, wenn man den Koeffizientenkorper etwas grofier macht.
Die komplexen Matrizen

(0 ) = (0 )= (0 )= (50

erzeugen einen vierdimensionalen reellen Vektorraum, und es gilt
P=Jr=-11]=-JI=K.

Also ist dieser reelle Vektorraum eine Unter-R-Algebra von C?*2, die zu H

isomorph ist.

Wir konnten also auch schreiben
z —W
H—{(w _ >\z,w€<C},

wobei (z +yi) = = — yi. Diese Abbildung (die komplexe Konjugation) von C
nach C wird spéter (in Abschnitt 11.4) noch einmal auftauchen.

Nun finden wir in

(5 2)1:ccrcn

einen Teilring von H, der zu C isomorph ist. Aber Vorsicht: H ist keine C-
Algebra, denn C liegt nicht im Zentrum von H.

Kleines Amusement am Rande: Die Multiplikation mit Elementen von C auf
H macht aus H einen C-Vektorraum. Ich muss mich aber entscheiden, ob ich
von links oder von rechts die Skalare wirken lasse. Das gibt zwei verschiedene
C-Vektorraumstrukturen auf H.

Bemerkung 10.4.9 (Tensorieren) Nun seien K wieder ein beliebiger Korper
und A eine K -Algebra. Weiter sei L ein Korper, der K als Teilring enthélt.
Dann kénnen wir das Tensorprodukt

L®KA:ZAL
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bilden. Aus [10.3.5] wissen wir, dass dies ein L-Vektorraum ist, der iiber L die
gleiche Dimension hat wie V' iiber K. Wenn B eine K -Basis von A ist, dann
ist B, :={1®b | b€ B} eine L-Basis von Ar. Wenn man nun auf By, dieselben
Vorgaben fiir die Multiplikation macht wie sie auf B durch die Algebrenstruktur
von A gelten (Strukturkonstanten), dann wird durch L-bilineare Fortsetzung
dieser Vorgaben aus Aj eine L-Algebra.

Wenn man ohne Verwendung einer Basis argumentieren will, so kann man fiir
feste Elemente (I,a) € L x A eine bilineare Abbildung i, von L x A nach
L ®k A definieren durch

V(m,b) € L x A: pgq((m,b)) := (Im) ® (ab).
Es existiert also eine eindeutig bestimmte K -lineare Abbildung

M(l,a) - A, — Ap, Zmi ® b; — Z Im; ® ab;.

Das liefert eine bilineare Abbildung
m:LxA— Endg(L®A),

und dies wiederum bringt nach Definition 10.3.1 einen eindeutig bestimmten K -
Vektorraumhomomorphismus

M:L®A— Endg(L® A).
Dieser entspricht einer K -bilinearen Abbildung
AL X AL — AL, (a,b) — M(a)(b)

Damit wird (wie man nun noch nachrechnen muss) A; sogar zu einer L-Algebra.

Es gelten zum Beispiel die folgenden Isomorphismen von L-Algebren:
L@ (K™™) = ™" Loy K[X] =~ L[X], C®Hx=C>?

Ein Vergleich des ersten und des letzten Beispiels zeigt, dass es verschiedene K -
Algebren geben kann, die nach Tensorieren isomorphe L-Algebra liefern. Man
spricht hier von verschiedenen K -Formen der resultierenden L-Algebra.



Kapitel 11

Skalarprodukte

Aus der Schule sollte das Standardskalarprodukt im R?® bekannt sein. Hier werden
wir seine grundlegenden Eigenschaften herausstellen und zum Konzept erheben.
Zunichst machen wir das fiir reelle Vektorrdume, nachher fiir komplexe. Uber
anderen Korpern als R oder C ist es nicht so leicht moglich, eine gleichermaflen
befriedigende Theorie zu entwickeln. Vieles stimmt bei beliebigen Kérpern noch
fiir sogenannte anisotrope Bilinearformen, aber darauf gehen wir hier nicht ein.

11.1 Skalarprodukte, Langen und Abstinde

Bemerkung 11.1.1 (Standardskalarprodukt auf R?)
Das Standardskalarprodukt auf R3 ist die Abbildung

() RPXx R — R, (v,w):=v' -w,

oder — wenn es jemand konkreter liebt —

U1 w1y
([ vo |, w2 |)=v1w1+ vows + v3ws.
U3 ws

Man will nun von der genauen Form dieser Abbildung abstrahieren und damit
die Moglichkeit gewinnen, auf beliebigen reellen Vektorrdaumen Abbildungen mit
dhnlichen Eigenschaften zu definieren. Dazu stellt man die folgenden drei Eigen-
schaften heraus:

e Das Skalarprodukt ist eine Bilinearform auf R*® (Definition [10.1.1]) .

e Das Skalarprodukt ist symmetrisch (Definition [10.1.9)).

209
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e Fiir v € R? gilt: v # 0 = (v,v) = 30, v? > 0. Denn mindestens ein

=1 "1
Summand ist positiv, und keiner negativ.

Diese Eigenschaften benutzt man nun. Das Standardskalarprodukt ist ein Beispiel
fiir ein Skalarprodukt, wenn man folgende Definition macht.

Definition 11.1.2 (Skalarprodukt, euklidischer Vektorraum)
Es sei V' ein R-Vektorraum.
a) Eine symmetrische Bilinearform (-,-) : V xV — R heifit positiv definit, wenn
gilt:
YVoeV:iv#0= (v,v) >0.
b) Ein Skalarprodukt auf V' ist eine symmetrische, positiv definite Bilinearform.

c¢) Ein reeller Vektorraum mit einem fest gewéhlten Skalarprodukt heifit ein eu-
klidischer Vektorraum.

Beispiel 11.1.3 (dies und das und das Standardskalarprodukt)
a) Auf dem Nullvektorraum gibt es genau ein Skalarprodukt.
b) Auf V =R gibt es genau die Skalarprodukte

<I7y>a =a-ry,

wobei « die positiven reellen Zahlen durchlduft. Immerhin sind das unendlich
viele Skalarprodukte.

c¢) Auf R? wird ein Skalarprodukt durch seine Fundamentalmatrix beziiglich der
Standardbasis beschrieben (siehe [10.1.4)):

(v,w) :=v" - F-w.

.. b . : .
Dabei ist F = Z .)€ R?**% symmetrisch (siehe[10.1.9)), und wir miissen noch
erkennen, welche Wahlen von F' positiv definite Bilinearformen liefern. Zunéchst

muss

a= (e, e1)>0

gelten, denn e; ist ein Vektor # 0. Dann brauchen wir auflerdem fiir alle (z,y) €
R%\ {(0,0)} die Aussage
az® + 2bzy +cy* = (v y) - F - (x) > 0,
Y

was wegen a > 0 zu b? — ac < 0 dquivalent ist (Losungsformel fiir quadratische
Polynome, Zwischenwertsatz).
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Wir fassen zusammen: Die Matrix F' = Z IC) € R**? ist genau dann die
Fundamentalmatrix eines Skalarprodukts auf R?, wenn a > 0 und det(F) > 0.

Das werden wir in [11.2.11| verallgemeinern.
d) Das Standardskalarprodukt auf dem R"™ wird gegeben durch

o) =2y = aw
=1

Der R™ mit diesem Skalarprodukt heifit der n-dimensionale euklidische Stan-
dardraum.

e) Essei I C R ein kompaktes Intervall mit Lange { > 0 und V' C Abb(I,R) ein
Untervektorraum, der aus stetigen Funktionen besteht. Dann wird auf V' durch

VX V3 (fg)m (f.g) = / F(2)g(z)dz

ein Skalarprodukt definiert. Das Integral existiert, denn es wird eine stetige Funk-
tion {iber ein Kompaktum integriert. Die Bilinearitét ist klar (aus Distributivge-
setzen und der Linearitédt des Integrals); die Symmetrie ist klar, da fg = gf gilt.
Dass die Bilinearform positiv definit ist sieht man so: wenn f # 0 eine Funktion
in V ist, dann gibt es xg € I mit f(xg) # 0. Wegen der Stetigkeit von f gibt
es fiir € := 1|f(zo)] > 0 ein § > 0, sodass fiir alle z € I mit |z — x| < § auch
die Ungleichung

()] > e
gilt. Wihle hierbei 6 < /2. Dann ist

(f, )= /Ifz(x)dx > §e? > 0,

denn sicher liegt eines der Intervalle [xg,x¢ + 0] und [zg — J, z0] ganz in I, und
auf diesem Intervall ist f? > €2

Bemerkung 11.1.4 Eine wichtige Bedeutung von Skalarprodukten liegt darin,
dass man mit ihnen Abstéinde zwischen Vektoren definieren kann — wir werden
gleich sehen wie — und so etwas braucht man zum Beispiel, um Néaherungslosun-
gen fiir Funktionen mit gewiinschten Eigenschaften definieren zu konnen. Was
sollte ,Nahe“ schon prizise bedeuten, wenn man keinen Abstandsbegriff hat?
Fiir verschiedene Fragestellungen sind dabei verschiedene Abstandsbegriffe hilf-
reich, und deswegen ist es gut, wenn man eine grofle Flexibilitdt hat und sich
einige Sachverhalte in grofler Allgemeinheit erarbeitet.

Das geht noch allgemeiner als mit Skalarprodukten, siehe Definition [11.1.7]
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Definition 11.1.5 (Norm, Linge, Abstand)

Es seien V' ein euklidischer Vektorraum und (-, -) das Skalarprodukt auf V. Fiir
einen Vektor v € V' heifit dann die nichtnegative Quadratwurzel

[l := /(v v)

die Norm oder auch die Linge von v (beziiglich des gewihlten Skalarproduktes).

Fiir zwei Vektoren v, w heifit die reelle Zahl

d(v, w) := [lv — w]|
der Abstand zwischen v und w. Die Abbildung d:V x V — R heifit die zum
Skalarprodukt gehorende Metrik.

Die Positivitat des Skalarproduktes sorgt dafiir, dass erstens die Norm immer
eine nichtnegative reelle Zahl ist und zweitens zwei Vektoren genau dann gleich
sind, wenn ihr Abstand 0 ist. Aulerdem ist die Metrik symmetrisch, d.h. fiir alle
v,w eV gilt d(v,w) = d(w,v).

Nun erwartet man von einer anstdndigen Abstandsfunktion, dass der Abstand
zwischen zwei Punkten nicht kleiner wird, wenn man einen Umweg macht (sie-
he Definition . Dass dies auch fiir die Abstandsfunktion, die von einem
Skalarprodukt herkommt, gilt, iiberlegen wir uns jetzt.

Satz 11.1.6 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz)
Es sei V' ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -).

a) Fiir alle v,w € V' gilt die Ungleichung von Cauchy-Schwarz-Bunyakowski-. . .
die sagt:

(v, w)? < (v,v) - (w,w).
Die Gleichheit gilt hier genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

b) Fiir alle u,v,w € V gilt die Dreiecksungleichung, namlich

d(u,v) + d(v,w) > d(u, w).

Beweis.

a) Wenn v = 0 gilt, dann steht links und rechts in der Ungleichung 0, also stimmt
sie, und auch der Zusatz ist wahr, denn 0 und w sind linear abhéngig. Wir diirfen
also v # 0 annehmen, und betrachten dann die folgende Funktion f: R — R :

f(@) = llav + w|* = (zv + w, 20 + w) = (v, 0)2" + 2(v, W)z + (W, w).
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Die Funktion f ist eine polynomiale Abbildung, und der Grad ist 2, da (v, v) > 0.
Auflerdem sagt die Positivéit des Skalarprodukts auch noch, dass

f(z) >0

gilt. Also hat f nicht zwei verschiedene Nullstellen, da sonst die Funktionswerte
zwischen diesen Nullstellen negativ wéren. Die Losungsformel fiir quadratische
Gleichungen verbietet also, dass die Diskriminante von f positiv ist. Das bedeu-
tet:

(v, w)? — (v, v){w,w) < 0.

Das ist genau die Aussage der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und Co.

Wenn Gleichheit gilt, dann gibt es eine Nullstelle von f, also ein z mit f(z) = 0,
und die Positivitdt des Skalarproduktes erzwingt dann xv + w = 0, also sind v
und w linear abhéngig.

Wenn umgekehrt v und w linear abhéngig sind, dann gibt es ein reelles z; mit
w = v, denn v ist ja nicht Null. Dann gilt aber f(—z() = 0, und somit ist die
Diskriminante 0, denn positiv kann sie nicht werden, wie wir oben schon gesehen
hatten.

b) Wir setzen der Einfachheit halber u := u — v, w := w — v. Dann sagt die zu
beweisende Ungleichung gerade

[al| + |l = |lu— .

Da links und rechts nichtnegative reelle Zahlen stehen, ist diese Ungleichung
dquivalent zur entsprechenden Ungleichung zwischen den Quadraten der Seiten:

Nachdem hier links und rechts die Summanden (u,u) und (w,w) abgezogen
wurden, bleibt eine Ungleichung iibrig, die von der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
impliziert wird. Da wir nur Aquivalenzumformungen mit der Ungleichung vor-
nahmen, ist damit der Satz bewiesen. O

Definition/Bemerkung 11.1.7 (Exkurs iiber metrische und normierte
Raume)

Fiir eine beliebige Menge X heifit eine Funktion d : X x X — R eine Me-
trik und das Paar (X, d) heifit ein metrischer Raum, wenn d die folgenden drei
Eigenschaften hat:

o Vr,ye X :d(x,y) =d(y,x). (Symmetrie)

o Vr,ye X :d(x,y) >0 und [d(z,y) =0 <= x =y|. (Positivitit)
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o Vo y,z€ X :d(z,y) +d(y,z) > d(z,2). (Dreiecksungleichung)

Wir haben in Bemerkung und Satz also gesehen, dass mithilfe eines
Skalarproduktes auf einem euklidischen Vektorraum eine Metrik definiert wird. Es
gibt aber noch ganz andere Moglichkeiten, Metriken zu gewinnen. Ein schwéche-
rer Begriff als der des Skalarproduktes ist der der Norm. Eine Norm auf einem
reellen Vektorraum V' ist eine Abbildung

N:V —R
mit den folgenden Eigenschaften:
e YoeV:N(v)>0, und [N(v) =0 < v =0].
e YveV,aeR: N(av) = |a|N(v)
o Yo, w eV :N@)+ Nw)>N((v+w).

Das Paar (V, N) heifit dann ein normierter Vektorraum.
Durch ein Skalarprodukt ist die Norm N(v) := y/(v,v) definiert, aber es gibt
meistens auch noch andere Normen. Zum Beispiel gibt es auf V' = R" die Norm

N(z) :=max{|z;| | 1 <i <n},

die fiir n > 2 nicht von einem Skalarprodukt herkommt.

Eine beliebige Norm liefert eine Metrik durch d(v,w) := N(v — w). Aber nicht
alle Metriken auf reellen Vektorrdumen erhélt man so. Zum Beispiel ist auf jeder
Menge X die diskrete Metrik dy definiert durch

0 falls z =y,
do(z,y) := { 1 sonst. !

Wenn X eine reeller Vektorraum ist, dann kommt diese diskrete Metrik genau
dann von einer Norm her, wenn V' = {0}.

Jedenfalls halten wir fest, in welcher Reihenfolge die Begriffe auseinander hervor-
gehen:

’Skalarprodukt ~» Norm ~» Metrik.

Definition 11.1.8 (Winkel, Orthogonalitiit)

In dem euklidischen Vektorraum V' seien zwei Vektoren v, w gegeben, beide seien
ungleich dem Nullvektor. Dann diirfen wir in der Ungleichung von Cauchy und
Schwarz die Quadratwurzel zichen und durch ||v| - ||w]|| teilen, und erhalten

(v, w)

—-1< <1
o]l - Jlewl
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Also gibt es genau eine reelle Zahl « € [0, 7] mit

[[of] - [Jwl]
Diese Zahl heifit der Winkel zwischen v und w, und wir schreiben dafir Z(v, w).
Es gilt zum Beispiel

L(v,w) =7 — L(—v,w).

Zwei beliebige Vektoren v,w € V heiflen orthogonal, wenn (v,w) = 0. Falls v
und w beide nicht Null sind, dann heifit das, dass der Winkel zwischen ihnen
7/2 (also 90°) betrigt.

Notation: Wenn v, w orthogonal sind, so schreiben wir v_lLw.

Fiir unsere Zwecke wird im Allgemeinen der Begriff der Orthogonalitdt wichtiger
sein als der des Winkels an sich. Ich weise noch einmal darauf hin, dass die
Begriffe Linge, Winkel und Orthogonalitdt immer vom gewéhlten Skalarprodukt
abhéngen, und nicht durch den Vektorraum als solchen schon bestimmt sind. Auf
den Begriff der Orthogonalitéit waren wir schon in[10.1.9gestoBen, Skalarprodukte

sind ja ein Spezialfall von symmetrischen Bilinearformen.

Bemerkung 11.1.9 (Satz des Pythagoras)

Fiir zwei Vektoren v,w im euklidischen Vektorraum V' gilt:
v+ wl||* = (v, v) + 2{v, w) + (w, w),

wobei wir die Symmetrie benutzen. Wir kénnen also Orthogonalitdt so charakte-
risieren:

v Llw <= |]]*+ Jw]|? = |lv+w|?

11.2 Orthonormalbasen

Definition 11.2.1 (Orthonormalsystem)
Es seien V' ein euklidischer Vektorraum und S C V' eine Teilmenge.

Dann heifit S ein Orthogonalsystem, wenn 0 ¢ S und wenn die Elemente aus S
paarweise orthogonal (siehe [11.1.8]) sind. S heifit ein Orthonormalsystem , wenn
es ein Orthogonalsystem ist und alle Vektoren in S Norm 1 (siehe|11.1.5)) haben.

Hilfssatz 11.2.2 (Orthogonalsysteme sind linear unabhingig)

Es sei S ein Orthogonalsystem in einem euklidischen Vektorraum V. Dann ist
S linear unabhdngig.
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Beweis. Es sei a € Abb(S,R), eine Abbildung mit endlichem Trager. Fiir diese
Abbildung gelte
Z a(s)-s=0.

ses
Wir miissen zeigen (siehe Definition [5.3.6]), dass a die Nullabbildung ist.

Dafiir nehmen wir das Skalarprodukt dieser Linearkombination mit einem belie-
bigen sy € S :

0= (50,0) = (s0, Y _u(s)-s) = > _a(s) - (s0,5) = a(s0) - (50, 50)-

SES SES

Da aber (sg, sg) > 0 gilt, folgt «(sg) = 0. Hierbei ist so beliebig, also gilt a = 0.
O

Bemerkung 11.2.3 (Normierung)

Aus jedem Orthogonalsystem S ldsst sich ein Orthonormalsystem S herstellen
durch

1
]|

Wenn ein Orthogonalsystem den Vektorraum erzeugt, dann ist es (weil linear
unabhingig) eine Basis (siehe Satz|5.3.8). Man spricht dann von einer Orthogo-
nalbasis beziehungsweise im Fall eines Orthonormalsystems von einer Orthonor-

malbasis (kurz auch ONB), in Ubereinstimmung mit Definition [10.1.9|

Hilfssatz [10.1.10] sagt uns, dass es in einem endlichdimensionalen euklidischen
Vektorraum immer eine Orthogonalbasis und damit — nach dem eben Gesagten —
auch eine Orthonormalbasis gibt. Wir werden das in Satz unabhéngig von
Kapitel 10 noch einmal zeigen und konkretisieren.

S = -s|se St

Bemerkung 11.2.4 (Fourierformel)

Wir wiederholen in Anlehnung an Bemerkung [10.1.11] die Fourierformel. Wenn
B = {by,...,b,} eine Orthonormalbasis des euklidischen Vektorraums V ist,
dann gilt fiir alle v € V

n

v = Z<’U, bl>b2

=1

Das heifit: der Koordinatenvektor von v beziiglich der Basis B ist der Vektor
DB(U) = (<U7bi>)lﬁi§n € R".

Wichtig ist hierbei, dass B wirklich eine Orthonormalbasis ist.
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Fiir zwei Vektoren v,w rechnet man nach, dass
(v,w) = Dp(v)" - Dp(w)

gilt, dass also die Abbildung Dp : V — R"™ benutzt werden kann, um Skalarpro-
dukte in V' durch Skalarprodukte im euklidischen Standardraum auszurechnen.
Wir werden solche Abbildungen in Kapitel 12 noch einmal systematisch untersu-
chen.

Der Name , Fourierformel“ kommt daher, dass Fourier fiir eine gewisse Klasse
von Funktionen eine dhnlich Formel entwickelt hat, wo allerdings eine unendliche
Reihe vonnoten ist (also nicht wie bei uns endliche Summen ausreichen). Die
Qualitat der Konvergenz dieser unendlichen Reihen ist eine delikate Fragestellung
im Rahmen der harmonischen Analysis.

Bemerkung 11.2.5 (orthogonale Matrizen, O(n), SO(n))

Es sei V = R"™ mit dem Standardskalarprodukt versehen. Dann ist die n-elemen-
tige Menge
{Ul,...,?}n} g V

genau dann eine Orthonormalbasis von V', wenn fiir die reelle n x n-Matrix
A= (vy vy ... v,) die Gleichung

AT A=1,

gilt. Denn der (i, j)-te Eintrag der Matrix AT - A ist gerade das Skalarprodukt
von v; mit vj.

Wir definieren nun die orthogonale Gruppe O(n) C GL,(R) durch
O(n):={Ac R | AT - A=1,}.

Die Elemente von O(n) heilen orthogonale Matrizen (auch wenn sie vielleicht
besser orthonormale Matrizen hielen. .. ). Thre ,konzeptionelle“ Bedeutung wer-
den wir spéter noch besser verstehen, zunéchst wollen wir uns klar machen, dass
O(n) eine Gruppe ist.

e O(n) C GL,(R), denn A € O(n) ist zu AT invers, also regulr.
Wir kénnen also versuchen, das Untergruppenkriterium zu verwenden.
e O(n) ist nicht leer, da die Einheitsmatrix I,, offensichtlich darin liegt.

e Es seien A, B € O(n). Dann gilt auch A- B~! € O(n), denn B! = BT
und



218 KAPITEL 11. SKALARPRODUKTE

(A-BY - A-B'=(BY .AT-A-B'=B-B' =1,.
Nach ist also O(n) eine Untergruppe von GL,(R).

Fiir jede orthogonale Matrix A gilt 1 = det(A" - A) = det(A4)?, also ist die
Determinante einer orthogonalen Matrix entweder 1 oder —1. Beides kommt vor.
Die Determinante liefert wegen des Determinantenmultiplikationssatzes (8.1.6]b))
einen Gruppenhomomorphismus

det : O(n) — R*.
Der Kern dieses Homomorphismus ist die Gruppe
SO(n) :=={A € O(n) | det(A) =1}

der speziellen orthogonalen n X n-Matrizen.

Satz 11.2.6 (Orthogonalisierungsverfahren von E. Schmidt)

Es seien V' ein euklidischer Vektorraum und {vy,ve,...,vx} C V eine linear
unabhdngige Teilmenge mit k Elementen.

Wir definieren neue Vektoren wq, ..., wy rekursiv durch

(v, wy) )
= = —E cw; (furl=2,...k).
wy = v, W= 2 () w; (fir )

Dann ist die Menge S := {wy,...,wi} ein Orthogonalsystem in V .

Weiterhin st die Menge S = {szlll CWY, e, ”u}k” ~wy} ein Orthonormalsystem
mn V.

Schlieflich sind fir jedes i mit 1 < i < k die linearen Hillen von {vy,..., v;}
und von {wy,...,w;} gleich.

Beweis. Zunéchst ist der Nullvektor kein Element von S, denn w; = vy ist nicht
Null, und rekursiv ist w; = v;— (Linearkombination von vy, ...,v;_1), also nicht
0, da die v; laut Voraussetzung linear unabhéngig waren. Nun zeigen wir noch
fir 1 <I<k,dassfiralle 1 <j <1 gilt: (w;,w;) =0.

Dazu machen wir Induktion nach [.
Fiir [ =1 stimmt die Behauptung, denn es gibt ja gar kein j.
Wenn [ > 2 und 1 < j <[ gegeben sind, dann gilt

(wy,w) = (wy, o =32 <<Zl:fvii>> )

-1 (vj,w;
Wy, ) = Do <<wli,w3> (wy, wy)
) (vpw;)

{
)

(wj, v) — oy - (wj, w;)
0

Ol
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Dabei verwenden wir im Schritt (x), dass nach Induktionsvoraussetzung fiir 1 <
i,7 <l schon klar ist, dass w; und w; nur dann Skalarprodukt ungleich 0 haben,
wenn ¢ = j gilt.

Das zeigt die Orthogonalitédt von S, und die Orthonormalitét von S folgt daraus
wie in Bemerkung [11.2.3]

Die Aussage iiber die linearen Hiillen stimmt, da die Vektoren ws,...,w; Li-
nearkombinationen von vy, ...,v; sind und da beide Mengen linear unabhéngig

sind ([11.2.2)), also Vektorraume derselben Dimension erzeugen (und dann greift
5.3.12). O

Bemerkung 11.2.7 (Der euklidische Standardraum)

Es sei {vy,...,v,} eine Basis des euklidischen Standardraums (11.1.3) R". Wir
schreiben die Vektoren in eine Matrix A := (v; vy... v,). Diese Matrix ist nach

Beispiel invertierbar.

Wenn wir das Verfahren aus Satz verwenden, um aus dieser Basis eine
Orthonormalbasis zu machen, dann #ndern wir dabei die Spalten der Matrix
durch elementare Spaltenumformungen, multiplizieren also A mit einer inver-
tierbaren Matrix C' von rechts. Diese Matrix ist eine obere Dreiecksmatrix mit
positiven Eintragen auf der Diagonalen. Denn fiir den ersten Schritt (Herstellung
der Orthogonalbasis) werden von v; nur Linearkombinationen der v; mit j <
abgezogen, das wird durch eine Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen
beschrieben. Nachher wird alles (von rechts) mit einer Diagonalmatrix mit po-
sitiven Eintrigen multipliziert, um die Spalten auf Norm 1 zu bringen. Es gilt
dann:
A-C € 0O(n).

Nun ist aber die Menge B(n) der oberen n x n-Dreiecksmatrizen mit positiven
Diagonaleintrégen eine Untergruppe von GL,(R), wie sich leicht nachrechnen
lasst. Also gilt

A€ O(n)-C 1 CO(n)-B(n).
Jede invertierbare Matrix A ldsst sich als Produkt einer orthogonalen Matrix
und einer oberen Dreiecksmatrix mit positiven Diagonaleintragen schreiben. Diese
Zerlegung von A ist auf eindeutige Art moglich. Ware namlich

A=5-Ci =50
auf zwei Arten als Produkt des erwiahnten Typs zu schreiben, so folgte
Syt Sy =Cy-Cyt € O(n) N B(n).

Aber die Spalten einer (reguldren) oberen Dreiecksmatrix sind genau dann ein
Orthogonalsystem, wenn die obere Dreiecksmatrix diagonal ist, und da die Ein-
triage positiv sind, sind die Spalten genau dann eine Orthonormalbasis, wenn die
Matrix die Einheitsmatrix ist. Es folgt also C; = C5 und S = Ss.
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Da sich jedes invertierbare A zerlegen lasst, folgt
GL,(R) = O(n) - B(n).

Dies nennt man die fwasawa-Zerlegung von GL,,(R).

Beispiel 11.2.8 (mit ZAHLEN)
Im euklidischen Standardraum R* ((11.1.3]) seien die Vektoren

1 —1 1 —1
1 0 0 0
U = 1 , U2 1 , U3 1 , Vg 1= 1
1 2 4 8

gegeben. Diese sind linear unabhéngig, und wir wollen aus ihnen eine Ortho-
normalbasis des R?* (beziiglich des Standardskalarproduktes) berechnen. Dazu
verwenden wir Verfahren [11.2.0] und setzen erst einmal w; := v;. Der zweite
Vektor ist dann

-3
w'—v—<02’wl>w —v—lw—1 -1
3
Damit ergibt sich w3 zu
1
Wa = Ve — <v3,w1>w _ <U3,w2)w . _Qw _10/2w | -1
o8 <’IU1,U}1> ! <'lU2,U)2> 20 4 ! 20/4 2T —1
1
SchlieBlich finden wir w4 nach derselben Methode:
—1
Wi = v <U47w1> <U47w2> <’U4”UJ3> Wa — 3 3
4 1= Vg — 1 2~ 57— Wz = —
<w17w1> <w27w2> <w37w3> 10 _3
1

Da wir am Ende eine Orthonormalbasis herausbekommen wollten, miissen wir
diese Vektoren noch normieren, also durch ihre Norm teilen. Das fithrt zur Or-
thonormalbasis

-3 1 —1
1 -1 11 -1 1 3

'v2o( b o)2 -1 ] 7veo| 3
3 1 1

I
—_ = = =
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Beispiel 11.2.9 (Orthogonale Polynome)

Es sei I C R ein kompaktes Intervall positiver Lénge. Nach dem Approxima-
tionssatz von Stone-Weierstrafl ldsst sich jede stetige Funktion fauf I gleichmé-
Big durch Polynome approximieren (also im Sinne der L*°-Norm). Wenn (p;);en
solch eine Folge von Polynomen ist, dann konvergiert die Folge

/ (pi(x) — f(2))de

I

gegen 0, denn der Integrand geht ja gleichméfig gegen 0.

Vorsicht: Die Umkehrung wird im Allgemeinen nicht stimmen; die Integrale
konnten eine Nullfolge bilden, ohne dass gleichméflige Konvergenz vorliegt.

Man wird jedenfalls darauf gefiihrt, ein Skalarprodukt wie in Beispiel e) zu
verwenden. Eine naheliegende Aufgabe ist es dann, im Vektorraum V' der reellen
Polynome vom Grade < n eine Orthonormalbasis beziiglich dieses Skalarproduk-
tes zu finden. Dies kann man mit dem Verfahren von E. Schmidt, ausgehend von
der Basis {1,z,2?%,...,2"} tun. Man bekommt damit das, was man orthogonale
Polynome nennt.

Das geht auch noch etwas allgemeiner. Dazu sei K : I — R eine stetige Funk-
tion, die nur positive Werte annimmt. Dann ist auch

VxV>3(fg)r— /IK(x)f(x)g(a:)dx €eR

ein Skalarprodukt, und man kann ebenso nach einer Orthonormalbasis von V
beziiglich dieses Skalarproduktes (mit Integralkern K') fragen. Manchmal fiithren
zum Beispiel physikalische Bedingungen auf die Untersuchung solch eines Ska-
larproduktes; wie gut, dass es dieses allgemeine Konzept gibt, und nicht nur das
Standardskalarprodukt!

Ein Beispiel fiir orthogonale Polynome sind die Legendre-Polynome

1 dn(z2— 1)
Pl) := 2nn) dxm ’

deren erste Vertreter die Polynome Py(z) =1, Pi(z) = z, Pa(z) = $(32% — 1)
sind. Man kann nachrechnen, dass gilt:

0, m #n,
2 m =n.

/_l Po(2) Py (2)dz — {

1 2n+1

Ein weiteres Beispiel fiir orthogonale Polynome sind die sogenannten Tscheby-
scheff’schen Polynome (die man z.B. im Bronstein findet).
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Bemerkung 11.2.10 (Positivitit der Fundamentalmatrix)

Es sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum. Wir wéhlen darin
eine Basis B = {by,...,b,}. Dann ist die Fundamentalmatrix (vgl. [10.1.4) des
Skalarproduktes (-,-) beziiglich B die Matrix

Dpp({-,)) = ((bi, bj))1<i j<n-

Dies ist eine reelle, symmetrische und regulidre Matrix. Das Skalarprodukt von
zwel Vektoren v =" v;b;, w = >  w;b; ist dann gegeben durch

(0, w) = (0103 00) - Dl ) |

Wn,

Das heifit, dass durch die Matrix F' := Dpp((-,-)) ein Skalarprodukt auf R"™
durch folgende Vorschrift gegeben ist:

(z,y) — 2" F-y.

Wir nennen eine Matrix F € R™™"™ positiv definit, wenn sie symmetrisch ist und
fiir alle z € R™ die Aquivalenz

t"Fr>0 < 2 #0

gilt.

Welche Matrizen erfiillen diese Bedingung? Wir verallgemeinern [11.1.3|c), wo wir
dies fiir den Fall n = 2 schon untersucht haben.

Satz 11.2.11 (Kriterium fiir Positivitét)

Es seien n € N und F = (fi;) € R™". Weiter sei F' symmetrisch. Dann sind
die folgenden drei Figenschaften dquivalent:

i) F st positiv definit.
i) Es gibt eine obere Dreiecksmatriz A € GL,(R) mit F = AT - A.
i) Fir 1 < k < n sind die Determinanten der Matrizen Fy := (fij)1<ij<k

positiv.

Beweis. Wir zeigen, dass sowohl i) als auch iii) zu ii) dquivalent sind.

,1)= ii)* Wenn F positiv definit ist, dann wird durch F' ein Skalarprodukt
auf R™ definiert, sodass F' beziiglich der Standardbasis die Fundamentalmatrix
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dieses Skalarproduktes ist. Nach dem Verfahren von E. Schmidt gibt es eine obere
Dreiecksmatrix D, deren Spalten eine Orthonormalbasis beziiglich des durch F
definierten Skalarproduktes bilden. Nach [10.1.4] bedeutet dies

D'.F-D=1I,, also F=A"-A mit A=D1

,ii)= i)“ Es sei A invertierbar mit F' = AT - A. Dann gilt fiir v € R", v # 0,
dass

v Fv=0v"-AT-A-v=(Av)" - (Av) >0,
denn Av # 0.

,ii) = iii)“ Es sei A eine invertierbare Dreiecksmatrix mit F = A" - A. Dann
gilt Fy, = A} - Ay, wobei Fy bzw. Aj aus F bzw. A durch ,Abschneiden® der
letzten n —k Zeilen und Spalten entstehen. (Hier benutzen wir die Dreiecksform
von A.) Aber mit A sind auch die Matrizen Aj reguldr. Denn: mit A ist auch
Ay eine Dreiecksmatrix, deren Diagonaleintréige alle nicht 0 sind. Dann ist aber
det F, = (det Ag)? > 0 wie gewiinscht.

Liil) = 1i)“ Es sei F' gegeben, und es gelte det F, > 0 fiir alle k zwischen
1 und n. Wir konstruieren rekursiv obere Dreiecksmatrizen A, € RF**¥ mit
Al Ay = Fy.

Fiir £ =1 setzen wir A; := (1/f11). Nun nehmen wir an, wir hétten Aj schon
konstruiert fiir ein £ mit 1 < k <n — 1. Wir machen fiir A;,; den Ansatz

Ak+1 = A s , Sk € Rk7tk € R.
0

Dann soll natiirlich gelten
Fk Ck+1 ! T A;— . Ak A; * Sk
F — = A . A = .
. ( CII+1 Jrt1,k41 BT R sp A s sp 2
Dies erzwingt
se=(Ag)"" - Cry,

denn Aj, ist ja reguldr. Zudem soll det(Fj 1) = det(Agi1)? = 7 - det(Ay)?
gelten, was den Ansatz t := \/det(Fg.1)/ det(Ag) nahelegt. Hier brauchen wir
die Voraussetzung aus iii).

Nun ist aber Aji; so gewihlt, dass alle Eintriige von Fjyq und A, - Agiq
bis auf hochstens den Eintrag an der Stelle (k + 1,k + 1) iibereinstimmen, und
dass diese beiden Matrizen dieselbe Determinanten haben. Wenn man beide De-
terminanten nach der letzten Zeile entwickelt (wie in und benutzt, dass
det(F}) # 0, dann folgt daraus, dass auch der letzte Eintrag der beiden Matrizen
iibereinstimmt. Es gilt also

-
Fry1 = Ak+1 < Apg

Fiir £+ 1 = n ist das Eigenschaft ii) aus der Formulierung der Aussage. O
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Bemerkung 11.2.12 (Hurwitz-Kriterium)

Die Matrizen det(F}) heilen die Hauptminoren von A. Die Minoren von A sind
die Determinanten der quadratischen Matrizen, die durch Streichung von Zeilen
und Spalten aus A entstehen.

Die Implikation von iii) nach i) im letzten Satz nennt man das Hurwitz-Kriterium
fiir die Positivitdt. Wir werden in Kapitel 12 noch ein weiteres Kriterium fiir
die Positivitdt einer symmetrischen reellen Matrix sehen. Solch eine Matrix ist
namlich (siehe Satz immer diagonalisierbar, und sie ist positiv definit
genau dann, wenn alle Eigenwerte positiv sind. Das ist aber eben ein Satz, und
nicht die natiirliche Definition.

11.3 Orthogonale Komplemente und Abstinde

Definition 11.3.1 (Orthogonalraum)

Es sei V' ein euklidischer Vektorraum und M C V' eine Teilmenge. Dann defi-
nieren wir den Orthogonalraum zu M (i.Z.: M~ sprich ,, M senkrecht“) durch

M+ ={veV|¥meM:mlv}y={veV|V¥meM: (v,m)=0}.

M+ ist ein Untervektorraum von V, denn 0 € M~ und fiir v,w € M+ und
0 e R gilt

VYm € M : {Bv +w,m) = B{v,m) + (w,m) =0, also fv+w e M+

NB: Man kann wie in Hilfssatz das Skalarprodukt (das ja eine nicht aus-
geartete Paarung ist) benutzen, um V' als Teilraum des Dualraumes V* zu ver-
stehen. Dann ist M+ der Durchschnitt der Kerne der zu m € M gehérenden
Linearformen.

Die folgenden Relationen lassen sich leicht verfizieren:
NCM= M"CN* M =(M*,

wobei (M) die lineare Hiille (siehe |5.1.8) von M ist.

Hilfssatz 11.3.2 (Orthogonales Komplement)

In einem euklidischen Vektorraum V sei ein endlichdimensionaler Untervektor-

raum U gegeben. Dann ist U+ ein zu U komplementdrer Untervektorraum von
V.

UL heifst das Orthogonale Komplement zu U.
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Beweis. Es ist schon bekannt, dass U~ ein Untervektorraum von V ist, und fiir
u € UNU? gilt nach Definition von U+ insbesondere (u,u) = 0, also ist u = 0,
da das Skalarprodukt positiv definit ist. Das heifit U N U+ = {0}.

Wir miissen noch zeigen, dass U und U+ den ganzen Raum V aufspannen.
Das Verfahren von E. Schmidt erlaubt es uns, eine Orthonormalbasis By :=
{b1,...,bq} von U zu wihlen. Es sei v € V. Wir miissen zeigen, dass v sich
schreiben ldsst als v = u + ut, wobei v € U und ut € Ut. Wenn v bereits
in U liegt, dann geht das mit u* = 0. Wenn v nicht in U liegt, dann sind
by,...,bg,v linear unabhéngig, und wir konnen mit E. Schmidt ein zugehoriges
Orthonormalsystem konstruieren. Dabei &ndern sich die ersten d Vektoren nicht,
und v wird ersetzt durch

Dann liegt w in U+, und es gilt

d
v=> (vb)b+weUaU" N
=1

Beispiel 11.3.3 (wo es nicht klappt...)

Um zu verstehen, dass hier die endliche Dimension tatsdchlich eine Rolle spielt,
machen wir ein unendlichdimensionales Beispiel. Es sei V' der reelle Vektorraum
der stetigen reellwertigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1] mit dem Skalarpro-
dukt (f,g) fo z)dz. In V liegt der Vektorraum U der durch Polynome
gegebenen Funktlonen Naturhch gilt U # V. Was ist U+ ? Die Funktion f lie-
ge in UL. Dann gibt es einerseits (siche Beispiel fiir jedes € > 0 eine
Polynomfunktion g € U mit d(f,g) < e. Andererseits gilt

E>df.9=f—9lP=—9.f—9) =)+ 9.9 =)=

0 benutzt wird. Das heiffit aber, dass fiir jedes

wobei zwischendurch (f,g) =
| < e gilt, also ist || f|| = 0, also f = 0. Wir finden

e > 0 die Ungleichung H fl
damit insgesamt UL = {0}.

Definition 11.3.4 (Orthogonale Projektion, Abstand)

a) Es seien V' ein euklidischer Vektorraum und U ein endlichdimensionaler Un-
tervektorraum von V. Wegen [11.3.2 gilt dann V = U @ U+. Zu dieser Zerlegung
von V' gehort der Homomorphismus

vV — U, my(u+ut):=u.
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Er heifit die orthogonale Projektion (von V auf U lings Ut ). Manchmal (sogar
recht héufig) wird 7 als Endomorphismus von V' betrachtet, denn U liegt ja
in V. Dann ist U+ = Kern(ny) und U = Eig(ry, 1). Es gilt 72 = 7y

Genauso gibt es die Projektion auf das Orthogonale Komplement, 71, mit Kern
U und Eigenraum U+ zum Eigenwert 1.

b) Es seien V ein euklidischer Vektorraum und A, B C V' zwei nichtleere Teil-
mengen. Dann definieren wir den Abstand von A und B durch

d(A, B) :=inf{d(a,b) | a € A, b € B}.

Dieses Infimum existiert, da alle Absténde nicht negativ sind. Speziell schreiben
wir fiir ein Element a € V' auch

d(a, B) :=d({a}, B).
Beispiel 11.3.5

a) In der Situation des letzten Beispiels hat eine beliebige Funktion f € V
vom Raum U der polynomialen Funktionen Abstand 0. Interessanter wird es,
wenn man anstelle von U endlichdimensionale Teilrdume von U betrachtet, zum
Beispiel den Vektorraum aller Polynomfunktionen vom Grade < k fiir ein festes
k. Dann kann man sich fiir jedes f € V' fragen, welches Polynom vom Grade < k
die Funktion f am besten approximiert (beziiglich des durch das Skalarprodukt
definierten Abstandes), und wie grof§ der Abstand ist. Solche Fragen werden sy-
stematischer in der Numerischen Mathematik behandelt und fithren zum Beispiel
auch wieder auf orthogonale Polynome ([11.2.9)).

b) Im dreidimensionalen Standardraum R? sei
B:={veR||v| <1}

Das ist die Vollkugel vom Radius 1. Weiter sei a € R3ein beliebiger Vektor. Was
ist d(a, B)? Es sind zwei Fille zu unterscheiden.

Fall 1: |ja]| < 1. Dann gilt a € B, und der Abstand ist 0.

Fall 2: | := ||a|| > 1. Dann ist b; := } - a € B ein Vektor von Linge 1. Wir
konnen diesen zu einer Orthonormalbasis {b, by, b3} von R3 ergénzen. Dann ist
v = ¢1by + by + c3b3 genau dann in B, wenn ¢ + ¢2 + ¢2 < 1. Wir kénnen also
jeden Vektor v € B schreiben als v = ¢1b; + c2bs + c3b3, und hierbei muss sicher
le;] <1 gelten. Nun rechnet man nach

d(U, CL)2 = Hclbl + Cgbg + Cgb3 — lb1||2 = (l — Cl>2 —+ C% + C%,

und das wird (Extremum mit Nebenbedingungen!) minimal, wenn ¢; = 1,¢ =
c3 = 0. Damit ist der Abstand gleich [ — 1, und der Punkt auf B, der am
néchsten an a liegt, ist b;.
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Naja, das entspricht ja sogar unserer Intuition, und so darf Mathematik gelegent-
lich auch sein.

Absténde von einem Untervektorraum lassen sich mit der folgenden Methode auf
Absténde von einem Punkt zuriickfiihren.

Satz 11.3.6 (Abstand von einem Untervektorraum)

FEs seien V' ein euklidischer Vektorraum und U ein endlichdimensionaler Unter-
vektorraum. Wir zerlegen V als V = U @ U+. Dann gelten:

a) Fiir v=u-+ut €V gilt die Gleichung
d(v,U) = [[ut]| = |lmye (v)]].
b) Allgemeiner gilt fir eine beliebige Teilmenge A C'V  die Formel
d(A,U) = d(mpy1(A),0).

c) Im Falle A = v+ W (wobei W ein endlichdimensionaler Untervektorraum
von V' ist) gilt

d(A,U) = 7w (0)]-
Beweis.
a) Es sei w € U. Dann gilt wegen Pythagoras (11.1.9):
d(@,v)* = [|(@ —u) =" |* = @ = ul* + lu”|* = [Ju]*

Hier gilt Gleichheit genau dann, wenn u = u, und das zeigt die Behauptung.

NB: Das zweite Gleichheitszeichen der Aussage folgt unmittelbar aus der Defini-
tion von myL(v).

b) Es ist

d(A,U) = inf{d(a,U) | a € A} 2 inf{||ry.(a)|| | a € A} = d(my.(A),0).

c) Es ist
d(AU) =inf{|[v+w—ul| |l weWueU} =inf{|lv—s||se W+ U}
=d(v, U+ W).
Benutze nun Teil a) fiir den Untervektorraum U + W. O

Definition 11.3.7 (affiner Teilraum, Lot, Lotfuflpunkte)

a) Wenn W < V Vektorrdume sind (beliebiger Kérper K') und v € V ein
Vektor, dann nennen wir A := v + W einen affinen Teilraum von V .
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In Wirklichkeit kennen wir solche affinen Rdume schon ldngst: die nichtleeren
Losungsrdume L£(A,b) von linearen Gleichungssystemen sind affine Teilrdume

(siehe [4.1.2)).

Fiir zwei Vektoren a,b in V' heifit
a,b:={da+(1-Nb| xecK}=a+K-(b—a)

die affine Gerade durch a und b.

b) Wenn speziell K = R gilt, so heifit fiir a,b im reellen Vektorraum V die
Menge
[a,b] =={da+(1—-X)b|0<A<1}

die Strecke zwischen a und b.
¢) Wir kehren kurz zur Situation von [11.3.6 ¢) zuriick. Wenn U und W zwei

endlichdimensionale Untervektorrdume des euklidischen Raumes V', v € V ein
beliebiger Vektor und A := v+ W sind, dann gibt es © € U und w € W, sodass
v—u—w auf U+ W senkrecht steht. Dann heifit die Strecke [u,v — w] ein
Lot zwischen U und A, und die Punkte v € U und v — w € A heiflen seine
Lotfufipunkte.

Das Lot ist genau dann eindeutig bestimmt, wenn UNW = {0}. Ansonsten kann
man es um einen beliebigen Vektor aus U N W verschieben.

11.4 TUbertragung ins Komplexe

Bemerkung 11.4.1 (Problemstellung und komplexe Konjugation)

Die Positivitét des Skalarproduktes ist eine wichtige Eigenschaft, die man sich er-
halten sollte, wenn man von reellen zu komplexen Vektorrdumen iibergeht. Auch
hier soll in erster Linie eine Abstandsfunktion mit dem Skalarprodukt einherge-
hen. Insbesondere wollen wir keine Vektoren = 0, die ,auf sich selbst senkrecht
stehen“. Kénnen wir das im Komplexen erreichen?

Um das zu entscheiden, betrachten wir einen C— Vektorraum V' mit dim(V) > 2
und eine Bilinearform (-,-) : V xV — C. Wir wollen uns iiberlegen, dass es ein
x €V gibt mit z # 0 und (x,z) = 0.

Dazu seien v,w € V linear unabhéngig. Wenn (v,v) = 0 gilt, dann sind wir
schon fertig. Ansonsten ist

Co A= Qv+w, v +w) = (v,0)\* + ({(v,w) + (w, V) + (w,w) € C

eine polynomiale Abbildung vom Grad 2. Nach Bemerkung gibt es eine
komplexe Nullstelle dieses Polynoms, also ein A € C, sodass * = Av + w die
Gleichung (x,z) = 0 16st. Da v, w linear unabhéngig sind, ist = # 0.
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Wir miissen also irgendwelche Eigenschaften des Skalarproduktes auf den Priif-
stand stellen, wenn wir im Komplexen etwas Vergleichbares haben wollen.

Man konnte zunéchst einmal C selbst untersuchen, das ja ein zweidimensionaler
R-Vektorraum ist. Wenn wir 1 und i als reelle Basis von C wéhlen, so kénnen
wir C mit R? ,identifizieren“. Da haben wir aber das Standardskalarprodukt
mit zugehoriger Norm

|z +yill* = 2® + y* = (z +yi) - (v — yi).
Wir definieren die kompleze Konjugation :C — C durch
Coz=aox+yi—mz:=0x—yiecC

Man rechnet leicht nach, dass diese Abbildung ein R-linearer Automorphismus
des Korpers der komplexen Zahlen ist. Es gilt 2 = z genau dann, wenn z reell
ist. Der Betrag der komplexen Zahl z = z 4+ yi mit x,y € R ist definiert als

z| i =Vz-Z =22+ y%

Der Priifstand der Geschichte sagt, dass die folgende Definition eine sinnvolle
Ubertragung des reellen Begriffes des Skalarproduktes liefert.

Definition 11.4.2 (komplexes Skalarprodukt, unitire Vektorraume)

Es sei V' ein komplexer Vektorraum. Eine Abbildung (-,-) : V x V — C heif}t
ein komplezxes Skalarprodukt, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

o Yo, m,weV, a€C: (avy + vy, w) = a{vy,w) + (vg, W),

Yo, ve,w € V, a € C: (w,avy +v3) = a{w,v1) +(w,vq). (Sesquilinearitit)

o Vo,weV: (v,w) = (w,v). (Hermitezitdit)

o Yo eV~ {0}:(v,v)>0. (Positivitit)

Ein komplexer Vektorraum mit einem festen komplexen Skalarprodukt heifit auch
ein unitdrer Vektorraum.

Die Hermitezitét (benannt nach Charles Hermite) ersetzt die Symmetrie der reel-

len Skalarprodukte. Sie erzwingt, dass (v,v) = (v,v) € R, sodass die Forderung
nach Positivitédt sinnvoll ist.

Die Sesquilinearitét (von lat. sesqui = eineinhalb) ersetzt die Bilinearitidt aus
der Definition reeller Skalarprodukte. Wenn man in der Definition C durch R

ersetzt, so bekommt man die urspriingliche Definition [11.1.2] wieder, denn die
komplexe Konjugation ist auf R die Identitét.
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Vorsicht: In manchen Lehrbiichern werden bei der Definition der Sesquilinearitét
die Rollen von linkem und rechtem Argument vertauscht. Dies muss man dann
beim Vergleich unserer Formeln mit diesen Biichern beriicksichtigen.

Beispiel 11.4.3 (unitirer Standardraum)

Fiir eine komplexe Matrix A = (a;;) € CP*? bezeichnen wir mit A := (a;) die
Matrix mit den komplex konjugierten Eintrdgen. Speziell verwenden wir diese
Notation natiirlich auch fiir Spalten- und Zeilenvektoren.

Vorsicht: Bei einem beliebigen komplexen Vektorraum lésst sich die komplexe
Konjugation nicht ohne Weiteres einfithren. Wie immer bei den Standardrdumen
ist es auch hier die Existenz einer Standardbasis, die den Unterschied macht.

Der n-dimensionale unitdre Standardraum ist C™ mit der Abbildung

C"xC" 3 (v,w) — (v,w) =v' - W= Zvi - ;.
i=1
Man rechnet leicht nach, dass dies ein komplexes Skalarprodukt ist.

Nun will man lieb gewonnene Eigenschaften des reellen Skalarproduktes im Kom-
plexen wiederfinden.

Hilfssatz 11.4.4 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz im Komplexen)

Es sei V' ein unitdrer Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Dann gilt

VYo,w €V [{v,w)]* < (v,v) - (w, w).

Beweis. Wenn man w um einen komplexen Faktor ¢ vom Betrag 1 abéndert, so
bleiben die rechte und die linke Seite der Ungleichung unveréndert: Links kann
man das ¢ aus dem Skalarprodukt als ¢ herausziehen, aber das hat immer noch
Betrag 1, und rechts gilt

(Cw, Cw) = ¢Clw,w) = (w, w).

Wir suchen nun eine komplexe Zahl ¢ mit |(| = 1, sodass (v, w) reell ist.

Dies ist kein Problem, wenn (v, w) = 0 gilt, denn das ist ja schon reell. Wenn
aber (v, w) # 0 gilt, so setzen wir

um unsere Suche zu beenden.
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Wir diirfen also nach der eingangs gemachten Uberlegung ohne Einschrinkung
annehmen, dass (v, w) reell ist.

Nun gehen wir genauso vor wie im Reellen. Wenn v = 0 oder w = 0 gilt ist die
Behauptung klar, ansonsten betrachten wir die Funktion

f:R—R, f(z)={zv+w,zv+w)=(v,0)z*+ 2(v,w)r + (w,w).
Dieses quadratische Polynom darf hochstens eine Nullstelle haben, weshalb
(v,w)* < (v,v) - (w, w)
folgt. Gleichheit gilt genau dann, wenn v, w linear abhéngig sind. O

Bemerkung 11.4.5 (jetzt geht fast alles durch)

Nun definieren wir wie im Reellen fiir einen unitaren Vektorraum V die Norm

eines Vektors v als |[v|| := /(v,v), und den Abstand zweier Vektoren als
d(v,w) := [[v — w|]. Es gilt wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz wie-

der die Dreiecksungleichung
Vu,v,w € V i d(u, w) < d(u,v) + d(v, w).

Wie im Reellen definiert man Orthogonalsysteme und Orthonormalsysteme, und
beweist die Richtigkeit des Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahrens [I1.2.6]
Auch Orthogonalbasen und Orthonormalbasen gibt es wieder, orthogonale Kom-
plementarraume zu endlichdimensionalen Untervektorrdumen, orthogonale Pro-
jektionen, Abstdnde und so weiter.

Es gibt zwei Punkte, wo man aufpassen muss. Zum Einen gilt der Satz von
Pythagoras nur noch in einer Richtung:

vilw=fo+w]*=[lv]*+ w]*

Zum Anderen dndert sich etwas beim Umgang mit der Fundamentalmatrix. Was?
Das untersuchen wir jetzt.

Bemerkung 11.4.6 (Fundamentalmatrix fiir unitire Riume)

Es sei V' ein n-dimensionaler unitérer Vektorraum mit Basis B = {by,...,b,}.
Dann ist die Fundamentalmatriz des Skalarproduktes beziiglich B definiert als

Dpp({-,)) = ((bi, bj))1<ij<n-

Diese Matrix ist im Allgemeinen nicht mehr symmetrisch, sondern nur noch her-
mitesch. Dabei heif3t eine komplexe quadratische Matrix F hermitesch, wenn
gilt:

F'=T.
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Diese Eigenschaft spiegelt gerade die Hermitezitét des Skalarproduktes wider. Es
gilt fiir v,w eV :

(v,w) = Dp(v)" - Dpp({-,-)) - Dp(w).

Bemerkung 11.4.7 (Unitire Matrizen, Iwasawa-Zerlegung)

Im unitéren Standardraum C" ist eine Basis B = {by,...,b,} genau dann eine
Orthonormalbasis, wenn fiir die Matrix A mit Spalten by,...,b, gilt:
AT A=1,.

Die Matrix auf der linken Seite ist ja die Fundamentalmatrix des Standardska-
larproduktes beziiglich B.

Wie in Definition [11.2.5 fiihrt uns dies zur Definition einer Gruppe. Die unitdre
Gruppe (Untergruppe von GL,(C)) ist die Menge

Un) ={AeCv" |AT - A=1 ={AcCGL,(C)| At = AT}.

Wie im Reellen rechnet man nach, dass dies eine Gruppe ist, ihre Elemente heiflen
unitdre Matrizen. Wenn wir nun noch die Gruppe

B(Tl)@

der oberen komplexen Dreicksmatrizen mit positiven reellen Zahlen als Diagonal-
eintrdgen hinzunehmen, dann gilt (wieder wegen E. Schmidt)

GL,(C) =U(n) - B(n)c.
Diese Identitédt nennt man wieder die [wasawa-Zerlegung.
Die Determinante liefert einen Gruppenhomomorphismus
det : U(n) — C*.
Der Kern dieser Determinantenabbildung ist die Gruppe
SU(n) :={A € U(n) | det(A) =1}
der speziellen unitdren Matrizen.

Zum Beispiel rechnet man nach, dass

z

SU(2) = {( fU v ) |w,z € C, |w]?+ |2 = 1}.

Dies ist eine Untergruppe der Einheitengruppe H* von Hamiltons Quaternio-
nenalgebra (siehe [10.4.8]).

Als Teilmenge von C? = R* ist es die dreidimensionale Einheitssphére. Diese
Gruppe ist eng mit SO(3) verwandt, was sich zum Beispiel in der Existenz von
halbzahligem Spin niederschlégt. .. aber das ist eine ganz andere Geschichte.



Kapitel 12

Skalarprodukte und
Homomorphismen

12.1 Isometrien

Wir definieren zunéchst ganz allgemein, was eine Isometrie zwischen zwei metri-
schen Rdumen ist.

Definition 12.1.1 (Isometrie, Isometriegruppe)

Es seien zwei metrische Rdume (X,d) und (Y,e) gegeben (siehe [11.1.7]). Dann
heifit eine Abbildung ® : X — Y eine Isometrie (oder auch abstandserhaltende
Abbildung), wenn gilt:

Vay,xo € X d(z,x0) = e(P(x1), P(x2)).

Solch eine Abbildung ist immer injektiv, denn aus ®(z;) = ®(x) folgt ja
d(z1,m9) = 0, also x; = x9. Die Surjektivitdt muss man im Allgemeinen for-
dern, wenn man sie will.

Wir bezeichnen mit Iso(X,d) die Menge aller invertierbaren Isometrien von X
nach X . Das ist also eine Teilmenge der symmetrischen Gruppe (siehe c))
von X.

Iso(X, d) ist nicht leer (finden Sie ein Element darin!) und beziiglich Komposition
und Inversenbildung abgeschlossen. Es gilt nédmlich:

Fiir alle ®, ¥ € Iso(X,d) und fiir alle 1,25 € X gilt
d(ZL‘l, ZL’Q) = d(q)(l'l), CI)(ZEQ)) = d(\II e} (1)(1'1), U o CD(ZEQ)),
also Wo ® € Iso(X,d).

233
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Fiir alle @ € Iso(X,d) und fur alle z1, 25 € X gilt
d(w1,79) = d(®(P7 (21)), (P (22))) = d(P™ (1), ™ (22)),

also @71 € Iso(X, d).

Damit ist Iso(X,d) eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sym(X). Sie
heifit die Isometriegruppe des metrischen Raumes (X, d). Oft schreibt man nur
Iso(X), wenn die verwendete Metrik klar ist.

Beispiel 12.1.2 (fiir Isometrien)

a) Es seien die Ebene R? und der Raum R?® mit dem Standardskalarproukt
versehen (und damit zu metrischen Rdumen gemacht). Dann ist die Abbildung

X
d:R?> (x) — |y | eR?
y 0

eine Isometrie.

b) Es sei X = {£1}®> € R?® die Menge der Ecken eines (dreidimensionalen,

physikalischen und doch recht idealen) Wiirfels.

€3

€1

L--mt---F

P
- (&
-

Jedes Element e aus X hat drei Nachbarn ey, es, e3, die von e Abstand 2 haben
und untereinander Abstand 2v/2. (Das sind jetzt ausnahmsweise nicht die Stan-
dardbasisvektoren. .. ) Dann gibt es die drei Ecken —e;, —ey, —e3, die von e und
untereinander Abstand 2v/2 haben (diese drei Ecken bilden mit e zusammen
ein regelméfiges Tetraeder), und schlieBlich gibt es die Ecke —e, die von e den
Abstand 2v/3 hat. Wir merken uns die Ecke e und ihre Nachbarn ey, es, e5.

Ein Isometrie von X gewinnt man nun so: wir wéhlen eine Ecke f und ihre
Nachbarn fi, fa, f3. Dann gibt es genau eine Moglichkeit, die Abbildung e —
f, e;i — f; zu einer Isometrie von X fortzusetzen. Jede dieser Isometrien wird
durch Drehungen des Wiirfels um seinen Mittelpunkt, durch Spiegelungen des
Wiirfels an (geeigneten) Ebenen durch den Mittelpunkt oder durch —Idx gege-
ben; alles sind Einschrinkungen von linearen Automorphismen des R* nach X.
Wir erhalten also wegen der 8 Wahlmoglichkeiten fiir f und wegen der jeweils 6
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Wahlmoglichkeiten fiir die Reihenfolge der f; eine Isometriegruppe mit 48 Ele-
menten. Diese Gruppe heifit die Oktaedergruppe. Das kommt daher, dass jede
Isometrie des Wiirfels auch eine Isometrie des regelméffigen Oktaeders liefert, der
die Flachenmittelpunkte des Wiirfels als Ecken hat.

c) Es sei V' ein euklidischer oder unitérer Vektorraum und v € V' ein beliebiger
Vektor. Dann ist die Abbildung

T,V —V, 1,(x) =2+,
eine Isometrie. Denn:
Va,y € Vrd(r(x), 7(y) = (@ +v) = (y +v)|| = [lo — yll = d(z,y).

Diese Isometrie nennt man die Translation (oder auch Verschiebung) um v.

Ab jetzt werden wir nur noch Isometrien zwischen euklidischen oder unitédren
Vektorrdumen betrachten.

Definition 12.1.3 (lineare Isometrie, Polarisierung)

Es seien V und W zwel euklidische oder zwel unitiare Vektorraume. Dann heifit
eine Isometrie ® : V. — W, die gleichzeitig eine lineare Abbildung ist, eine
lineare Isometrie.

Das Skalarprodukt lésst sich aus der Metrik rekonstruieren. Genauer gilt im Re-
ellen die Polarisierungsformel:

(z,y) =%[<x+y7x+y>—<x,x>—<y,y>] =i[<fv+y,x+y>—<x—y,x—y>]-

Im Komplexen sieht die richtige Formel so aus:
1 . ) ) . ) .
(@) = e tyoty) —(z—yz—y) +ile+iy o +iy) -z —iy.o —iy)].

Da eine lineare Isometrie insbesondere einen Vektor der Norm a auf einen Vektor
der Norm a abbildet, sagt diese Polarisierungsformel fiir einen Vektorraumho-
momorphismus ¢ € Hom(V, W):
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® ist lineare Isometrie <= Vz,y € V : (z,y)v = (®(x), D(y))w.

Dabei haben wir den fiir das jeweilige Skalarprodukt zusténdigen Vektorraum
durch einen Index am Skalarprodukt gekennzeichnet.

Beispiel 12.1.4 (Koordinatenabbildung, R?, Drehkéstchen)

a) Es sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum mit einer Ortho-
normalbasis B. In Beobachtung hatten wir gesehen, dass die Koordinaten-
abbildung Dg : V — RI™() das Skalarprodukt von V' in das Skalarprodukt
auf dem euklidischen Standardraum iibersetzt. Also ist Dp eine lineare Isometrie
zwischen diesen Réumen.

b) Wir wollen untersuchen, wie lineare Isometrien der euklidischen Ebene (R?
mit Standardskalarprodukt) in sich selbst aussehen. Wir beschreiben eine lineare
Isometrie ® € Aut(R?) durch ihre Abbildungsmatrix beziiglich der Standardbasis
S, die ja eine Orthonormalbasis ist:

Dgs(®) = (Z Z) :

Da & eine lineare Isometrie ist und in den Spalten der Matrix die Bilder der
Standardbasis stehen, gilt

A+ =1=0+d* ab+cd=0.

Die Analysis sagt uns, dass es einen Winkel ¢ € [0,27] gibt, sodass a = cos ¢
und ¢ = sinp. Aus der Normierung und Orthogonalitdt folgt dann aber auch,

dass
<b) . <— sin go)
d Ccos
Das heifit:

cosp —sing cosp  sing
Dss(®) = Dy := (Singo CoS ¢ ) oder Dgs(®) = (singo — COoS @) '

Fiir beliebiges ¢ ist umgekehrt durch diese Abbildungsmatrix eine Isometrie von
R? (auf sich selbst) gegeben.

Die linke Matrix D, heifit das Drehkdstchen zum Winkel . Die zugehorige
lineare Abbildung ist die Drehung um diesen Winkel. Im Spezialfall ¢ = 7/2
hatten wir diese Matrix schon einmal behandelt in Beispiel c). Die zweite
Matrix hatten wir in Beispiel schon als Spiegelung kennen gelernt.
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Beispiel 12.1.5 (Spiegelung)

Es seien V' ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum und v € V' ein beliebiges
Element # 0. Dann ist die Abbildung

{z,v)
(v,0)

eine lineare Isometrie von V' (auf sich selbst). Die Linearitét ist klar, denn das
Skalarprodukt ist (auch im unitdren Fall) im ersten Argument linear, v ist ja
fest. Und fiir das Skalarprodukt gilt fiir alle z,y € V' :

o,V —V, o,(x) =22

(00(2), 00(y)) = (x — 2840,y — 2880)
= (z,y) + <a<:; —géz:ziv —<x2v§>iji’§v, ) +<§C—U>2<iij;’§v7 —248%0)
= <‘T7 y> —2 (v z) <I, U> -2 (v,v) <U7 y> + 4(1):1)} <U’z> <U7 U>
(x,y

Was macht diese Abbildung? Wenn z orthogonal zu v ist, so ist o,(x) = x. Also
ist o, auf dem orthogonalen Komplement des von v erzeugten Untervektorraums
die Identitdt. Auf der von v erzeugten Geraden ist o, die Multiplikation mit —1.
Insgesamt tut o, das, was man von einer Spiegelung erwartet; o, heifit deswegen
die Spiegelung an der Hyperebene v*. Offensichtlich gilt o2 = Idy.

Nun sei V' euklidisch. Wenn dann zum Beispiel v, w € V' zwei Vektoren derselben
Lénge sind, so gilt
(v —w,v+w) =0.

Wir bezeichnen mit d := v — w die Differenz zwischen v und w. Dann gilt

74(0) = 0al (v w) + (0~ w)) = (v +w) ~ Lo —w) = w.

Genauso gilt auch o4(w) = v.

Also: fiir je zwei Vektoren derselben Lénge im euklidischen Vektorraum V' gibt
es (mindestens) eine lineare Isometrie, die die beiden vertauscht.

Hilfssatz 12.1.6 (Kriterium fiir lineare Isometrien)

Es sei K € {R,C} und V,W seien K-Vektorraume mit Skalarprodukt. Weiter
sei ®:V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:

O st eine Isometrie genau dann, wenn jedes Orthonormalsystem aus V' injektiv
auf ein Orthonormalsystem in W abgebildet wird.

Wenn V' endlichdimensional ist, dann ist ® eine Isometrie genau dann, wenn
(mindestens) eine Orthonormalbasis injektiv auf ein Orthonormalsystem abgebil-
det wird.
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Beweis. Da eine lineare Isometrie Skalarprodukte erhélt, ist klar, dass sie ein
Orthonormalsystem injektiv auf ein ebensolches abbilden muss.

Wird umgekehrt jedes Orthonormalsystem injektiv auf ein Orthonormalsystem
abgebildet und sind u,v € V beliebig, so wihlen wir mit E. Schmidt eine Or-
thonormalbasis des von u© und v erzeugten Untervektorraumes. Diese wird von
® auf ein Orthonormalsystem gleicher Machtigkeit in W abgebildet, und man
rechnet mit seiner Hilfe nach, dass (u,v) = (®(u), (v)).

Im Endlichdimensionalen kann man alles durch eine Orthonormalbasis auf einmal
erreichen, was man sonst lieber zusammenstiickelt. Deswegen gilt auch die letzte
Aussage der Beobachtung. O

Beispiel 12.1.7 (Endomorphismen im Endlichdimensionalen)

Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum (K € {R,C}) mit Skalarpro-
dukt. ® sei ein Endomorphismus von V, und B sei eine Orthonormalbasis von
V. Dann gilt:

O ist Isometrie <= ®(B) ist eine Orthonormalbasis von V.

Das bedeutet aber in der Sprache der Abbildungsmatrizen, deren Spalten ja die
Koordinatenvektoren der Bilder sind und deshalb eine Orthonormalbasis im zu-
gehorigen Koordinatenraum K4™(V) bilden:

® ist Isometrie <= Dpgp(®P) ist orthogonale bzw. unitidre Matrix

(Siehe |11.2.5{und [11.4.7)

Diese Charakterisierung gilt nur fiir Orthonormalbasen B.

Daran sieht man, dass eine lineare Isometrie eines endlichdimensionalen euklidi-
schen Vektorraums entweder Determinante 1 oder Determinante —1 hat. Beides
kann vorkommen. Man nennt die linearen Isometrien mit Determinante 1 die
eigentlichen Bewegungen des euklidischen Raumes.

Hilfssatz 12.1.8 (Wie hiufig sind lineare Isometrien?)

Es sei V' ein euklidischer Vektorraum und ® € Iso(V') eine Isometrie. Dann gibt
es ein Element b € V' und eine lineare Isometrie @y von V', sodass gilt

YVoeV: &) =Py(v) +0b.

Beweis. Die einzige Moglichkeit fiir b ist b := ®(0). Die Abbildung

Oy =740, Py(v):=P(v) —b



12.1. ISOMETRIEN 239

ist dann eine Isometrie, weil fiir alle z,y € V sicher d(x,y) = d(x — b,y — b)
gilt (siche Beispiel [12.1.2] ¢)) und die Komposition von Isometrien wieder eine
Isometrie ist. Wir haben jetzt die Linearitdt von ®( zu zeigen.

Dazu iiberlegen wir uns zunéchst, dass ®, das Skalarprodukt erhélt. Fiir v, w €
V' gilt ja wegen [|v]| = d(0,v) = d(Po(0), Po(v)) = [|Po(v)]], dass

(v,w) = 3([v]* + wl* — d(v, w)?)
= 5([2o()|I* + [|@o(w)I* = d(®o(v), Po(w))?)

= (®o(v), Po(w))-

Insbesondere wird fiir 0 # v € V' das orthogonale Komplement zu Rv auf das
orthogonale Komplement zu R®q(v) abgebildet und damit auch die Gerade Rv
auf die Gerade R®((v). Da die Linge der Vektoren erhalten bleibt und aufierdem
d(®(av), ®(v)) = d(av,v) = |a — 1]||v|| = |a — 1|||Po(v)|| gelten muss, folgt fiir
alle v € V und a € R die Gleichung

Dy(av) = ady(v).

Das zeigt iibrigens nebenbei, dass eine Isometrie eines euklidischen Vektorraums
eine Gerade zwangslaufig auf eine Gerade abbildet.

Auflerdem gilt damit fiir linear abhéngige v,w € V auch ®g(v + w) = $o(v) +
®p(w). Wenn v und w linear unabhéngig sind, so wéhlen wir eine Orthonor-
malbasis B = {b;,by} in der von v und w erzeugten Ebene. ®, bildet B auf
ein Orthonormalsystem in V' ab, und da Orthogonalitit erhalten bleibt, wird
die von v und w erzeugte Ebene auf die von ®(b;) und Pgy(by) erzeugte Ebe-
ne abgebildet. Da ®; auch das Skalarprodukt erhélt und wir die Koeffizienten
von allen Vektoren beziiglich der Orthonormalsysteme B und ®(B) durch die
Fourierformel berechnen koénnen, folgt insgesamt

D (v + w) = Py(v) + Po(w).

Also ist ®( tatséchlich linear. O

Bemerkung 12.1.9 a) Am Beweis fillt auf, dass wir nirgends die Bijektivitét
von ® benutzen. Tatséchlich haben wir bewiesen, dass fiir zwei euklidische Vek-
torrdume V' und W jede Isometrie sich schreiben lédsst als Komposition einer
linearen Isometrie von V' nach W mit einer Translation auf W .

b) Wenn V' = C der unitdre eindimensionale Standardvektorraum ist, dann ist
die komplexe Konjugation zwar eine Isometrie, die 0 auf sich selbst abbildet,
aber sie ist nicht komplex-linear. Das zeigt, dass die Beobachtung in im
Allgemeinen wirklich nur fiir euklidische, nicht aber fiir unitéire Vektorrdume gilt.
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Bemerkung 12.1.10 (Spiegelungen gegen den Rest der Welt)

Es sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und & eine lineare
Isometrie von V' auf sich selbst. Da dim(V') < oo gilt und ¢ linear und injektiv
ist, ist es auch surjektiv. Es sei {b1,...,b,} eine Orthonormalbasis von V. Fiir
d := ®(b;) — by gilt dann mit der Notation aus Beispiel (wobei wir im Fall
d =0 noch o, :=Idy einfithren):

O'd(q)(bl)) = bl.

Also ist &y := 040 ® eine lineare Isometrie mit ®(b;) = b;. Dann setzen wir
e := by — ®1(b2) und sehen (weil b; sowohl auf by als auch auf ®;(bs) senkrecht
steht), dass b; L e. Wir setzen &5 := 0,0 Py (wieder mit ¢ := Idy ) und sehen:

(I)Q(bl) = b1 und (I)Q(bg) = b2.

Nun macht man rekursiv so weiter und sieht am Ende: Es gibt endlich viele
Spiegelungen o4, 09, ..., 0, derart, dass

Vi<i<n:(ogpoog_i0---000®)(b)=0.

Demnach gilt:
b =0g10030---00.

Jede lineare Isometrie eines n-dimensionalen euklidischen Raums
ist Produkt von hochstens n Hyperebenenspiegelungen.

Zum Beispiel ist eine Drehung in der Ebene ein Produkt von zwei Geradenspie-
gelungen.

Hilfssatz 12.1.11 (Isometrien und invariante Komplemente.)

FEs set ® : V. — V' eine lineare Isometrie eines endlichdimensionalen euklidi-
schen oder unitdren Vektorraumes. Weiter sei U CV ein ® -invarianter Unter-
vektorraum. Dann ist UL ein ® -invarianter Komplementdirraum zu U.

Beweis. Da @ invertierbar ist, ist ®(U) C U ein Untervektorraum von U mit
dim(U) = dim(®(U)), also gilt

U=aU).

Also lésst sich jedes Element u € U auch schreiben als u = ®(u), u € U. Es
folgt dann fiir ein Element v € U+ :

(B(v),u) = (®(v), ®(u)) = (v,u) = 0.
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Da dies fiir alle u € U geht, folgt ®(v) € U+, und damit ist U+ ein ®-invarianter
Komplementéirraum zu U. O

Dies beseitigt bei Isometrien ein Problem, das uns bei der Frage nach der Diago-
nalisierbarkeit beliebiger Endomorphismen gestort hat (siehe [9.2.1). Nun wollen
wir erst einmal sehen, welche Eigenwerte eine Isometrie iiberhaupt haben kann.

Hilfssatz 12.1.12 (Eigenwerte haben Betrag 1.)
Es seien K € {R,C} und V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt.

a) Es sei @ eine lineare Isometrie von V. Dann hat jeder Eigenwert von &
Betrag 1.

b) Es sei o € K mit Betrag 1 und V # {0}. Dann gibt es eine Isometrie von V,
die o als Eigenwert hat.

Beweis. a) Wenn v € V' ein Eigenvektor zum Eigenwert « ist, dann gilt
(v,0) = (2(v), 2(v)) = {av, av) = [a*(v,v),

und wegen v # 0 folgt |a| = 1.

b) Die Multiplikation mit « ist so eine Isometrie. O

Bemerkung 12.1.13 (Polynome iiber R und C)
Wir hatten schon in den Fundamentalsatz der Algebra erwahnt, der sagt:

Es sei f € C[X]| ein normiertes Polynom vom Grad n > 0. Dann gibt es kom-
plexe Zahlen A1, ..., \,, sodass

f=X=X)...- (X =\).

Diesen Satz beweisen wir in diesem Skript nicht, Beweise werden in aller Regel
in Vorlesungen zur Funktionentheorie erbracht (mit dem Satz von Liouville) oder
in der Algebra aus dem Zwischenwertsatz der reellen Analysis und Ergebnissen
der Galois-Theorie hergeleitet.

Wenn nun f € R[X] ein normiertes reelles Polynom vom Grad n > 0 ist,
dann ist es natiirlich auch ein komplexes Polynom mit denselben Eigenschaften,
und zerféllt {iber C als Produkt von Linearfaktoren. Wenn aber A € C eine
Nullstelle von f ist, dann ist auch das komplex konjugierte A eine Nullstelle von
f. Dies sind zwei verschiedene Nullstellen, wenn A € C . R. Dann ist aber das
quadratische Polynom

(X = X)- (X =) = X? —2Re(M\) X + |\? € R[X]
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ein Teiler von f. Wenn wir die Nullstellen )\; so nummerieren, dass die ersten
k davon reell und die letzten n — k nicht reell sind, dann ist n — k gerade. Wir
setzen [ := (n — k)/2 und konnen dann f schreiben als

f:(X—)\l)-...-(X—/\k)-(XQ—le+n1)-...-(Xz—le—i—nl)

mit reellen Faktoren, wobei die quadratischen Polynome X? — s;X + n; keine
reellen Nullstellen haben.

Diese Information wenden wir nun auf das charakteristische Polynom einer linea-
ren Isometrie eines endlichdimensionalen K-Vektorraumes an.

Satz 12.1.14 (Isometrienormalform)

Es seien K =R oder C und V' ein n-dimensionaler K— Vektorraum mit Ska-
larprodukt. Weiter sei ® : V. — V' eine lineare Isometrie von V . Dann gilt:

a) Fir K = C besitzt V' eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren, d.h. ® ist
orthogonal diagonalisierbar.

b) Fir K =R ldsst sich V schreiben als direkte Summe von paarweise orthogo-
nalen ein- oder zweidimensionalen ® -invarianten Untervektorraumen. Auf den
eindimensionalen Summanden ist ® die Multiplikation mit 1 oder —1. Auf jedem
der zweidimensionalen Summanden wird ® beziiglich einer beliebigen Orthonor-
malbasis durch ein Drehkdistchen D, (siehe mit einem jeweils geeigneten
Winkel ¢ beschrieben.

Beweis. Wir machen in beiden Féllen vollstdndige Induktion nach der Dimension
n. Fir n = 0 oder 1 sind beide Falle klar. Jetzt kommt der Induktionsschritt
nach n > 2.

Das charakteristische Polynom CPg(X) hat mindestens eine komplexe Nullstelle
An . Wenn es eine reelle Nullstelle gibt, so sei A, € R.

a) Im Fall K = C wéihlen wir einen Eigenvektor b, der Linge 1 von & zum FEi-
genwert \,. Er spannt einen invarianten Untervektorraum U = Cb,, auf, dessen
orthogonaler Komplementidrraum U+ nach ebenfalls ®-invariant ist. Per
Induktionsvoraussetzung besitzt der (n — 1)-dimensionale Untervektorraum U~
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu ®, und diese bilden zusammen mit
b, eine Orthonormalbasis von V', die aus Eigenvektoren von ® besteht.

b) Im Fall K =R gibt es noch einmal zwei Moglichkeiten. Wenn A, reell ist, so
konnen wir weitermachen wie in Fall a), wobei wir noch an [12.1.12] erinnern: der
Eigenwert ist +1.

Wenn es keinen reellen Eigenwert gibt, dann sind A, und . komplexe Nullstellen
von ¢, und ¢(X) := (X —\,)- (X —A\,) teilt das charakteristische Polynom von
®. Es sei A eine Abbildungsmatrix von & (beziiglich irgendeiner Basis). Dann
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ist q(A) eine Abbildungsmatrix von ¢(®). Da aber A — A, 1, nicht invertierbar
ist (A, ist ja ein komplexer Eigenwert der Matrix A € R™*"™ C C™*™) ist auch
q(®) nicht invertierbar. Wir wihlen einen Vektor v # 0 im Kern von ¢(®). Dann
sind v und ®(v) linear unabhéngig (sonst wire v ja ein Eigenvektor, den es aber
nicht gibt), allerdings ist

B2(v) = 2Re(A\)B(v) — [A]? - v,

und damit spannen v und ®(u) einen zweidimensionalen ®-invarianten Unter-
raum U auf. Das orthogonale Komplement dazu ist ein (n — 2)-dimensionaler
® -invarianter Unterraum, und fiir diesen konnen wir die Induktionsvorausset-
zung verwenden (wir hatten den Induktionsanfang ja fiir zwei aufeinanderfolgen-
de Dimensionen gemacht). Eine Isometrie eines zweidimensionalen euklidischen
Raums, die keinen reellen Eigenwerte hat, wird zwangslaufig durch ein Drehkést-
chen beschrieben, siche Beispiel b).

Damit sind wir fertig. O

Bemerkung 12.1.15 Im Beweis von b) ist das Polynom ¢(X) im Nachhinein
das charakteristische Polynom des Drehkéstchens D, . Insbesondere ist Re(\,,) =
cosp und |[\,|> = cos?¢ + sin®¢ = 1. Damit sind die Teiler von Grad 2 des
charakteristischen Polynoms einer euklidischen Isometrie sehr eingeschréankt. In
kleinen Dimensionen hilft das teilweise, um individuelle Isometrien schneller zu
verstehen — manche Rechnung wird einfacher.

Folgerung 12.1.16 (Matrizenwelt; Isometrienormalform)

a) Es sei A € U(n) eine unitdre Matriz. Dann gibt es eine unitire Matriz S €
U(n), sodass S™*AS eine Diagonalmatriz ist.

b) Es sei A € O(n) eine orthogonale Matriz. Es sei dy := dimEig(A, 1) und
d_ := dimEig(A, 1) und | = i(n — dy — d_). Dann gibt es reelle Zahlen
©1,...,01 € (0,7) und eine orthogonale Matriz S € O(n), sodass S™'AS die
folgende Block-Diagonalgestalt hat:
Iy,
—1q
D

©P1

D

®1

Dabei ist wie immer die Matriz Dy, das Drehkdstchen

D [ coswi — sin p;
“i \ sing;  cosy; )
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Denn: In beiden Fillen beschreibt A eine Isometrie des Standardraumes beziig-
lich der Standardbasis. Satz beschreibt eine Abbildungsmatrix dieser Iso-
metrie nach einem Basiswechsel zu einer anderen Orthonormalbasis. Im unitédren
Fall wird dieser Basiswechsel mit einer unitdren Matrix durchgefithrt (wegen
11.4.7)), und im euklidischen Fall brauchen wir dazu eine orthogonale Matrix (we-
gen . Nur die Einschrénkung an die Winkel, zwischen 0 und 7 zu liegen,
bedarf noch einer kurzen Erlduterung. Wenn wir einen Winkel zwischen 7 und
27 brauchten, so kénnten wir die zwei Basisvektoren vertauschen und benutzen

dann .
01\ 01
- D, - =Do._.
(o) 2o (1) = Pors

NB: Da V im euklidischen Fall die direkte Summe der Eigenrdume zu 1 und
—1 und der zweidimensionalen Unterrdume aus Satz [12.1.14] ist, ist tatséchlich

[ € Np. O

Beispiel 12.1.17 (so richtig mit Zahlen...)

a) Zum Aufwérmen eine ganz leichte Matrix

A=

O = O
_ o O

1
0 ] €0(3).
0

Nach Beispiel ist das charakteristische Polynom dieser Matrix das Polynom
CPA(X)=X?-1=(X—-1)-(X>+ X +1).

Der quadratische Faktor hat keine reelle Nullstelle (die zwei komplexen Nullstellen
sind —% + */731 =cosp +1i-sinyp fiir ¢ =27/3). Der Eigenraum zum Eigenwert
1 ist

Eig(A,1) =R - by, mit by := —=(111)".

1
V3
Dazu orthogonal ist der Kern von A? + A + I3. In diesem Raum withlen wir
irgendeinen Vektor, zum Beispiel

1
V= -1
0
Sein Bild unter Multiplikation mit A ist
0
A-v= 1
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Mit E. Schmidt werden diese beiden Vektoren orthonormalisiert zu

1
1 2
by =— | —1 und b3 := \/j

Nun sei S die Matrix mit Spalten by, by, b3. Da dies eine Orthonormalbasis ist,
ist S in O(3). Es gilt mit ¢ = 27/3:

1 0 0
STTAS = 0 cosp —singp
0 singp cosy

| [T

1

Wenn man sich mit dem Winkel nicht ganz sicher ist, sollte man noch einmal
A-by = %bg + ‘/73173 nachrechnen; das +-Zeichen vor dem zweiten Summanden
sagt, dass der Sinus des Drehwinkels zwischen 0 und 7 liegt und damit , richtig”
gewahlt ist.

b) Es sei A € SO(3) eine eigentliche Bewegung des dreidimensionalen euklidi-
schen Standardraumes. Dann ist das charakteristische Polynom von A ein nor-
miertes Polynom vom Grad 3 mit konstantem Term —1, also hat es eine positive
Nullstelle, die wegen Hilfssatz zwangsldufig 1 sein muss. Es sei v ein Ei-
genvektor zum Eigenwert 1. Dann ist die von A beschriebene Abbildung auf dem
Orthokomplement v+ eine Drehung (wobei der Winkel auch 0 oder 7 sein kann,
was = Identitdt auf v entspricht). Also: Eine eigentliche Bewegung des R? hat
eine Drehachse und eine Drehebene, die aufeinander senkrecht stehen.

c¢) Eine Matrix A € O(n) mit ungeradem n hat immer mindestens einen reellen
Eigenwert, denn das charakteristische Polynom hat ungeraden Grad und daher
greift der Zwischenwertsatz.

d) Nun wollen wir noch ein Beispiel in Dimension 4 ansehen, wo man nicht mit
dem Orthogonalen Komplement zu einem Eigenvektor argumentieren kann.

Dazu sei
0O 01 0
0O 0 0 -1
A= -1 0 0 O
0O 1 0 O

Das charakteristische Polynom von A ist X4 +2X%2+1 = (X2+1)2. Es ist sogar
A2+ 1, die Nullmatrix. Wir nehmen irgendeinen Vektor der Linge 1 in R, Um zu
zeigen, dass es wirklich klappt, nehme ich nicht den ersten Standardbasisvektor
(bei dem viele Rechnungen einfacher wiirden), sondern wéhle betont ungeschickt
etwa

1
by = 5(1 111)".

Dann ist ]
bQ::A-bFE(l 1 —-110",
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Diese zwei Vektoren erzeugen einen zweidimensionalen A-invarianten Untervek-
torraum U von R?. Im orthogonalen Komplement Ut liegen zum Beispiel die
Vektoren
1 1
by == 5(1 —11 —1)7 und by ::A-b3:§(1 1 -1 -1".

Wenn S die Matrix mit den Spalten by, by, b3, by ist, so ist S orthogonal. (Das
ist hier ein Zufall, der am Charakter der speziell gewéhlten Matrix A liegt. Im
Normalfall miissten hier by und by nach E. Schmidt um geeignete Vielfache
von b; und b3 abgedndert und anschliefend normiert werden, um eine ONB zu

erhalten.) Es gilt

0 -1 0 0
e |10 0 0
STAS=14 0 0 1

00 1 0

Das sind zwei Drehkéstchen zum Drehwinkel 7/2 = 90°.

Bemerkung 12.1.18 (fiir Karlsruher LA-Klausuren)

Es sei A € O(n) eine orthogonale Matrix. In einer badischen Universitétsstadt
ist der folgende Trick zur Berechnung der Isometrie-Normalform sehr beliebt. Er
funktioniert aber nur fiir maf§geschneiderte ,, Klausurmatrizen®“ gut!

Wenn D := S7'AS die Isometrienormalform (wie in [12.1.16)) von A ist (mit
S € 0(n)), so gilt

D' =(S7'AS)T =STAT(SHT =571A75S,
wegen der Gestalt der Drehkéstchen ist also die Matrix
SHA+ANHS =D+ D"

eine Diagonalmatrix. Demnach ist A+ AT diagonalisierbar (kein Zufall, wie wir
in 12.2.6 sehen werden), und ihre Eigenwerte stehen mit den Drehkéstchen von
A in folgender Beziehung.

e Dem (eventuellen) Eigenwert 1 von A entspricht der (eventuelle) Eigenwert
2von A+ AT.

e Dem (eventuellen) Eigenwert —1 von A entspricht der (eventuelle) Eigen-
wert —2 von A+ AT,

e Jedes Drehkiistchen D, in D trigt zum Eigenraum Eig(A + AT, 2 cos ¢)
einen zweidimensionalen Summanden bei.

Insbesondere ist der Eigenraum Eig(A + AT,2cos¢) gleich dem Kern von A? —
2(cosp) - A+ I,,.

Manche Leute benutzen gerne diesen Zusammenhang beim Berechnen der Isome-
trienormalform.



12.2. SELBSTADJUNGIERTE ABBILDUNGEN 247
12.2 Selbstadjungierte Abbildungen

Definition 12.2.1 (selbstadjungiert, A*, hermitesche Matrizen)

Es sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt {iber R oder C, und & sei ein
Endomorphismus von V. Dann heifit ® selbstadjungiert, wenn fiir alle v,w € V
die Gleichung

(@(v), w) = (v, B(w))
gilt.

Wenn V' endlichdimensional ist und wir eine Orthonormalbasis B = {by,...,b,}
von V wiéhlen, so ist ® genau dann selbstadjungiert, wenn fiir alle Basisvektoren
b;, b; die Gleichung

(@(bi), bs) = (bi, ®(b;)) = (D(b;), bi)

gilt. Da aber die Matrix mit den Eintrégen (®(b;),b;) genau die Abbildungsma-
trix von ® beziiglich B ist (denn B ist eine Orthonormalbasis, und es gilt die
Fourierformel), sehen wir:

® ist selbstadjungiert <= Dpp(®) = Dpp(P)’.

Wir verwenden in Zukunft fiir eine Matrix A € C™*" die Abkiirzung
A" = AT,

Matrizen mit A = A* heiflen hermitesch, das kennen wir schon aus [11.4.6]

® ist genau dann selbstadjungiert, wenn die Abbildungsmatrix von ® beziiglich
einer (beliebigen) Orthonormalbasis hermitesch ist.

Beispiel 12.2.2 (orthogonale Projektion, zweite Ableitung)

a) Eine orthogonale Projektion (siehe 7 ist selbstadjungiert. Genauer sei
V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt und U ein endlichdimensionaler Untervek-
torraum von V' mit orthogonalem Komplement U+. Wir definieren 7 : V — V
durch

m(u+ut):=u, wel u-ecU™

Dann gilt aber fiir beliebige Vektoren uy,us € U und ui,us € U+ die Gleichung

(m(u1 4 up ), ug + uy) = (u1,up + uz) = (uy, ug)
= (u1 + ug', u2) = (ur + vy, w(uz + uy)).

Dabei benutzen wir mehrfach die Definition von 7 und dass U und U1 zuein-
ander orthogonal sind.
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Da sich jeder Vektor aus V als u+wu' schreiben lisst, ist die Selbstadjungiertheit
von 7 nachgewiesen.

b) Es sei V' der Vektorraum der reellwertigen, unendlich oft differenzierbaren
Funktionen mit beschrinktem Triger auf R. Auf V' gibt es das Skalarprodukt

VigeV: (f.g)= / f(2)g(x)d,

denn in Wirklichkeit integriert man ja nur iiber den Abschluss des Durchschnittes
der Trager von f und g. Die zweite Ableitung f +— f” ist ein Endomorphismus
von V. Nun seien f,g € V beliebig. Wir wihlen Zahlen a < b, sodass der Tréger
von f und von g echt im Intervall [a,b] enthalten ist. Dann gilt nach zweifacher
partieller Integration und weil die Funktionen auerhalb des Intervalls [a, ] Null
sind
(f" 9y =(f.9"),
also ist f — f” selbstadjungiert.

Von dhnlichen Beispielen selbstadjungierter Endomorphismen geeigneter Funk-
tionenrdume wimmelt es nur so in der harmonischen Analysis und in der Spektral-
theorie und -geometrie. Sie werden hoffentlich systematischer in der (linearen)
Funktionalanalysis untersucht.

c) Es sei V = R? der zweidimensionale euklidische Standardvektorraum und
¢ € End(V) selbstadjungiert. Dann ist die Abbildungsmatrix von & beziiglich
der Standardbasis symmetrisch (weil hermitesch und reell):

p=(% %) cre
b ¢ '

Das charakteristische Polynom von & ist
det(XI, — D) = X? — (a + ¢)X + (ac — b?).

Die Nullstellen davon sind

%[(a+c)j:\/(a+c)2—4(ac—b2)] zé[a—i-ci V(@ —c)? +4b?] € R.

Es gibt also einen Eigenvektor v € V von ®. Wir werden gleich zeigen, dass
dann auch ein von 0 verschiedener zu v senkrechter Vektor Eigenvektor ist und
damit eine Basis von V aus Eigenvektoren zu & existiert. Das heifit: & ist
diagonalisierbar.

Hilfssatz 12.2.3 (Eigenwerte sind reell; invariante Komplemente)

Es sei V' ein reeller oder komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt und & €
End(V) selbstadjungiert. Dann gelten die folgenden zwei Aussagen:
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a) Alle Eigenwerte von ® sind reell.

b) Wenn U C 'V ein endlichdimensionaler ® -invarianter Untervektorraum ist,
dann ist auch U+ ® -invariant. Also gibt es ein ® -invariantes Komplement.

Beweis. a) Im Falle eines reellen Vektorraumes ldsst man ohnehin nur reelle Ei-
genwerte zu. Es sei also V' ein C-Vektorraum und A € C ein Eigenwert von .
Zu A wihlen wir uns einen Eigenvektor v € V. Dann gilt

v#0, ®v)=A-w.

Nun benutzen wir die Definition der Selbstadjungiertheit von & fiir v = w. Es
gilt
Av,0) = (w,0) = (@(0), 1) = (0, D(0) = (v, Av) = Ao, v).
Aus (v,v) # 0 folgt A=), also A € R.
b) Es sei ut € U*. Dann gilt fiir alle v € U :

(u, ®(ut)) = (®(u),u’) =0, da ®(u) € U.

Also steht ®(ut) auf jedem Vektor aus U senkrecht und liegt damit in U+. Das
war zu zeigen. O

Folgerung 12.2.4 (Eigenwerte symmetrischer reeller Matrizen)

Es sei A € R™" eine symmetrische Matrixz. Dann zerfdllt das charakteristische
Polynom von A in reelle Linearfaktoren.

Beweis. Wir kénnen die Matrix A ja auch als komplexe Matrix auffassen, die
noch dazu Abbildungsmatrix eines selbstadjungierten Endomorphismus & des
unitdren n-dimensionalen Standardraums beziiglich der Standardbasis ist. Dann
zerfillt CP4(X) = CP4(X) wegen des Fundamentalsatzes der Algebra
in Linearfaktoren. Die Nullstellen dieser Linearfaktoren sind aber genau die Ei-
genwerte von @, und diese sind nach Hilfssatz alle reell. O

Satz 12.2.5 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen)

Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber K = R oder C mit Ska-
larprodukt und ® ein Endomorphismus von V . Dann sind die folgenden beiden
Aussagen dquivalent:

i) ® ist selbstadjungiert.

i1) Es gibt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von ®, und die Eigenwerte
sind alle reell.
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Bewezs.

i)=ii): Wir nehmen zunéchst an, dass ® selbstadjungiert ist. Wenn V' = {0}
gilt, ist nichts zu zeigen. Wir nehmen diesen Fall als Anfang einer vollstdndigen
Induktion.

Sei nun n = dim(V) > 1.

Dann gibt es einen reellen Eigenwert A von ®. Denn entweder ist V' ein C-
Vektorraum und wir benutzen den Fundamentalsatz der Algebra und
12.2.3, oder V ist ein reeller Vektorraum und ¢ wird beziiglich einer Ortho-
normalbasis durch eine symmetrische Matrix beschrieben, dann benutzen wir
Folgerung 12.2.4.

Nun sei b; € V ein Eigenvektor zum Eigenwert A und U := K - b; die von b,
erzeugte Gerade. Dann ist U1 unter ® invariant, und die Einschriinkung ®|; .
ist auch selbstadjungiert, also gibt es eine Orthonormalbasis {bs,...,b,} von
U+, die aus Eigenvektoren besteht, und alle Eigenwerte sind reell. Dann leistet
{b1,...,b,} das Gewiinschte.

ii) =-1): Wenn es eine Orthonormalbasis B aus Eigenvektoren gibt und wenn alle
Eigenwerte reell sind, dann ist die Abbildungsmatrix von ® beziiglich B eine
reelle Diagonalmatrix, also hermitesch, und damit ist ® nach dem Kriterium aus
12.2.1] selbstadjungiert. O

Folgerung 12.2.6 (Matrizensprache)

Wenn A eine reelle symmetrische Matrix ist, dann gibt es eine orthogonale Matrix
S, sodass ST1AS eine Diagonalmatrix ist: A ist ,,orthogonal dhnlich“ zu einer
Diagonalmatrix.

Wenn A eine komplexe hermitesche Matrix ist, dann gibt es eine unitidre Matrix
S, sodass ST'AS eine Diagonalmatrix mit reellen Eintrigen ist: A ist , unitér
dghnlich® zu einer reellen Diagonalmatrix.

Diese Eigenschaften symmetrischer, reeller Matrizen sind fiir viele Anwendungen
wichtig. So ist zum Beispiel die Adjazenzmatrix eines endlichen (ungerichteten)
Graphen eine symmetrische Matrix. IThre Eigenwerte codieren Information iiber
metrische Eigenschaften des Graphen.

Vorsicht: Es gibt komplexe symmetrische Matrizen, die nicht diagonalisierbar
sind. Zum Beispiel gibt es komplexe symmetrische 2 x 2— Matrizen mit Rang 1
und Spur 0 (iiberlegen Sie sich ein Beispiel!). Diese haben Jordan’sche Normal-
form ({ 7). (Wieso?)

10

Folgerung 12.2.7 (Positivitit)

Eine symmetrische Matrix A € R™" ist genau dann positiv definit, wenn alle
thre Figenwerte positiv sind.
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Beweis. Wir wissen schon wegen [12.2.6, dass A reell diagonalisierbar ist. Das
benutzen wir jetzt in beiden Richtungen.

Wenn A positiv definit ist, so miissen wir {iberpriifen, dass alle Eigenwerte von A
positiv sind. Es sei A ein Eigenwert von A, und v € Eig(A, \) ein Eigenvektor.
Dann gilt

O<v'-A-v=X-v" -0,
also A >0, da v -v > 0. (Esist javeER" v#0.)
Wenn umgekehrt alle Eigenwerte von A positiv sind, so gibt es eine orthogonale

Matrix S mit
S71.A. 8= diag(A1, ..., An),

wobei fiir alle 1 < i < n gilt, dass \; > 0. Wir erinnern uns an S~! = ST und

setzen D := diag(v/ A1, ...,V A,). Dann gilt
S1.A.S=D*=D"-D=A=S-D"-D-S"=(DS")"-(DST).

Das zeigt fir v € R*, v #0: v' - A-v = (DSTv)" - (DSTv) > 0, da DST
regulér ist. O

Bemerkung 12.2.8 (hermitesche Matrizen, Signatur)

a) Dasselbe Kriterium gilt auch fiir hermitesche Matrizen: sie sind positiv definit
genau dann, wenn alle Eigenwerte (die ja reelle Zahlen sind) positiv sind.

b) Es sei A eine symmetrische reelle Matrix. Dann nennt man die Anzahl der
negativen Eigenwerte von A auch die Signatur oder den Index von A. Mit dem-
selben Trick wie bei der Riickrichtung des Beweises von Anwendung sieht
man: es gibt eine invertierbare Matrix S, sodass

ST.A-S

eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrdgen in {0,1, —1} ist.

Das ist (wie [10.1.6| nahelegt) eine Aussage iiber eine Bilinearform. Sehen wir uns
das doch néher an!

Satz 12.2.9 (Trigheitssatz von Sylvester)

FEs seien V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und P :V xV — R
eine symmetrische Bilinearform. Dann gelten:

a) V lasst sich zerlegen als V- = Vo@®V, . @®V_, wobei P auf Vy positiv definit, auf
V_ negativ definit und auf Vo konstant gleich 0 ist, und gleichzeitig fiir beliebige
Vektoren v,w in zwei verschiedenen der drei Summanden die ,Orthogonalitits-
beziehung“

P(v,w) =0
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qgilt.

b) Die Dimensionen von V., V_ und Vy hingen nur von P (und nicht vom
Zufall bei der Wahl einer Zerlegung) ab.

Beweis. a) Wir beschreiben P durch eine Fundamentalmatrix F' beziiglich ir-
gendeiner Basis. F' ist symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar, es
gibt also eine orthogonale Matrix S, sodass S™'FS diagonal ist. Das gilt dann
aber auch fiir STAS, und wir haben eine Orthogonalbasis B fiir P gefunden.

Nun sei Vg der von {b € B | P(b,b) = 0} erzeugte Untervektorraum, und analog
V. =({be B| P,b) >0}), V.= ({{be B| P(bb) < 0}). Dann haben wir
eine Zerlegung wie gewiinscht (nachrechnen!).

b) Essei V =Uy® U, dU_ eine weitere Zerlegung von V' mit den Eigenschaften
der Zerlegung von a). Insbesondere ist dann

dim Uy = dim V}

(wie die Rénge von Fundamentalmatrizen beziiglich zweier an die Zerlegungen
angepasster Basen zeigen).

Wiire nun dim U, > dim V., so wére nach der Dimensionsformel der Durch-
schnitt
U.n(Voe Vo)

nichttrivial, es gébe also in U, ein Element u = vy+v_ # 0, und fiir dieses wére
P(u,u) = P(vg,v9) + P(v_,v_) <0

im Gegensatz zur postulierten positiven Definitheit von P auf U,. Es folgt aus
Symmetriegriinden dim U, = dim V., und analog auch dimU_ =dimV_. (O

12.3 Normale Abbildungen

Eine Gemeinsamkeit von linearen Isometrien und selbstadjungierten Abbildungen
ist, dass es eine gute Kontrolle dariiber gibt, wie man im Skalarprodukt

(®(v), w)
das ,, ® auf die andere Seite bringen“ kann. Genauer gilt ja

(B(v), w) = (v, Y(w)), wenn @ bijektive Isometrie ist,
0 (v, ®(w)),  wenn @ selbstadjungiert ist.

Das ist der Schliissel zur Existenz eines invarianten Komplementarraums zu einem
invarianten Unterraum. Nun wendet man die Geschichte neu und erfindet ein
Konzept.
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Definition 12.3.1 Adjungierte Abbildung, Normale Endomorphismen

a) Es seien K =R oder C und V, W zwei K-Vektorrdume mit Skalarprodukten
(-, )v und (-, -)y. Weiter sei & : V — W ein Homomorphismus. Dann gibt es
fiir jedes w € W hochstens ein Element ®*(w) € V', sodass fiir alle v € V' die
Gleichung
<®(U)7 w> = <U’ (I)*(w»

erfiillt ist. Wenn es zwei solche Elemente gébe, miisste ihre Differenz (ein Ele-
ment v € V') ja insbesondere auf sich selbst senkrecht stehen, was der positiven
Definitheit widerspricht.

Wenn fiir jedes w € W solch ein ®*(w) existiert, dann heifit die Abbildung
W —V, wi & (w),
die zu @ adjungierte Abbildung.

b) Wenn in der Situation aus a) die adjungierte Abbildung existiert, dann ist
diese Abbildung linear. Denn fiir alle wi,ws € W, v € V,a € K gilt:

(v, *(awy + wy)) = (P(v), awy + ws)
= (®(v), wy) + (P(v), wa)
= a(v, ®*(wy)) + (v, P*(wy))
= (v, a®"(wy) + ®*(w2)).
Da dies fiir alle v € V' gilt, folgt

D" (qwy + wq) = a®*(wy) + P (w2).

¢) In der Situation aus a) sei V' = W. Dann heiBt ® ein normaler Endomorphis-
mus, wenn die adjungierte Abbildung ®* existiert und folgendes gilt:

Dod" =d" 0.

Beispiel 12.3.2 (Surjektive) Isometrien und selbstadjungierte Abbildungen sind
normal. Im ersten Fall gilt ®* = &=, im zweiten haben wir ®* = ®.

In diesem Abschnitt wird es darum gehen zu zeigen, dass die jeweilige Normalform
ein Spezialfall der Normalform normaler Abbildungen ist, wie sie im Spektralsatz

12.3.8| vorgestellt wird.

Wir verwenden nun die Notation aus Definition [2.2.11

Hilfssatz 12.3.3 (Abbildungsmatrix der adjungierten Abbildung)

Es seien V.W endlichdimensionale K -Vektorrdume mit Skalarprodukt und ® :
V. — W ein Homomorphismus. Dann existiert die adjungierte Abbildung P*.
Wenn B bzw. C Orthonormalbasen von V' bzw. W sind, dann gilt fir die Ab-
bildungsmatrizen:

*

Dpc(®*) = (Dep(®)) "
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Beweis. Es sei W der Homomorphismus von W nach V mit

DBC(\II> = DCB((I))* = DCB((I))T.

Da wir die Abbildung ® mithilfe von Orthonormalbasen beschrieben haben, gilt
firalle veV, weW:

(®(v),w) = (Des

Also ist W ein Homomorphismus, der genau das tut, was die adjungierte Abbil-
dung leisten soll. O

Beispiel 12.3.4 (Dimension 1 und 2)
a) Jeder Endomorphismus des eindimensionalen Standardraums ist normal.

b) Nun betrachten wir Endomorphismen von K?, die durch ihre Abbildungsma-
trix D = (Z 2) beziiglich der Standardbasis gegeben sind. Die Abbildungsmatrix
der adjungierten Abbildung ist also wegen gleich D* = (g S) Wir miissen
zu verstehen versuchen, was die Bedingung D-D* = D*-D bedeutet. Wir rechnen
die Produkte aus und erhalten
a-a+b-b a-c+b-d
(c-a+d-6 c-E+d-E>

a-d+c-¢ b-a+d-c
a-b+c-d b-b+d-d)-

Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn die folgenden Bedingungen gelten:
bl =|c| und c-a+d-b=a-b+c-d.
Die zweite dieser Bedingungen ist
c-(@—d)=b-(a—d).

Nun unterscheiden wir zwei Falle:

U

a—

e Wenn a # d gilt, ist D genau dann normal, wenn ¢ = b -

l

Q|

e Wenn a = d gilt, ist D genau dann normal, wenn |b| = |¢]|.

Es lohnt sich, den reellen Fall noch einmal gesondert zu betrachten. Es gibt die
folgenden zwei Typen von reellen normalen 2 x 2-Matrizen:

(a) G )

Diese Matrizen sind entweder symmetrisch, oder sie sind reelle Vielfache von

Drehkéstchen (aus Beispiel [12.1.4)).
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Beispiel 12.3.5 (noch mehr normale Matrizen)

Eine Blockmatrix M = (64 B) mit quadratischen Matrizen A, D und passenden
0-Matrizen ist genau dann normal (d.h. MM* = M*M ), wenn A und D normal
sind. Denn M* = (64*[)9). Induktiv sehen wir damit, dass eine Blockdiagonalma-
trix, die auf der Diagonalen entweder 1 x 1-Matrizen oder 2 x 2-Matrizen aus

Beispiel [12.3.4] stehen hat, normal ist.

Dass dies der Normalfall der Normalitét ist, sehen wir in Kiirze. Dazu brauchen
wir die Verallgemeinerung der Aussagen [12.1.11] und [12.2.3]

Hilfssatz 12.3.6 (Existenz invarianter Komplemente)

Es sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum mit Skalarprodukt, ® ein nor-
maler Endomorphismus von V , und U <V ein ® -invarianter Untervektorraum.
Dann ist auch U+ unter ® invariant.

Beweis. Wir wihlen eine Orthonormalbasis von U und ergédnzen sie zu einer
Orthonormalbasis B von V. Dann gilt fiir die Abbildungsmatrix von ® beziiglich

dieser Basis: A1
DBB((I)) = (O D) )

wobei A eine quadratische Matrix ist, die die Wirkung von ® auf U beziiglich
der Basis BN U beschreibt. Wir miissen zeigen, dass C' = 0 gilt.

Da B eine Orthonormalbasis ist, bedeutet die Normalitdt von & aber, dass
Dpp(®)(Dpgs(®)” = (Dps(®)) Des(®).
Das schreiben wir jetzt expliziter hin; es muss gelten

AA*+CC* CD*\ [ A*A  AC
pc*  DD* )~ \ C*A D*D+C*C

Insbesondere gilt AA* + CC* = A*A. Das impliziert aber wegen der bekannten
Identitdt Spur(MN) = Spur(NM) fiir zwei Matrizen M, N, deren Produkte
beide ausfithrbar sind, dass Spur(CC*) = 0, denn die Spur ist ja additiv.

Die Diagonaleintriage von C'C* sind gerade die Normquadrate der Zeilen von
C beziiglich des Standard-Skalarproduktes. Das sind alles nicht-negative reelle
Zahlen. Also ist die Spur von C'C* genau dann gleich 0, wenn C' = 0, was damit
bewiesen ist. O

Folgerung 12.3.7 Es sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum mit Ska-
larprodukt, ® ein normaler Endomorphismus von V und U <V ein ® -invari-
anter Untervektorraum. Dann ist die Einschrinkung von ® auf U ein normaler
Endomorphismus von U .
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Beweis. Im Beweis von [12.3.6| haben wir ja (mit der dortigen Notation) gesehen,
dass AA* = A*A. Das ist genau die Behauptung. O

Nun geht es so weiter wie schon in den Abschnitten 12.1 und 12.2.

Satz 12.3.8 (Spektralsatz fiir normale Endomorphismen)

Es sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum mat Skalarprodukt, und & ein
normaler Endomorphismus von V. Dann gult:

a) Im Fall K = C gibt es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von ®.

b) Im Fall K =R ist V die orthogonale Summe von ein- oder zweidimensionalen
¢ -invarianten Untervektorrdumen.

Beweis.
Der Beweis lauft in beiden Fallen induktiv nach der Dimension von V.

Induktionsanfang ist dim(V) = 0 oder 1. In diesem Fall ist die Behauptung klar
(wobei der Nullvektorraum die direkte Summe einer leeren Menge von eindimen-
sionalen Vektorraumen ist. .. ).

Es sei also dim V' > 2.

a) Wenn K = C gilt, so wihle einen Eigenwert A von ® und einen Eigenvektor
v der Linge 1. Dann ist (C-v)* nach ein ®-invariantes Komplement zu
C - v, und wegen lisst sich auf die Einschrinkung von ® auf (C-v)* die
Induktionsvoraussetzung anwenden. Das zeigt die Behauptung.

b) Wenn K = R gilt und ein (reeller) Eigenwert von ® existiert, dann konnen wir
genauso verfahren wie im komplexen Fall. Wenn kein reeller Eigenwert existiert,
dann hat das charakteristische Polynom (vergleichen Sie das Argument mit dem
aus Beweis !) einen quadratischen Faktor X2 —sX +n, und wir wihlen ein
Element v # 0 im Kern von ®? — s® +nldy . Dieses erzeugt zusammen mit ®(v)
einen zweidimensionalen ®-invarianten Untervektorraum U . Nun verwenden wir
die Induktionsannahme fiir U+. O

Folgerung 12.3.9 (Matrizensprache)

a) Fiir jede normale Matrix A € C"*" gibt es eine unitdre Matrix S € U(n),
sodass S71AS eine Diagonalmatrix ist. Die Diagonaleintrige kénnen iibrigens
beliebige komplexe Zahlen sein, es gibt nicht mehr die Einschrénkung , Betrag
gleich 1 wie im Fall der Isometrie oder ,,Eigenwerte sind reell“ wie im selbstad-
jungierten Fall.

b) Fiir jede normale Matrix A € R™*" gibt es eine orthogonale Matrix S € O(n),
sodass ST1AS eine Blockdiagonalmatrix ist, die auf der Diagonalen entweder
reelle Eigenwerte stehen hat oder reelle Matrizen der Gestalt (Z _2) mit b # 0.
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Das sieht man in Beispiel 12.3.4, denn genau diese 2 x 2-Matrizen sind normal
und nicht reell diagonalisierbar.

Beispiel 12.3.10 (Damit hatte ich jetzt nicht gerechnet!)

a) Es gibt fir K € {R,C} kein Skalarprodukt auf K?, beziiglich dessen der
Endomorphismus von K? mit Abbildungsmatrix A = (8 (1)) normal wére. Denn
es gibt zum Kern keinen invarianten Komplementéarraum.
b) Jeder diagonalisierbare Endomorphismus eines komplexen Vektorraumes ist
beziiglich eines geeigneten Skalarproduktes normal. Man wihle hierfiir einfach
eine Basis aus Eigenvektoren und konstruiere das Skalarprodukt so, dass diese

Basis eine Orthonormalbasis ist.
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Kapitel 13

Affine Geometrie

13.1 Affine Riume und Abbildungen

Wir sind in Definition schon iiber den Begriff , affiner Teilraum* gestolpert.
Das ist eine Teilmenge eines Vektorraumes von der Gestalt v+ W, wobei W ein
Untervektorraum ist. Insbesondere ist die Summe eines Vektors aus W und eines
Elements aus v+ W wieder in v+W . Die Abbildung + : W x (v+W) — v+ W
hat einige interessante Eigenschaften:

o VPcuv+W: :0+P =P
e VPev+ W :Vwy,wy € W:wy + (wy+ P) = (w; +ws) + P.

e Fiir alle P,Q € v+ W gibt es genau ein w € W mit w+ P = Q.

Diese Eigenschaften sind hier selbstverstdndlich. Man befreit sich nun von der
starren Situation, dass W und v+ W in einem grofleren Vektorraum liegen, und
definiert in Anlehnung an die obigen Eigenschaften ein neues Konzept.

Definition 13.1.1 (affiner Raum)
Es seien K ein Korper, V ein K -Vektorraum, A eine nichtleere Menge und
T:VxA— A

eine Abbildung. Dann heiit das Tupel (A, V,7) ein affiner Raum mit Translati-
onsvektorraum V und mit Addition 7, wenn folgende Bedingungen gelten:

e VP A:7(0,P)=P.
o VP e A:Vu, v €V :i7(vy,7(v2, P)) = 7((v1 + v2), P).

259
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e Fiir alle P,@Q € A gibt es genau ein v € V mit 7(v, P) = Q.

Fiir diesen eindeutig bestimmten Vektor v aus der dritten Bedingung schreibt
man oft

v=:PQ .
Man sagt, das sei der Vektor, der von P nach Q) weist.

Die ersten zwei Bedingungen sagen in der Terminologie von Kapitel 2.5, dass
die additive Gruppe V auf der Menge A operiert. Die dritte Bedingung nennt
man die einfache Transitivitdt dieser Operation. Dabei heifit transitiv, dass es nur
eine Bahn dieser Gruppenoperation gibt (siehe bei . Der Zusatz ,einfach®
bezieht sich auf das ,,genau“ aus der dritten Bedingung.

Bemerkung 13.1.2 a) Es sei V ein Vektorraum und 7 = + die Addition auf
V. Dann ist (V,V,+) ein affiner Raum. Im Falle V = K™ heifit er der n-
dimensionale affine Standardraum:

A"(K) == (K™, K™, +).

Ich personlich finde das schade. Einleuchtender ist die Variante

T
ArK)={| ... ||z1,...,7, € K} C K"
I‘TL
1
mit Translationsvektorraum
T
Kr={| ... ||z,...,2, € K} C K"
xTL
0

und der Addition aus K",

Der Vorteil dieses Modells ist, dass die Rollen des Translationsraumes und des
affinen Raumes besser getrennt werden konnen, einfach weil es sich um zwei
unterschiedliche Mengen handelt.

b) Nun sei A eine Menge und ® : V' — A eine (hiermit fest gewéhlte) Bijektion.
Dann wird durch

YweV,PeA: 7(v,P):=d(v+d'(P))
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ein affiner Raum (A, V,7) festgelegt (wie man leicht nachrechnet).
c) Umgekehrt sei (A, V,7) ein beliebiger affiner Raum und Py € A ein Element.
Wir betrachten dann die Abbildung

OV —A D) :=171(v,H).

Diese Abbildung ist eine Bijektion wegen der einfachen Transitivitit. Es gilt
wegen der zweiten Bedingung aus Definition [13.1.1

O (vy + va) = 7(vy, P(v2)).
Das heifit, dass das folgende Diagramm kommutiert:

Vxv P yaoa
+ ] 17
V — A

d) In gewisser Weise sagen b) und c), dass ein affiner Raum so etwas ist wie ein
Vektorraum, von dem man sich den Nullpunkt nicht merkt.

Wir werden in Zukunft meistens + als Symbol fiir die Translationsabbildung
anstelle von 7 verwenden. Das passt besser zu der in vielen Lehrbiichern {iblichen
Notation. Aulerdem wird oftmals einfach A (anstelle von (A, V,7)) als affiner
Raum bezeichnet.

Definition 13.1.3 (affiner Teilraum)

Es sei (A,V,+) ein affiner Raum. Eine Teilmenge B C A heifit affiner Teilraum
von A, wenn ein b € B und ein Untervektorraum W < V existieren, sodass

B=W+b={w+b|we W}

Im Falle des affinen Standardraumes stimmt das (zum Gliick!) iiberein mit Defi-
nition Als ,FuBpunkt“ kann man iibrigens statt eines einmal gefundenen
b auch (und zwar wegen b) und ¢)) jedes andere Element von B nehmen.
Es gilt ja fiir by € B :

Jwg €W :bg=wg+b=W4+b=W + by.

Der Durchschnitt zweier affiner Teilrdume B;, By ist entweder leer oder wieder
ein affiner Teilraum. Wenn er ndmlich nicht leer ist, so wéhle ein b im Schnitt.
Es gilt dann offensichtlich (fiir By = Wy +b, By = Wy +b):

BlﬂBQZ(WlmW2)+b,

und Wi N Wy ist ein Untervektorraum des Translationsvektorraumes von A.
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Definition 13.1.4 (Affine Abbildungen, Affinititen)

Es seien A und B zwei affine Rdume mit zugehorigen Translationsvektorrdumen
V und W iiber demselben Kérper K . Weiter sei a € A gewéhlt. Eine Abbildung
® : A — B induziert (bei gewédhltem a!) eine Abbildung ¢ : V. — W wie
folgt:

(v +a) = p(v) + B(a).
Also: ¢(v) € W ist der (eindeutig bestimmte) Translationsvektor, der von ®(a)
nach ®(v+ a) weist.

Die Abbildung ® heifit affine Abbildung, oder auch affiner Homomorphismus,
falls ¢ ein Vektorraumhomomorphismus ist. Eine invertierbare affine Abbildung
heiflt eine Affinitdt.

Die Frage, ob @ affin ist oder nicht, hdngt nicht von der Wahl von a ab. Denn:
wenn ® nach Wahl des Punktes a sich als affin herausstellt und a ein weiterer
Punkt in A ist, so gilt fir v € V :

(v +a) =0+ aa +a) = v+ aa) + P(a)
= ¢(v) + ¢(aa) + ®(a)
— (0 + D(@).
Wir sehen dabei sogar, dass eine andere Wahl des Punktes a nicht einmal die
Abbildung ¢ #ndert, solange diese linear (es langt sogar additiv) ist. ¢ heifit der
lineare Anteil von ®.

Die Umkehrabbildung zu einer Affinitédt ist immer auch eine Affinitdt. Es ist
nimlich ¢ dann auch invertierbar (und ¢! linear), und wir bekommen mit

b:= ®(a) fiir beliebiges w € W :
O N w+b) = H(w)+ D (b).
Wenn & : A — B und ¥ : B — (' affine Abbildungen sind, so ist auch

Vod: A— C eine affine Abbildung. Sind ¢ und ¢ die linearen Anteile von
® und VY, so gilt

Vod(v+a)=V(pw)+ P(a) =19 op()+ ¥od(a).
Insbesondere bilden die Affinitdten ® : A — A von A eine Untergruppe der
symmetrischen Gruppe Sym (A). Sie heifit die affine Gruppe von A und wird mit
Aff(A) notiert.

Beispiel 13.1.5 (Standardraum, affine Gruppe)

Es sei A = A"(K) der n-dimensionale affine Standardraum. Die affinen Abbil-
dungen von A nach A sind genau die Abbildungen der Gestalt

b:A— A Pa):=M-a+t,
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wobei M € K™ und ¢t € K" beliebig sind. Das wird noch schéner in mei-
nem Lieblingsmodell A"( ). Hier sind die affinen Abbildungen gegeben durch
Multiplikation mit (n 4 1) x (n + 1)-Matrizen des Typs

0 1

(5 1) 0-"")

Damit gilt fiir die affine Gruppe

(M t), wobei M € K™", t € K".

Es gilt ja

AR, (K) = AH(K”)N{(M t)|MeGL( ).t e K"}

Diese Untergruppe von GL,;1(K) ldsst den affinen Teilraum A;‘(K ) fest. In
dieser Gruppe liegen zwei interessante Untergruppen.

Die eine ist die Gruppe aller Translationen, K", das ist der Translationsvektor-
raum, der aus der Menge den affinen Raum macht. Diese Gruppe ist der Kern
des Gruppenhomomorphismus

5 Affy(K) — Aut(K™) = GL,(K),

der einer Affinitét ihren linearen Anteil zuordnet. Damit ist die Translationsgrup-
pe eine normale Untergruppe von Aff, (K) (siehe Bemerkung [2.3.9).

Die andere ist die Untergruppe aller Affinitédten, die den FuSpunkt (?), 0 e
K™, auf sich selbst abbilden. Das ist (in unserem Standardmodell) die Gruppe
GL,(K). Diese ist kein Normalteiler von Aff, (K), wenn n > 1. Denn es gilt fiir
jeden Vektor ¢t € K™ und jedes M € GL,(K) :

(5 )08 (5 )-(2)

Hierbei wird in den wenigsten Fiéllen ¢ ausgerechnet im Eigenraum zum Eigen-
wert 1 von M liegen, also steht rechts meistens keine Affinitét, die den Fuipunkt
festlésst.

Diese algebraische Eigenschaft der Untergruppen bringt zum Ausdruck, dass zwar
der lineare Anteil von ® unabhéngig von der Wahl eines Punktes in a ist, der
,» Iranslationsanteil“ aber sehr wohl von der Wahl von a abhéingt. Ein algebrai-
scher Aspekt dieser Tatsache ist, dass die affine Gruppe zwar nicht das direkte
Produkt der linearen und der Translationsgruppe ist, aber immerhin ihr semi-
direktes Produkt — ein Begriff, der hier nicht weiter erklért werden soll, der sich
aber in Biichern iiber Algebra oder Gruppentheorie findet.
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Beispiel 13.1.6 (Dimension)

Es sei A ein affiner Raum mit einem endlichdimensionalen Translationsvektor-
raum V. Dann nennt man die Dimension d von V auch die Dimension von

A.

Wenn {b;,...,bs} eine Basis von V ist, so ist

(in—>Kd, Z)\lblHZ)\zel

ein (ziemlich beliebig ausgewihlter) Isomorphismus von Vektorrdumen.

Wenn F, € A ein beliebiger Punkt ist, so wird durch Fy und ¢ eine Affinitét
d:A— AYK), ®(v+ Py):=pv)+0

definiert. Es ist also jeder affine Raum zu einem affinen Standardraum affin iso-
morph. Auflerdem sind zwei verschiedene Standardrdume nicht zueinander affin
isomorph.

Insgesamt lassen sich viele Fragen hinsichtlich affiner Abbildungen auf Fragen
tiber die affinen Standardrédume zuriickfithren (so wie wir das bei Vektorrdumen
auch gemacht hatten).

Wie beim Studium von (Vektorraum-)Endomorphismen ist auch hier wieder die
Frage nach invarianten Teilrdumen von affinen Abbildungen eines affinen Raumes
in sich selbst interessant.

Definition 13.1.7 (invariante Teilrdume, Fixpunkte)

Es seien A ein affiner Raum und ¢ : A — A eine affine Abbildung. Dann heifit
eine Teilmenge T'C A (®-)invariante Teilmenge, wenn

®T)CT

gilt (siehe[7.2.2). Ist T' gleichzeitig ein affiner Teilraum von A, so heiit 7" auch
ein tnwvarianter Teilraum. Ein Element p € A heifit ein Fixpunkt von ¢, wenn

®(p) = p,
wenn also {p} eine (einelementige) ®-invariante Teilmenge ist.

Es sei
P:A— A D(v+a)=p)+ d(a)

eine affine Abbildung. Wann hat ® einen Fixpunkt? Genau dann, wenn es einen
Vektor v € V' gibt, fiir den

p(v) +®(a) =v+a
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gilt, und das heifft nicht anderes als

—

o(v) —v=%(a)a .

Dies hat genau dann eine eindeutig bestimmte Losung, wenn 1 kein Eigenwert
von ¢ ist. Wenn ¢ (unter anderem) Eigenwert 1 hat, dann gibt es genau dann
—

Losungen der Fixpunktgleichung, wenn ®(a)a im Bild von ¢ — Idy liegt. Die
Menge aller Fixpunkte von & ist in diesem Fall ein affiner Teilraum der Di-
mension dim(A) — Rang(¢ — Idy) = dim(Eig(p,1)). Das ist wieder einmal die
Dimensionsformel.

Die Existenz von Fixpunkten ist besonders interessant. Wenn p € A ein Fixpunkt
ist, gilt ja
(v +p) = ¢(v) +p,

und die Abbildung ® wird ,,im Wesentlichen“ durch ihren linearen Anteil ¢
beschrieben.

Beispiel 13.1.8

Es sei (A,V,+) ein affiner Raum iiber einem Korper K.
a) Fir v € V ist die Abbildung

t:A— A, a—v+a,

eine Affinitat. Sie hat keinen Fixpunkt, wenn v # 0.

b) Wenn & € Aff(A) eine Affinitét endlicher Ordnung e ist, und die Charakteri-
stik von K (siehe|3.1.6)) kein Teiler dieser Ordnung, dann hat ® einen Fixpunkt.

Zum Beweis identifizieren wir A mit dem Lieblingsmodell &”(K ) und beschrei-

ben ® durch eine Matrix
—~ M t
e ().

pi= é : Zlﬁ <(1)> AM(K)

1=0

Dann ist der Vektor

ein Fixpunkt von M und reprasentiert damit einen Fixpunkt von &.

Dieses Beispiel ist von Bedeutung in der Theorie der kristallographischen Grup-
pen.

Die Bedingung an die Charakteristik ist vonnéten, damit die Division durch e in
K legitim ist. Wenn zum Beispiel K = Fy der Korper mit 2 Elementen ist und
A =V =T,, dann ist die Bijektion

Ad>z—ax+1c A
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zwar eine Affinitét, aber ihre Ordnung ist 2 und damit durch 2 teilbar. Tatsachlich
haben wir hier keinen Fixpunkt; wir haben ja jetzt den Fall aus Beispiel a).

Definition 13.1.9 (Affine Basis)

Es sei A ein d-dimensionaler affiner Raum mit Translationsvektorraum V. Eine
affine Basis von A besteht aus der Wahl eines Punktes Py € A und einer Basis
{b1,...,bq} von V.

Wenn (Py;by,...,bg) eine affine Basis von A ist, so gilt
d
A={)_Nbi+ Py |\ € K},
i=1

und die Zuordnung (\;)i<i<a — Zle Aib; + Py ist die Umkehrabbildung zur
Abbildung ® aus Beispiel [13.1.6]

Ein affiner Automorphismus ® von A ldsst sich beziiglich einer affinen Basis
durch ein Paar (M,t) € GL4(K) x K¢ beschreiben. Dabei ist M die Abbil-

dungsmatrix des linearen Anteils von ®, und ¢ ist der Koordinatenvektor des

I M t
Translationsvektors Py®(F,) . Das entspricht der Multiplikation mit ( 0 1 )

im Modellraum @(K).

Wenn (Qo;cq,...,cq) eine weitere affine Basis von A ist, so gibt es genau eine
Affinitét von A, die Py auf Qp und (fiir 1 <i < d) auch b; auf ¢; abbildet. Der
lineare Anteil dieser Affinitat ist der Automorphismus von V, der fir 1 <i <d

—

den Vektor b; auf ¢; abbildet. Der noch fehlende Translationsvektor ist FPy()q .

Wenn eine Affinitét beziiglich einer affinen Basis B von A durch das Paar (M, t)
dargestellt wird, so wird es beziiglich der Basis C' durch das Paar (N, u) darge-

stellt, wobei
N u\ (8 z\" (M t\ (S z
0 1) \0 1 0 1 0 1)’

wenn der Basiswechsel von B zu C durch das Paar (S,z) beschrieben wird.
Scheinbar konkreter heifit die letzte Gleichung iibrigens:

N=S"1t M-S u=85"1 (Mz+t-2).

Definition 13.1.10 (euklidischer Raum)

Wenn A ein affiner Raum mit einem R-Vektorraum V als Translationsvektor-
raum ist, und wenn V sogar euklidisch ist, dann heifit auch A ein euklidischer
Raum. Auf A wird dann eine Metrik definiert durch

d(P.Q) = PQ|.
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Aber Vorsicht: auf A ist kein Skalarprodukt definiert, denn A ist ja kein Vektor-
raum. Was es hingegen gibt, sind Winkel zwischen Geraden, die sich schneiden.
Wenn G := Ruy + Fy, Go := Ruy + Py zwei affine Geraden mit Schnittpunkt Fy
sind, dann ist der Winkel zwischen G; und G5 definiert durch

LG1Gy == Luqvs.

Hierbei muss man wieder ein bisschen aufpassen, denn der Winkel ist nicht voll-
kommen prizise festgelegt. Ersetzt man v; durch —wvy, so geht der Winkel iiber
in m — ZG1G5. Im Allgemeinen muss dies willkiirlich bleiben. In der ebenen
Geometrie kénnte das Dilemma durch Einfiihrung einer ,,Orientierung“ behoben
werden.

Bemerkung 13.1.11 (einfach transitive Gruppenoperation)

Es sei GG eine Gruppe und M eine Menge, auf der G operiert . Wir notieren
die Operation als (g, m) — gm. Wie in gesagt heifit die Operation von
G auf M einfach transitiv, wenn M (nicht leer ist und) nur aus einer G-Bahn
besteht und wenn noch dazu fiir jedes m € M gilt:

Stabg(m) :={g € G | gm = m} = {eg}.

Die durch das erste Gleichheitszeichen definierte Untergruppe von G heifit der
Stabilisator oder auch die Fixgruppe von m unter der gegebenen Operation von
G. Wir wihlen nun ein beliebiges my € M aus. Dann ist die Operation einfach
transitiv, wenn die Abbildung

®:G— M,g— gmy,

eine Bijektion ist. Das ist dasselbe Argument wie in Beispiel [13.1.2| ¢) im Falle
eines affinen Raumes. Es gilt auch hier:

Vg, h € G : ®(gh) = gP(h).

Die Gruppenmultiplikation auf G macht aus G offensichtlich eine Menge mit
einfach transitiver Operation von G. Die Abbildung ® identifiziert M mit G
und respektiert dabei die G-Operationen auf beiden Mengen. Man sagt auch,
® sei ein Isomorphismus der G-Mengen G und M. Also gilt dhnlich wie im
Falle affiner Rdume, dass es bis auf Isomorphie nur eine Menge gibt, auf der G
einfach transitiv operiert. Es gibt aber keine natiirliche Mdéglichkeit, zwei solche
Mengen miteinander zu identifizieren. Man muss dazu immer einen Punkt aus
jeder Menge wahlen und dabei vor allen anderen auszeichnen.

Vielleicht ist es nicht ganz unangebracht, hier noch ein Beispiel fiir diese Situation
anzugeben, das eng mit der linearen Algebra verkniipft ist.
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Dazu seien V' und W zwei zueinander isomorphe Vektorrdume iiber dem Kérper
K, meinetwegen V = K? und W = {ao + &1 X + a2 X? | ¢; € K} C K[X]. Wir
betrachten die Menge

M := {® € Homg(V, W) | ® bijektiv}

aller Isomorphismen von V' nach W. Weiter sei G := Aut(W¥). Dann operiert G
auf M durch
Gx M3 (U,d)— Vod e M.

Fiir zwei Isomorphismen &, ®, € M gilt
Py = (Pyo0®; ") o ®y, und D0 d;" € G.
Also operiert G auf M transitiv. Aulerdem gilt fir ¥ € G, P € M :
Vod=0¢ «<— VU =Idy.

Damit ist die Operation sogar einfach transitiv.

Es gibt aber keine natiirliche Wahl einer G -vertréglichen Bijektion zwischen G
und M. Sie hdngt ab von der Wahl eines Elementes in M, wenn man stillschwei-
gend das (ja nun wirklich ausgezeichnete) neutrale Element in G als Pendant
verwendet.

Deswegen ist es gut, wenn man zwischen G und einer Menge mit einfach transi-
tiver GG-Operation unterscheidet.

13.2 Quadriken

Bemerkung 13.2.1 (affine Teilriume - alternative Sichtweise)

Die affinen Rdume und ihre Teilrdume haben wir jetzt gut verstanden. Nun su-
chen wir neue Herausforderungen, und um eine sinnvolle neue Frage aufzustellen
suchen wir zunéchst nach einer etwas anderen Moglichkeit, affine Teilrdume zu
charakterisieren. Dazu bleiben wir im Standardraum A"(K), fir andere affine
R&ume miisste man immer einen Fuffpunkt wéhlen, um analoge Beobachtungen
zu machen. Im Standardraum ist dieser FuBBpunkt der Nullvektor, im Lieblings-
raum A"(K) ist es der Vektor (*),0, € K™

Eine nichtleere Teilmenge A von K" ist genau dann ein affiner Teilraum der
Dimension d, wenn es n — d linear unabhéngige Linearformen \y,... A\, 4 €
(K™)* und Elemente ay,...,a, 4 € K gibt, sodass

A={ve K" |Vie{l,...,n—d}: \i(v) = a;}.
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Speziell wird ein affiner Teilraum der Dimension n — 1 durch eine Gleichung
A:{UEKn ’ 11U1+l21)2+"'+ln?]n:&}
gegeben, wobei die [y,...,l, € K fest gewédhlt und nicht alle 0 sind, und auch

a € K fest gewdhlt ist.

Nun wollen wir wie gesagt vom Fall der affinen Teilrdume weg und lassen in der
néchsten Generation auch quadratische Terme in so einer Gleichung zu.

Vielleicht sollte man hier schon einmal anmerken, dass bereits der Fall von Termen
dritter Potenz viel schwieriger zu behandeln ist. Eine befriedigende Klassifikation
wie fiir Quadriken gibt es hier nicht mehr (oder noch nicht?)!

Definition 13.2.2 (Quadrik)

Es seien K ein Koérper und n € N. Eine Quadrik tm K" ist eine Teilmenge
@ C K™ der Form
Q:={ve K"|F(v)=0}

wobei F' € K[X1,...,X,] ein Polynom der Gestalt
F = Zainin + Z bzXZ +c
i<j i
ist. Dabei sind die Koeffizienten a;;,b;,c € K, und nicht alle a;; sind 0.

Streng genommen — und das wird gleich noch relevant fiir uns — merkt man sich
nicht nur die Menge @, sondern auch das Polynom F' bei der Quadrik.

Beispiel 13.2.3 (Kreise, Hyperbeln, Parabeln)

a) Affine Teilrdume des K™ sind in gewisser Weise Entartungsfille von Quadri-
ken, wenn néamlich eine lineare Gleichung A(z) — a = 0 quadriert wird.

b) Es sei m = (;8) € R2,r € R positiv. Dann ist

(mr) = (1) € B | @ = a4 (- o =17}

eine Quadrik, gegeben durch die Gleichung

|
F(z,y) == 2" +y* — 2(xox + yoy) + 25 + yg — r> = 0.

Dies ist der Kreis mit Radius r um den Mittelpunkt m.
Wenn @ : R? — R? die Affinitdt ®(v) := rv + m ist, dann gilt offensichtlich

K(m,r) = ®(K(0,1)).
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Alle Kreise gehen aus K(0,1) durch Affinitéten hervor.

Vorsicht: nicht jede Affinitdt muss aus K(0,1) wieder einen Kreis machen; es
kann auch eine Ellipse daraus werden, was wir noch detaillierter untersuchen
werden.

c¢) Die Menge
H::{(x) € K?|rxy=1}
Y
heifit die (Standard)-Hyperbel im K?. Auch hier konnte man direkt eine grofere

Famile von Quadriken definieren, deren Elemente dann Hyperbeln hieflen.
d) Die Menge

p::{(i) e K2 |y—a2? =0}

heifit die (Standard-)Parabel im K2

Bemerkung 13.2.4 (Matrizenform und Basiswechsel)

a) Es sei
F = Zainin + Z bzXz +c

i<j i
ein quadratisches Polynom, das die Quadrik ) im K™ definiert. Dann fassen

wir die a;; zu einer Matrix A € K™*" zusammen, und die b; zu einem Vektor
b€ K™. Dann gilt fir z € K™ :

Flz)=z"Az+b'z +c

Wir wollen in Zukunft die quadratischen Polynome immer so schreiben.

Wenn dabei die Charakteristik von K nicht 2 ist, so diirfen wir hierbei die Matrix
A ersetzen durch die symmetrische Matrix 3(A + A"), denn wir haben

v Ar = (2T Ax) " = 2T AT

(Vel.[7.4.10f A=A+ AT)+3(A—-A")))
Abmachung: Wir werden ab jetzt nur den Fall char(K) # 2 behandeln und
voraussetzen, dass A symmetrisch ist.

b) Wenn eine Affinitit ®(x) = Mx +t auf dem K™ gegeben ist (mit M €
GL(n,K) und t € K™), dann gilt

F(®(z)) =Mz +t)TAMz+t)+b"(Mz +1t) + ¢
=z (MTAM)z + (MT((A+AT)t+b)) T+t At+bTt+c
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Wir erhalten also ein neues quadratisches Polynom

F(z):=2"Az+b 2z +¢,
wobei hier wegen der (eben abgemachten) Symmetrie von A gilt:
A=MTAM, b= MT(2At+1b), ¢=F(t).

¢) Wir haben damit eine Formel erhalten, um eine Quadrik beziiglich verschie-
dener affiner Basen zu beschreiben, und es liegt die Frage auf der Hand, ob es
hier eine Méglichkeit gibt, Quadriken durch eine ,, moglichst einfache® Gleichung
zu beschreiben. Wir stellen erst einmal fest, dass A aus A durch denselben Typ
von Basiswechsel hervorgeht, wie wir das bei Paarungen beobachtet hatten (siehe
. b entsteht aus M b durch Llineare Storung® um den Term 2M T At, und
der ,konstante Term® ¢ ist der Wert von F' beim FuBlpunkt ¢ der durch ® aus
der affinen Standardbasis entstehenden affinen Basis (¢; Spalten von M ).

Definition 13.2.5 (Aquivalenz von Quadriken)

a) Es seien F(X) = XTAX+b"X+cund F(X) = XTAX +b" X +¢ zwei qua-
dratische Polynome in den Unbestimmten Xi,..., X, (die wir im Spaltenvektor
X € K[Xy,...,X,]" zusammenfassen). Dann heien F und F dquivalent, wenn
es eine Affinitdt ®(X) = MX +t auf dem A"(K) und eine Einheit e € K*
gibt, sodass B

F(X)=e-F(MX +1)

gilt. Das bedeutet nach dem Vorhergehenden einfach, dass sich Z,g und ¢ (bis
auf den gemeinsamen Faktor e) aus A,b,c¢ wie in [13.2.4] berechnen lassen. Der
Faktor e &ndert natiirlich die Nullstellenmenge des Polynoms nicht.

b) Eine (durch F' gegebene) Quadrik ist eine Mittelpunktsquadrik, wenn es ein
zu F' &quivalentes Polynom F gibt, fiir das b =0 gilt. Nach ist das
gleichbedeutend damit, dass b im Bild von 2A liegt (denn dann kann man als
t ein Urbild von —b unter 2A wéhlen), und in Charakteristik # 2 heifit das: b
liegt im Bild von A.

Bemerkung 13.2.6 Anstelle der hier verwendeten Aquivalenz der Polynome
kénnte man natiirlich auch fordern, dass die Nullstellenmenge von F' durch die
Affinitdt mit der Nullstellenmenge von F' identifiziert wird. Dies fithrt zu einer
anderen Klassifikation der Quadriken, denn die Polynome lassen sich im Allgemei-
nen nicht (auch nicht bis auf einen von Null verschiedenen Vorfaktor) aus ihren
Nullstellenmengen rekonstruieren. Zum Beispiel sind die reellen Punktmengen

{(5) €R?*|2*+1=0} und {(i) ER* |22+ +1=0}
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beide leer, aber die definierenden Polynome sind nicht dquivalent. Im zweiten Fall
ist ja der quadratische Summand regulér, im ersten nicht.

Wenn man hingegen die Teilmengen von C? ansieht, die durch dieselben Bedin-
gungen gegeben werden, so sind diese beide nicht leer und lassen sich auch nicht
durch eine Affinitdt ineinander iiberfithren. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, die
Polynome an die erste Stelle zu riicken, und nicht die Punktmengen.

Mehr dazu lernt man in der algebraischen Geometrie.

Beispiel 13.2.7 (regulirer quadratischer Anteil)

a) Wenn der quadratische Anteil A der Quadrik @ regulér ist (also vollen Rang
hat), dann ist die Quadrik immer eine Mittelpunktsquadrik. Sie ist dann nach
geeignetem Basiswechsel immer von der Form z" Az + ¢ = 0. Bei der weiteren
Suche nach dquivalenten Quadriken sollte man nur noch rein lineare Basiswechsel
benutzen, da ein Translationsterm ¢ # 0 immer die Mittelpunktsform kaputtma-
chen wiirde.

Der Name Mittelpunktsquadrik bringt zum Ausdruck, dass (nach geeigneter Wahl
einer affinen Basis) z € Q <— —z € Q.

b) Die Parabel aus |13.2.3|ist gegeben durch

=(o0)=(4)

Das ist also keine Mittelpunktsquadrik (wie man auch ,sieht).

Kreise, Hyperbeln und Ellipsen sind Mittelpunktsquadriken.

Bemerkung 13.2.8 (das andere Standardmodell)

Der Begriff der Quadrik ist ein affiner Begriff. In [13.1.2] hatte ich das Modell
A™(K) fiir den affinen Standardraum propagiert. Wie sieht eine Quadrik hier
aus?

Essei F(X) =X TAX +b" X +c wie gehabt, mit symmetrischer Matrix A. Wir
setzen b := % - b und definieren eine neue Matrix

A A b
A= - c K(n+1)><(n+1)'

Dann ist die durch F' definierte Quadrik gleich der Menge
Q:{xeKﬂ(;ﬂu)A(f) = 0}.

Damit erhalten wir neben dem Rang von A eine weitere Invariante zur Beschrei-
bung der Aquivalenzklasse der Quadrik: den Rang von A.
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A

Stets gilt Rang(A) < Rang(A4) < Rang(A) + 2.

Wir schreiben p(F) := Rang(A), p(F') := Rang(A). Die Invarianz heifit hier, dass
weder p noch p sich beim Ubergang zu einem dquivalenten Polynom &ndern.

Folgerung 13.2.9 (komplexe Klassifikation)

Die Aquivalenzklassen der Quadriken auf dem komplex affinen Raum A™(C) sind
durch die zwei Invarianten p und p eindeutig festgelegt.

Beweis. Wegen lésst sich die Matrix A nach Basiswahl durch eine Diago-
nalmatrix ersetzen. Die von 0 verschiedenen Diagonaleintrége hierbei diirfen noch
um quadratische Faktoren abgeéndert werden. Da in C jede Zahl ein Quadrat
ist (siehe , diirfen wir ohne Einschrinkung

(1, 0
= (50)
setzen, wobei [, die Einheitsmatrix von Rang p ist.

Wenn jetzt die Quadrik eine Mittelpunktsquadrik ist, dann ist A von der Form

. (A0
=(50)

und h.ierbei darf ein von 0 verschiedenes ¢ durch 1 ersetzt werden. Das liefert
zwei Aquivalenzklassen von Mittelpunktsquadriken, und wir haben p = p oder
p=p+1.

Wenn die Quadrik keine Mittelpunktsquadrik ist, dann kénnen wir den konstan-

ten Term zu 0 machen (geeignete Translation; ein Mittelpunkt muss ja nicht
berticksichtigt werden) und wéhlen den p + 1-ten Koordinatenvektor so, dass

(I, 0 0
A= 0 0 €1 s
0 e O

wobei e; der erste Standardbasisvektor in C"~* ist. Hier ist p = p + 2.

Bei festem p werden diese drei Félle durch p unterschieden, und sonst treten
keine Félle auf. Im Falle p = n kommt auch der dritte Fall selbst nicht vor. (O

Im reellen Fall kommen zu den beiden Invarianten noch die Signatur der symme-
trischen Matrix A hinzu. Diese haben wir in [12.2.8 kennen gelernt.

Satz 13.2.10 (reelle Quadriken)

Die Quadriken im reell-affinen Raum A™(R) werden durch die Invarianten p, p
und durch die Signatur von A klassifiziert. Genauer gilt das Folgende.

Jede Quadrik Q@ im R™ ist dquivalent zu einer der folgenden Quadriken:
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o > P, lerl.CE =0, falls p=1p
ozplx —Zszx 1=0, falls p=p+1
o YV ai =3 L ai 22,0 =0, falls p=p+2

Es ist hier etwas aufwendiger zu sagen, wann zwei solche Quadriken gleich sind.
Im ersten und dritten Fall dirfen die Rollen von p und p—p vertauscht werden;
das entspricht der Multiplikation von F mit der Zahl —1. Im zweiten Fall geht
das nur, wenn p = 5.

Beweis. Der Beweis geht genauso wie der der komplexen Klassifikation, nur
miissen wir jetzt aufpassen, denn nur positive Zahlen sind in R Quadrate. Daher
erhalten wir verschiedene Vorzeichen im quadratischen Anteil.

Dass es keine weiteren Identifikationen gibt als die beschriebenen, folgt aus dem
Trigheitssatz von Sylvester, der in [12.2.9| gesehen wurde. O

Beispiel 13.2.11 (der Zoo der rdumlichen Quadriken)

In Dimension 3 erhalten wir die folgenden Typen von reellen Quadriken mit
p="4:

o 72+ 9%+ 22 =1 (Ellipsoid)

o 12+ 9% — 2?2 =1 (einschaliges Hyperboloid)
o 12 —y? — 2% =1 (zweischaliges Hyperboloid)
o — 1% —y?—22=1 (leere Menge!)

o 22+ y?+ 2 =0 (elliptisches Paraboloid)

e 2> —y?>+ 2 =0 (hyperbolisches Paraboloid)

Das Ellipsoid wiirden viele von Thnen wahrscheinlich lieber Sphére (oder gar Ku-
geloberfliche) nennen. Dabei verliert man aus den Augen, dass ja affine Koordi-
natenwechsel gemacht wurden, die metrische Verhéltnisse nicht beriicksichtigen.

Das zweischalige Hyperboloid hat die zwei Komponenten z > 1 und = < —1.
Da diese gar nicht miteinander verbunden sind, darf man sich fiir geometrische
Zwecke auf eine von beiden Komponenten beschrinken. Diese ist dann ein netter
Ausgangspunkt fiir die ebene hyperbolische Geometrie, die ein Pendant zur eukli-
dischen Ebene darstellt. Sie wird studiert in der Differentialgeometrie, und hat
grofle Bedeutung in der Theorie der Riemannschen Flichen und (komplex) alge-
braischen Kurven. Auf dem Umweg iiber Modulformen hélt sie dann wiederum
Einzug in die Zahlentheorie.
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Beim hyperbolischen Paraboloid lohnt es sich vielleicht, s =2z —y und t = x+y
als neue Koordinaten einzufithren. Dann ist die definierende Gleichung

st =z,

und man sieht die Hyperbeln besser. Diese Hyperbeln ,entarten” fiir z = 0 zu
einer Geradenkreuzung.

Bemerkung 13.2.12 (euklidische Typen)

Nun betrachten wir Quadriken in einem euklidischen affinen Raum und wollen nur
affine Isometrien als Transformationen zulassen. Jede reelle symmetrische Matrix
lasst sich mithilfe eines orthogonalen Basiswechsels diagonalisieren (siehe [12.2.6)).
Da fiir orthogonale Matrizen M € O(n) stets nach Definition M1 = M " gilt,
fallen hier (zufilligerweise!) die Basiswechsel der quadratischen Form x" Az und
des durch A gegebenen Endomorphismus x +— Az mit der Basiswechselmatrix
M zusammen. Wir konnen den Spektralsatz benutzen und eine Orthonormalbasis
von R"™ wihlen, die gleichzeitig orthogonal fiir die in der Quadrik benutzte qua-
dratische Form ist. Nur diirfen wir hier nicht mehr die Diagonalelemente durch
ihren Betrag teilen, da dies nicht mehr durch eine Isometrie gemacht werden
konnte.

Wir erhalten etwas allgemeiner als im letzten Satz die Typen

p 0
Z )\ixl = 1
=1 I‘p+1
mit A,..., A, # 0 und verzichten auf eine allgemeine Typisierung.

Bemerkung 13.2.13 (ein ,,Modulraum*)

Im euklidischen Standardraum ist eine Ellipse eine Quadrik, deren affine Normal-
form die folgende ist:

E:={(ry) eR*|2* +y* =1}.
Die euklidische Normalform ist also von der Gestalt
E:={(zy) e R*| \a® + uy® =1}, \, > 0 gecignet.

Da wir notfalls die z- und die y-Achse vertauschen diirfen, kénnen wir uns auf
den Fall 0 < A < p beschrianken. Fiir zwei verschiedene Wahlen dieser Parameter
sind die Ellipsen nicht kongruent (gehen also nicht durch eine euklidische Isome-
trie ineinander iiber): die Gesamtheit aller Kongruenzklassen von Ellipsen wird
bijektiv durch die Menge

M:={\p)|0<X<u}
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parametrisiert. Diese Menge nennen wir den Modulraum der euklidischen Ellipsen.

Fiir eine typische Ellipse £ hat die Isometriegruppe Iso(E) vier Elemente (Iden-
titdt, Drehung um 180° und zwei Geradenspiegelungen). Dies #ndert sich am
Rande

OM ={(Ap) [[0=A<p]V[X=pl}

des Modulraums M. Auf der einen Seite haben wir den Fall A = 0, der fiir u =0
die leere Menge als , Ellipse® liefert und fiir ;1 > 0 ein Paar paralleler Geraden
(y = £1/\/i). Auf der anderen Seite erhalten wir fiir 4 = A Kreise. Beide
Entartungsfille haben eine andere Isometriegruppe als die eben beschriebene.

Als dritten Entartungsfall sollte man noch den Fall ,u = oo“ zulassen, der
geometrisch dem Fall entspricht, dass die kiirzere der beiden Ellipsenachsen zu
einem Punkt degeneriert. Hier erhalten wir eine Strecke als entartete Ellipse, ihre
[sometriegruppe hat nur zwei Elemente.

Modulrdume von Klassen geometrischer Objekte sind in der heutigen Geome-
trie von iibergeordneter Wichtigkeit. Sie liefern zum Einen Information iiber die
untersuchten Objekte und sind zum Anderen selbst interessante geometrische
Objekte, fiir deren Geometrie ihre Rolle als Modulraum entscheidend ist.

Bemerkung 13.2.14 (beliebiger Grundkérper)

Wenn K ein beliebiger Grundkorper mit Charakteristik ## 2 ist, dann sieht eine
erste Klassifikation der Quadriken genauso aus wie im euklidischen Fall. Hier wer-
den allerdings noch viele Isomorphieklassen von Quadriken mehrfach aufgefiihrt.
Die Frage nach der endgiiltigen Klassifikation der quadratischen Formen ist eine
oftmals interessante Frage nach arithmetischen Eigenschaften des Korpers K,
und gerade im Fall K = Q gibt es schon lange eine sehr schéne und vollstandi-
ge Theorie zur Klassifikation quadratischer Formen. Auch endliche Kérper sind

sehr gut studiert; sie fithren zu einer dhnlich einfachen Liste wie die komplexen
Zahlen.

Es hat sich iibrigens als hilfreich herausgestellt, solche Klassifikationsfragen wie
die hier gestellte erst einmal iiber algebraisch abgeschlossenen Kérpern L zu dis-
kutieren (hier sind die Ergebnisse oft sehr befriedigend) und im Nachhinein zu
versuchen, sie auf Teilkorper K C L  herunter zu kochen“. Dann gelangt man
wieder zur Frage nach ,, K-Formen* von Objekten, die man zunéchst iiber L
kennt, so wie das bei den Algebren am Ende von Kapitel 10 schon kurz angespro-
chen wurde.
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Lineare Fortsetzung [6.1.2] Orthogonalraum [I1.3.1

Lineare Hiille Orthogonalsystem [11.2.1
Lineare Isometrie 12.1.3] Orthonormalbasis [10.1.9]
Lineares Gleichungssystem Orthonormalsystem [11.2.1
Lineare Unabhéngigkeit Paarung [10.1.1]

Linearform [6.2.1] Parabel Kreise
Linearkombination [5.1.8] Polarisierungsformel

Lot I1.3.71 Polynom [3.3.1

LotfuSpunkte positiv definit [T1.1.2] [11.2.10] [11.4.2]
Michtigkeit Potenzen B.3.7]

Matrix [4.1.4] Potenzmenge [1.2]
Matrizenprodukt Quadrik

Menge Quaternionenalgebra
Metrik [I1.1.5] Quotientenkorper
metrischer Raum [11.1.7] Quotientenmenge [I.4.10]
Minimalpolynom [7.4.5 Rang [4.3.], [4.4.3][5.5.11]
—1-Trick rationale Funktionen [8.3.7]
Mittelpunktsquadrik Realteil B.2.0]

Modul 10.4.3] Reflexivitét

modulo Regel von Sarrus [8.2.3
Modulraum [13.2.13 regulire Matrix [£.2.]]
multilinear 10.2.1] Relation [L4.1]

Nebenklasse [5.5.1] Restklassenring [3.1.2

Negation Restriktion [L3.11]

neutrales Element 2.1.3] Ring

nicht ausgeartet Ringhomomorphismus [3.1.5
nilpotent Satz des PythagoradI1.1.9]
Norm [1T.1.5, I1.1.7[11.4.5] Satz von Cayley

normaler Endomorphismus [12.3.1 Satz von Cayley-Hamilton
Normalteiler 2.3.9] Satz von Lagrange [2.2.11
normierter Vektorraum [I1.1.7] Schiefkorper

Nullmatrix A£.1.9] selbstadjungiert
nullteilerfrei [3.3.6] semidirektes Produkt [13.1.5]
Oktaedergruppe [12.1.2 Sesquilinearitat
Ordnung Signatur [12.2.8

orthogonal Signum 2.4.5]

Orthogonalbasis skalare Multiplikation [5.1.1
orthogonale Gruppe [1 Skalarprodukt
orthogonale Matrix [I Spaghetti-Modell
orthogonale Polynome Spektralsatz

orthogonale Projektion 11 3 4 Spektrum
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Spiegelung Verschwindungsideal

Spur [7.1.3] Vertauschungsmatrizen [£.2.6
Stabilisator [3.1.11] vollsténdige Induktion [1.2.4
Standardskalarprodukt [I1.1.1], Wertebereichl.3.]

Strecke Widerspruchsbeweis [1.1
Strukturkonstanten [10.4.6] Winkel 11.1.8]

Summe von Untervektorrdumen [5.1.11] Zentrum (eines Ringes) [3.3.

surjektiv Zykel 2.4.7]

Symmetrie zyklisch

symmetrische Gruppe zyklischer Untervektorraum

symmetrische Paarung [10.1.9
Teiler [3.3.919.1.1

teilerfremd [9.1.1]

Teilmenge [1.2.1

Teilring |3.1.1

Tensorprodukt

total geordnet

Triager [5.1.§]

Trigheitssatz von Sylvester|12.2.9][13.2.10]
transitiv [[3.1.1]

Transitivitit

Translation 12.1.2]
Translationsvektorraum [13.1.1]
Transponierte Matrix
Transposition [2.4.1

Treppenform

triviale Gruppe

Tupel [2.2
Umkehrabbildung [1.3.9

unitdre Gruppe

unitdre Matrizen [11.4.7

unitiarer Raum

unitarer Standardraum [11.4.3
universelle Abbildungseigenschaft
Unteralgebra |10.4.3

Untergruppe
Untervektorraum [5.1.4]

Urbild 3.5

Vektorraum [5.1.1]
Vektorraumhomomorphismus [5.2.1
Vektorraumkomplement
Vereinigung |1.2.2

Verkniipfung
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