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Ein einfiihrendes Beispiel

Ziel der hier behandelten Homologie ist es, einem topologischen Raum mithilfe eines
geeignet definierten Kettenkomplexes eine Folge von (Homologie-) Gruppen zuzuordnen

und ihn auf diese Weise zu charakterisieren.

Grobe Konstruktionsidee

1) Gegeben ein topologischer Raum X. Hier: Torus.
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2) Zerlege X in Simplizes und definiere geeignete Abbildungen von den Standard-
Simplizes A* auf diese



3) Definiere freie abelsche Gruppen iiber diesen Abbildungen bzw. deren Bildern
als Basis

AkX:{O} fiir k > 2

(X)
Ay (X)=F({or,ov}) =F({L,U})
Ay (X)=F{oa,0p,0:.}) =F({a,b,c})
Ao (X) =F({oy}) =F({r})

4) Definiere sog. Randhomomorphismen 9,, : A, (X) — A,_1(X). Fiir den hier
betrachteten Torus gilt zum Beispiel:

h(L)=a—c+bd
Oi(a) =y—7=0

Es folgt:

cs Aa(X) 2 A (X)) 2 AX) 20

ist ein Kettenkomplex und heifit A-Komplex zu X.

5) Definiere Homologiegruppen: H2 = Kern 8,,/ Bild 9,1

1 Simpliziale Homologie

Definition 1.1 1) Ein n-Simplex ist die abgeschlossene, konvexe Hiille von n + 1
Punkten vy, ...,v, € R™ (m > n), wobei v — 1p,...v, — I linear unabhéingig
sind. Der Simplex wird mit dem Symbol [y, ..., ] bezeichnet.



A" = {(to,...,tn) € R”+1|Ziti =1 und ¢; > 0 fiir alle @} =le1,...,ent1]

heifit Standard-n-Simplex.

3) Die Ecken eines Simplex seien entsprechend Threr Indizierung geordnet; die Kan-
ten jeweils von der kleineren zur grofleren Ecke gerichtet.

4) Ein n-Simplex [vy, ..., V] wird von (n — 1)-Simplizes begrenzt, ndmlich [2y, . .., vy],
.+y [Y0y -+, Dn]. Diese heiflen Facetten des Simplex. Das Zeichen " zeige dabei
die Auslassung der Ecke an. Die Ordnung der Ecken in einem Unter-Simplex
entspricht der Ordnung im Ober-Simplex.

Bemerkung 1.2 Sei S := |1y, ..., V,] ein beliebiger n-Simplex. A™ — S : (to, ..., t,) —
Yoo tivi ist der kanonische, ordnungserhaltene, lineare Homdomorphismus.

Definition 1.3 Ein A-Komplex auf einem Raum X ist ein System von stetigen
Abbildungen o, : A™ — X, n = n(«) mit:

1) Die Einschrinkung Ta|An ist injektiv; alle Punkte von X sind Bild von genau
einer solchen Einschrénkung.

2) Sei ¢ eine Facette von A™. Dann gilt: Fiir alle 0, : A" — X exisitiert og :
A"l — X mit Oals = 0g, wobei § mit A" 1 auf kanonische Weise identifiziert
wird.

3) AC X offen & o,1(A) C A" offen fiir alle o,

Bemerkung 1.4 Im Folgenden gelte folgende Bezeichnung: e := o4 (A") C X. 04
heifit die charakteristische Abbildung zu e}}.

Definition 1.5 1) A,(X) sei die freie abelsche Gruppe iiber die n-dimensionalen
Simplizes e,

2) 0 € Ap(X) heit n-Kette; 6 = > kaelh = >, kaoo (formale Summe) mit
ko €7

3) Op : Ap(X) = Ap_1(X) mit 9n(00) == 3 (—1)' Oapo,..5r...n heiBt Rand-
homomorphismus

Lemma 1.6 1) Die Verkniipfung A, (X) On, An_1(X) Be1, A,_o(X) ist Null.

2) - — Ap(X) D2, A (X) LN Ap(X) %, 0 ist ein Kettenkomplex.



Beweis 1)
anflan(a) = Z (_]—)’L (_]—)j 0—\[uo,...,ﬁj,...,1771,...,1/”]
j<i

+ Z (-1)' (-1’ O\[W0rwesPgreesDiyeesn]

Jj>i

2) folgt aus 1). L]

Definition 1.7 1) H2(X) := Kernd,,/Bild 0,41 heifit n-te simpliziale Homo-
logiegruppe von X

2) z € Kern 0, heiit Zyklus
3) x € Bild 9,,41 heifit Rand

2 Singuldre Homologie

Definition 2.1 1) o : A" — X, o stetig, heifit singulirer n-Simplex. Beachte:
Bild o ist nicht notwendigerweise ein Simplex.

2) C,(X) sei die freie abelsche Gruppe iiber alle singuléren n-Simplizes von X.

) C

3) On : Cr(X) — Cp—1(X) sei analog zu Definition 1.5 definiert.

4) Das System 1) — 3) heifit der singulire Komplex S(X).
) H

5) H,(X) := Kern 9,/ Bild 9,41 heifit n-te singulire Homologiegruppe

Proposition 2.2 X zerfalle in die Zusammenhangskomponenten X;, ¢ € IN. Dann:

Hy(X) =@, Ho(X).

Beweis Bildo, zsh. = C\,(X) = @, Cr(X;). 0, respektiert die direkte Summe, d.h.
O 1 Cn(X;) = Cpr_1(X;) = Kern 9,, und Bild 8,41 zerfallen analog = Beh. [

Proposition 2.3 Falls X nicht leer und pfadzusammenhéngend ist, gilt Ho(X) = Z.
D.h. fiir beliebiges X gilt: Ho(X) = @lzsh‘,komp. von x| Z

Beweis Sei e : Co(X) = Z mit Y. kaoa — >, ka. X # 0 = ¢ surj. Beh.: Kerne =
Bild 9.

Wegen
= CL(X) 25 Co(xX) 20
folgt Ho(X) = Kern 8/ Bild 9, = Co(X)/Bild 91 "2 Cp(X)/ Kerne o= Z,
Beweis der Beh.: ,2“: Sei 0 : Al — X. Dann: €9, (0) = €(O)va] = O|[wo]) = =0



»C Sei e(d°, ka0a) = Y, ka = 0. Die 0, sind 0-Simplizes, gehoren also zu Punk-
ten v, € X. Wihle weiteren 0-Simplex & bzw. Punkt 4 € X. Verbinde mit 1-Simplizes
To : A = [v4,7], da X zsh. Es gilt 0174 = Vo — 7, also

01 (Z kzara> = kaYa— D _ka¥ =Y kava € Bildo; "
« « « a

=0

Proposition 2.4 Sei X ein Punkt. Dann H,,(X) =0 fiir n > 0 und Ho(X) = Z.

Beweis Es gibt fiir jedes n genau einen eindeutigen n-Simplex o, und es gilt

an(an) = Z (_1)1 On—1 =

- ; {O fiir n ungerade
i=0

op—1 fur n gerade

D.h. der Komplex ist

0. 0. o
757 3Z—>Z 1Z—>0
idyz 0 idgz 0

Offensichtlich gilt dann: Ho(X) = Kerndy/Bildd, = Z/{0} = Z und H,(X) =0

sonst. -

3 Homotopie-Invarianz

Proposition 3.1 Seien X, Y topologische Rdume. Eine stetige Abbildung f: X — Y
induziert einen Gruppenhomomorphismus f, : H,(X) — H,(Y) fiir jedes n.

Beweis Definiere f; : Cp(X) — Cp(Y) durch fy(0) = foo und f4(3>°, kaoa) =
Yo kafi(oa). Es gilt f,0X = Y f; fiir jedes n, da

fuaT)L(( ): fﬁ (Z(_ )ia‘[llo; -71>’iy"‘7V’IL])
= Z fOU I TS 2 v

= 35 fi(0)
Damit ist fy eine Kettenabbildung, bildlich:

01 X
o O (X) —— Cp(X) —— Cpa(X) —— -

lfn qu lfu
oA oY

- —— Cppa(Y) Cn(Y) —— Cpa(Y) —— -+



Ferner gilt f;(Kernd:\) C Kernd) und fy(Bild9;,,) C Bildd), . Somit induziert f;
einen Gruppenhomomorphlsmus fo: Hy(X) — Hp(Y). ]

Satz 3.2 Zwei homotope Abbildungen f,g : X — Y, induzieren den gleichen Grup-
penhomomorphismus fx = g, : Hp(X) — Hp(Y)

Beweis Seil :=[0,1], F': XxI — Y die Homotopie von f nach g, d.h. F(-,0) = f(-)
und F(-,1) =g(-).

Das Produkt A™ x I (ein Prisma mit A™ als Grundfldche) wird wie folgt in (n 4 1)-
Simplizes zerlegt: Sei [vy, ..., vy] = A" x {0} und [wo, . ..,w,] = A™ x {1}. Das Prisma
besteht aus den Simplizes [vg, ..., Vi, w;, ... ,wy] fir i =0,...,n.

Der ,,Prismen“-Operator P : Cy,(X) — Cy1(Y) sei definiert als

P(U) = Z (_1)i (F © (U x ldI))\[uo ..... Vi,w; wn]

-----
K

Beh.: 8}:+1P =gy — fi — POX. Bew.:

OaP(o) = (=) (=1 (Fo (o xidn) o o]

+ Z (_1)1 ( 1)j+1 (F °© (U x 1d1)>|[v0 ..... Vi Wiyneny @jyeen, wn]
iZi
= Z(F o (J X idI))\[Vo,---,ﬁk,wk,...,wn] — (FO (0’ X id]))|[l/07.“,1/k7(_21k7...,wn]
k
+ Z F © (U X 1d1)>|[V(),...,I)j,~~,Vi’wi7""w71]
J<1
. Z . J+1 (F o (o % id[))|[VO)MW)wi)“w@jw,,wn}
J>Z
= (Fo(ox idj))“% o] — (Foloxidn)
_ Z F o (U X ldI))|[vo,..v,w,w17~~»7@jv---a“’n]
]>1
— Z J+1 (F ° (U x id1)>|[y0 ..... DjyeeesVi Wiy yWn ]
j<Z

= g4(0) — fi(o) — PO

(
Sei nun o € C,,(X) ein Zyklus, also fy(c), gs(0) € Kern 0} . Dann gilt: gs(0)— f3(c) =
Y. P(0) + PO (c) = 0¥, P(0) € Bildd) . Also liegen f;(c),gs(c) in der gleichen
Homologie-Klasse. L]

Proposition 3.3 Sei f : X — Y eine Homotopieiquivalenz. Dann sind die Abb.
S Hy(X) — H,(Y) Isomorphismen fiir alle n.



Beweis Folgt aus Satz 3.2 und (fg)« = f.g« sowie id, = id.

Beispiel 3.4 Kontrahierbare Rdume haben triviale Homologie.
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