
DER PRIMZERLEGUNGSSATZFLORIAN NISBACH1. Der SatzEin Primknoten ist ein Knoten K, der si
h ni
ht mehr dur
h Auf-spalten in ni
httriviale Summanden K = K1#K2 vereinfa
hen lässt.Genauer: Gibt es eine Sphäre, die von K nur an zwei Punkten dur
h-stoÿen wird, dann ist der innere oder der äuÿere Teil der Unknoten.Die Tatsa
he, dass jeder Knoten eine Summenzerlegung in Primknotenbesitzt, war dur
h die von H. Seifert eingeführten Te
hniken Sei-fert�ä
hen und Knotenges
hle
ht in den 1930er Jahren bekannt. DerBeweis der Eindeutigkeit wurde im Jahre 1949 von Seiferts S
hülerH. S
hubert in seiner Doktorarbeit [1℄ publiziert. Wir formulierenzunä
hst den Satz:Satz: (S
hubert, 1949) Jeder ni
httriviale Knoten K besitzt eineZerlegung
K = K1#K2# . . .#Knmit Primknoten K1#K2# . . .#Kn. Diese Zerlegung ist bis auf Vertau-s
hung der Reihenfolge eindeutig.Der Beweis gliedert si
h in zwei Teile: Es muss die Existenz einersol
hen Zerlegung und ihre Eindeutigkeit gezeigt werden.2. Beweis der ExistenzZunä
hst benötigen wir die folgende, im Kurs gezeigte Aussage:Proposition: a) Jeder Knoten K besitzt ein eindeutig bestimmtesGes
hle
ht g(K). Dieses ist eine ni
htnegative, ganze Zahl.b) Gilt g(K) = 0, so ist K der Unknoten.
) Sind K1, K2 Knoten, so gilt g(K1#K2) = g(K1) + g(K2).Damit können wir den Beweis dur
h Induktion über g(K) führen:Induktionsanfang: g(K) = 1. Aus der Proposition folgt dann s
hon,dass K ein Primknoten ist.Induktionss
hritt: g = g(K) > 0. Wir unters
heiden zwei Fälle. Ist Kein Primknoten, dann ist n = 1, und K ist seine eigene Primzerlegung.In diesem Fall ist ni
hts mehr zu zeigen. Ist K ni
ht prim, dann gibtes na
h De�nition eine Zerlegung

K = L#M1



2 FLORIAN NISBACHsodass L und M keine Unknoten sind. Sei g′ = g(L), g′′ = g(M), danngilt g = g′ + g′′. Da keiner der Summanden der Unknoten ist, gilt
g′ > 0, g′′ > 0, also g′ < g, g′′ < g. Wir können also auf L und Mdie Induktionsvoraussetzung anwenden und Primzerlegungen �nden:
L = L1# . . .#Ll, M = M1# . . .#Mm, und aufgrund der Assoziazivitätder Knotensumme gilt:

K = L1# . . .#Ll#M1# . . .#MmWir haben also für K eine Primzerlegung gefunden.3. Beweis der EindeutigkeitWir haben nun also die Existenz von Primzerlegungen für alle Kno-ten si
hergestellt. Zum Beweis der Eindeutigkeit ist folgendes zu zei-gen: Sind K und L äquivalente Knoten, die Primzerlegungen K =
K1#K2# . . .#Kn und L = L1#L2# . . .#Lm besitzen, dann gelten:(1) n = m(2) es gibt eine Permutation der Menge {1, . . . , n}, also eine einein-deutige Abbildung

π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}sodass gilt: Ki = Lπ(i).Zum Beweis benötigen wir zunä
hst eine De�nition:De�nition: Es sei K ⊂ R
3 ein Knoten, B1, . . . , Bn ⊂ R

3 Vollku-geln, deren Kugelober�ä
hen mit S1, . . . , Sn bezei
hnet werden sollen.Es sollen gelten:(1) B1, . . . , Bn s
hneiden si
h ni
ht.(2) Jede Sphäre (Kugelober�ä
he) Si s
hneidet aus K einen Prim-knoten Ki aus.(3) Der Rest R von K, der ni
ht in ⋃n

i=1 Bi enthalten ist, bestehtaus unverknoteten Bögen.Dann heiÿt (B1, . . . , Bn) ein trennendes System für K.Wir sollten die Punkte 2 und 3 no
h etwas formaler präzisieren: JedeSphäre wird von K an zwei Punkten dur
hstoÿen. Wähle auf Si einenWeg wi, der diese verbindet. Man überzeuge si
h davon, dass es egalist, wel
he Wege wi man wählt, da man auf eine Kugelober�ä
he keineKnoten malen kann. Dann lauten 2 und 3:(2) Für jedes i ist (K ∩ Bi) ∪ wi ein Primknoten.(3) (K \
⋃n

i=1 Bi) ∪
⋃n

i=1 wi ist ein Unknoten.Die Abbildung 1 zeigt ein Beispiel für ein sol
hes trennendes Sy-stem mit eingezei
hneten Verbindungswegen wi. Bevor wir zum Beweisübergehen, ma
hen wir folgende Feststellung: Ein trennendes System
(B1, . . . , Bn) liefert eine Primzerlegung K = K1# . . .#Kn. Auÿerdem



DER PRIMZERLEGUNGSSATZ 3

Abbildung 1. Ein trennendes Systemgibt es zu jeder Primzerlegung ein trennendes System, das diese reali-siert.Beweis der Eindeutigkeit:1. S
hritt: Sind K und K ′ äquivalent, dann gibt es einen stü
kwei-se linearen Homöomorphismus f : R
3 → R

3 mit f(K) = K ′. Umdas zu verstehen, erinnere man si
h daran, dass man Knoten eigent-li
h als stü
kweise linear, also e
kig betra
hten soll. Ein Homöomor-phismus zwis
hen Flä
hen war als eineindeutige Abbildung zwis
henden E
kenmengen von Triangulierungen der beiden Flä
hen de�niert,sodass Punkte, die ein Dreie
k begrenzen, wieder auf sol
he Punkteabgebildet werden. Au
h den R
3 kann man triangulieren � man benö-tigt dann aber Tetraeder statt Dreie
ke. Der Begri� des Homöomor-phismus ist dann wieder ganz ähnli
h de�niert. Wir wollen die obigeAussage ni
ht beweisen � aber was nützt sie uns jetzt? Wenn wir eintrennendes System für K wählen, dann können wir die Triangulierungso wählen, dass die Kugeln des Systems jeweils die Vereinigung vonTetraedern einer Triangulierung des R

3 sind. (Dabei sind die Kugelnnatürli
h au
h e
kig geworden.) Wenn wir jetzt gemäÿ obiger Aussageeinen Homöomorphismus f festlegen, dann bildet er das trennende Sy-stem für K auf ein trennendes System für K ′ ab. (Homöomorphismenkönnen das!) Dieses liefert natürli
h immer no
h die glei
he Primzerle-gung. Wir können uns also auf einen festen Knoten zurü
kziehen undbrau
hen Äquivalenz ni
ht mehr zu betra
hten.2. S
hritt: Wir betra
hten nun also einen festen Knoten K. Seien
(B1, . . . , Bn) und (C1, . . . , Cm) trennende Systeme für K mit zugehö-rigen Primzerlegungen K = K1# . . .#Kn bzw. K = L1# . . .#Lm. Sei
j ∈ {1, . . . , m}, dann gibt es ein i mit Bi ∪Cj 6= ∅. (Denn jedes C undjedes B muss einen Primknoten enthalten, und der Rest von K ist jaunverknotet.)
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Abbildung 23. S
hritt: Vers
hiebe nun das trennende System von B-Kugeln so,dass gilt: Jedes Bi hat mit genau einer Kugel Cj ni
htleeren S
hnitt.Das können wir ma
hen, ohne die Primzerlegung zu verändern, denn:Jede B-Kugel darf ja nur einen Primknoten enthalten. Deshalb kannsie au
h nur mit einer C-Kugel einen S
hnitt haben, in dem ein Prim-knoten sitzt � und die anderen S
hnitte kann man dur
h Vers
hiebenbeseitigen. Abbildung 2 zeigt auss
hnittsweise die Situation, in die wiruns jetzt begeben haben. Auf jeden Fall haben wir jetzt s
hon m ≤ ngezeigt.4. S
hritt: Es liegt nun nahe, den letzten S
hritt au
h no
h auf das C-System anzuwenden. Aus dem glei
hen Grund geht das wieder, ohne diePrimzerlegung, die vom C-System herkommt, zu verändern. Wir sindjetzt also in der Situation, dass jede B-Kugel mit genau einer C-Kugelni
htleeren S
hnitt hat und umgekehrt. Dies zeigt also zunä
hst einmal
m = n. Haben nun aber Bi und Cj ni
htleeren S
hnitt, dann muss der in
Bi enthaltene Primknoten (genauso wie der in Cj enthaltene) s
hon in
Bi∩Cj liegen. (Man überlege si
h im Detail, warum!) Also sind Ki und
Lj äquivalent. Auf diese Weise lässt si
h also die gesu
hte Permutationde�nieren:

π(i) = j, wenn Bi ∩ Cj 6= ∅Dies s
hlieÿt den Beweis ab. Literatur[1℄ H. S
hubert Die eindeutige Zerlegbarkeit eines Knotens in Primknoten in:Sitzungsberi
hte der Heidelberger Akademie der Wissens
haften, Mathematis
h-naturwissens
haftli
he Klasse, 3. Abh. (1949), 57-104


