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Übungsblatt 6

Aufgabe 1
Es sei (M, g) eine zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie:

(a) Für je zwei Punkte in M existiert eine stückweise glatte Kurve, die diese verbindet.

(b) Die Abstandsfunktion

d(p, q) = inf{L(c)| c : [0, 1]→M ist stückweise glatt, c(0) = p, c(1) = q}

ist eine Metrik, welche die ursprüngliche Topologie erzeugt.

Aufgabe 2
Es sei für x, y ∈ Rn+1

〈x, y〉 := −x0y0 + x1y1 + · · ·+ xnyn,

sowie
Hn := {x ∈ Rn+1|〈x, x〉 = −1, x0 > 0}.

Zeigen Sie, dass Hn eine glatte Mannigfaltigkeit ist, und 〈. , .〉 für alle p ∈ Hn ein Skalarprodukt
auf TpHn ⊂ Tp Rn+1 definiert und die Gesamtheit dieser Skalarprodukte eine Riemannsche
Metrik g auf Hn ist.
Die Riemannsche Mannigfaltigkeit (Hn, g) heißt n-dimensionaler hyperbolischer Raum.

Aufgabe 3
Es sei s = (−1, 0, . . . , 0) ∈ Rn+1. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung φ mit

φ(x) := s− 2(x− s)
〈x− s, x− s〉

, x ∈ Hn,

ist ein Diffeomorphismus von Hn auf {ξ ∈ Rn ∼= {0} × Rn ⊂ Rn+1 | ‖ξ‖ < 1}.

(b) In der Karte φ hat die Riemannsche Metrik auf Hn die Form

4

(1− ‖ξ‖2)2
n∑

i=1

dξi ⊗ dξi.
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