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Aufgabe 1:
Bestimmen Sie die allgemeine Losung y: R — R der folgenden Differentialgleichung:
(1) y" (@) +y" (@) + 2/ () — dy(z) = e”.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Behauptung: Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist gegeben durch

y(z) = c1e” + coe” " sin(V3x) + cze ¥ cos(V3x) + Lze”

mit c1,ca,c3 € R.

Beweis: Das charakteristische Polynom p(\) = A3 + A2 4+ 2\ — 4 ldsst sich faktorisieren zu
p(A) = (A = (A +1 —iv3)(A + 1 + iV/3). Entsprechend bilden e®, e~*sin(y/3z), e~* cos(v/3z) eine
Basis des Losungsraums der zu gehorigen homogenen Differentialgleichung. Um eine spezielle Losung
von zu erhalten, verwenden wir den Ansatz aus der Vorlesung

fir x € R. Wir berechnen:

Daraus ergibt sich:

Yy (2) + yp (2) + 2y, (z) — 4yp(x) = Tae”.

Somit ist fir a = % eine spezielle Losung von gegeben. Die allgemeine Losung ist also gegeben
durch y(z) = yp(x) + yu(z) mit yp(z) = T2e” und yp(z) = c1e” + cze™ " sin(v/3z) + cze ™ cos(v/3x) fiir
c1,C2,C3 € R. O]
Aufgabe 2:

Es sei f: R? — R? definiert durch
f(z,y,z) = ((1+2%)sin(y) + arctan(z), z* + €* cos(y)).

Zeigen Sie: Es existieren §,n > 0, sodass fur alle x € Us(1) eine eindeutige Losung (y,z) = g(x) €
Upy((,0)) von

f<x7y’z> :O

existiert. Bestimmen Sie weiter ¢'(1).
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Behauptung: Es existieren d,n > 0, sodass fur alle x € Us(1) eine eindeutige Losung (y,z) = g(z) €
Uy ((m,0)) von

f(z,y,2) =0

g'(1) = G)

Beweis: Die Funktion f ist beliebig oft differenzierbar als Komposition beliebig oft differenzierbarer
Abbildungen. Fiir die Ableitung berechnen wir:

f’(x,y7z)<2msin(y) (1+2%)cos(y) 1o )

B 2z —e? sin(y) e? cos(y)

existiert. Weiter gilt

Insbesondere gelten

gi(l,w,o)(3>’ a(?fz)“’”’o)(_(f —11)'

Die zweite Matrix hat Determinante det(%(l,w,O)) = 2 # 0, ist somit invertierbar. Die Inverse ist

of -1 _1 _1
Y _a,m0) =(2 "z2).
(Gem0) - (¢ 5
Zuletzt gilt f(1,m,0) = (2sin(r) + arctan(0), 1 + e cos(r)) = (0,0). Somit ist der Satz iiber implizit

definierte Funktionen aus der Vorlesung anwendbar und liefert die Existenz von §,n > 0 und einer stetig
differenzierbaren Abbildung g: Us(1) — U, ((7,0)) mit den in der Behauptung geforderten Eigenschaften,

und es gilt
iy OF “tof e
g (1) - _<8(y,z) (1a7T70)> ax(laﬂ-vo) - <2) U

gegeben durch

Aufgabe 3:

(i) Verbinden Sie die folgenden Aussagen mit logischen Beziehungen, indem Sie eines der folgenden
Symbole =, <, & oder den Text “keine Beziehung” in die Késtchen schreiben. Rechenwege und
Begriindungen werden nicht verlangt und nicht bewertet. Jedes Kéastchen, welches die richtige Impli-
kation enthélt, wird mit 40,5 Punkten bewertet. Fehlt eine Implikation, gibt es fiir dieses Késtchen
keinen Punkt.

Essei f: R2 - R.

%(O, 0) existiert fiir alle Richtungen k.B. f ist stetig in (0, 0).
a€R? |a]| =1

Es sei B € R? messbar mit 0 € B.

|B|S%7T — [®) BC {z eR®: |z < 1}.
Es sei z € C.

Z e™* konvergiert = )| lz+2/<1

n=0
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(ii) Essei f: R — C stetig auf [, 5] und f(¢) = 0 fiir [t| > T. Zeigen Sie:

~ o~

Fy+ F-n| < 2 max_ 1£0)]
T te[-3,5]

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(i) (a) Zu = : Aus Existenz aller Richtungsableitungen folgt weder Differenzierbarkeit noch Stetig-
keit. Als Beispiel betrachten wir

1, 0<y<ax?,
0, sonst.

f:RQ%R,f(x,y){

Hier existieren alle Richtungsableitungen in (0, 0) und sind gleich 0, aber f ist in (0, 0) unstetig.
Zu <= : Die Euklidnorm f: R? — R, f(z) = ||z|| ist ein Beispiel einer stetigen Funktion, fiir
die in (0,0) keine Richtungsableitung existiert.

(b) Zu <= : Die Einheitskugel K := {z € R?: ||z|| < 1} hat nach Vorlesung Volumen |A4| =
Somit gilt fiir jede messbare Menge B C K auch |B| < |K| =
Zu = : Die Menge {(0,0,0),(1,1,1)} ist ein Gegenbelsplel

(c) Die Reihe > 77 je™ =Y (e*)" konvergiert (geometrische Reihe!) genau fiir [e*| < 1. Nun
gilt [e*| = eR¢#, d.h. die Reihe konvergiert genau fiir Re z < 0.
Zu <= :Fir z mit |z +2| = |z — (—2)] < 1 gilt Rez € (=3, —1). Also konvergiert die Reihe
fiir diese z.
Zu = : Die Zahl z = —4 ist ein Gegenbeispiel.

(ii) Behauptung: Es gilt |f(1) + f(—l)‘ < %maxte[_%%ﬂf(t)\.

Beweis: Wir berechnen:

1)+ f(= 27T/ F(t)e tdt + — /f t)elt dt
5/

K'ﬁ)

2f (e e dt = 717 2f(t)cos(t)dt.

Daraus ergibt sich:

™

F)+ Fev) < - [T 1@eosolac< - mae 110)]- [ cosyde= 2 max 7)) O

Ttel-5,5

fusy
2

Aufgabe 4:

Schreiben Sie die gesuchten Ergebnisse in die dafiir vorgesehenen Késten. Es wird jeweils nur das Ergebnis
im Kasten bewertet. Rechenwege und Begriindungen werden nicht verlangt und nicht bewertet. Jede
richtige Antwort wird mit +0,5 Punkten bewertet.

(i) Bestimmen Sie den folgenden Cauchyschen Hauptwert, falls dieser existiert:

2
CH/ LA

o l+a2

(i) Bestimmen Sie die Losung von y'(z) = <? g) y(x),y(0) = ((1)>

y(z) =|e*® <1) fir x € R.

T

(iii) Es sei B = {(x,y, 2)ER?:0<2<a? +9y2 <3,y > 0}. Berechnen Sie das Volumen:

9
Bl =|—|
Bl =| >

https://ilias.studium.kit.edu/goto__produktiv__crs_ 1588294.html Seite 3 / 5


https://ilias.studium.kit.edu/goto_produktiv_crs_1588294.html

(iv) Essei f: R? = R, f(x,y) = sin(x? + 3y) gegeben. Bestimmen Sie die Hessematrix:

2 cos(z? + 3y) — 4a?sin(2? + 3y) —6xsin(x? + 3y)

_ . 2
Hy(z,y) = ( —62 sin(z2 + 3y) —9sin(2? + 3y) ) fir (z,y) € R”.

(v) Es seien die Funktion f: R? — R definiert durch
f(z,y) = " +sin(x)

und a := 3(1,/3) eine Richtung. Bestimmen Sie folgende Richtungsableitung:

gf(o 0) =

(vi) Essei M == {(z,y) € R*: 2 > 0,2 <y < \/z}. Berechnen Sie das folgende Integral:

1
2yd(z,y) =] — |
/M 9) =

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

ozt
(i) Behauptung: Es gilt CH- [~ 1++I2+2 dz = 2.

Beweis: Die Funktion R — R,z — % :””2 ist ungerade in x. Somit gilt:

2 <2 ) r
CH- / DA om / dz=lim [ ——— dz =2 lim [arctan(z)]’ = 27.0
oo L+ 22 1+ 22 r

1+2 1422 r—oo J_. 1+ T—00

(ii) Behauptung: Die Losung von y'(z) = <? g) y(x),y(0) = ((1)> ist gegeben durch y(z) = e** <916>
(x € R).

Beweis: Die Matrix a := (? g

Hauptraum zum Eigenwert 2, und durch y(z) = e** (v + 2(A — 2I)v) = e2>*(1,z) ist eine Losung
von y'(xz) = Ay(x) gegeben (vergleiche Formel zu Punkt 3 auf Seite 71 des HM2 - Skripts). Per
Konstuktion ist y(0) = v erfillt. O

) hat als einzigen Eigenwert die Zahl 2. Somit liegt v := (1,0) "

(iii) Behauptung: Fiir B == {(z,y,2) e R®: 0 < z < a? +y> <3,y > 0} gilt |B| =
Beweis: Mittels Zylinderkoordinaten erhalten wir folgende Darstellung von B:
A={(r,p,2) eR*: 0<2<1?<3,0€0,7]}.

Daraus folgt:

V3 I
|B|:/ (ryp, 2 / / rdzdr- / ldcp:/ rdrom="—. O
A 0 4

(iv) Behauptung: Die Hessematrix von f: R? — R, f(x,y) = sin(x? + 3y) ist:

~ (2cos(2? + 3y) — 4a?sin(z? + 3y) —6xsin(z? + 3y)\ . 2
Hy(x,y) = ( —6x sin(gr;2 + 3y) -9 Sin($2 + 3y) fir (z,y) € R%.

https://ilias.studium.kit.edu/goto_ produktiv_crs 1588294.html Seite 4 / 5


https://ilias.studium.kit.edu/goto_produktiv_crs_1588294.html

Beweis: Es gelten

fo(x,y) = 22 cos(x? + 3y),
fy(z,y) = 3cos(x? + 3y),

fee(z,y) = 2cos(z? + 3y) — 42” sin(z? + 3y),
fay(z,y) = —63sin(z® + 3y),

fyu(2,y) = —9sin(z? + 3y)

fiir (z,y) € R% O

(v) Behauptung: Fiir f: R? = R, f(z,y) = €™ +sin(z) und a = 1(1,/3) gilt:

of

5400 =

Beweis: f ist differzierbar mit f’(z,y) = (ye® + cos(z), ze®¥) fiir (z,y) € R?. Daraus folgt:

of

%(0’0):fl(oao)'a:(l,())-a:%, 0

(vi) Behauptung: Fiir M := {(z,y) € R?: 2 > 0,2 <y < Vz} gilt [,, 2%y d(z,y) = 55

Beweis: © < \/z gilt genau fir z € [0,1], sodass wir mithilfe des Satzes von Fubini erhalten:

1/1 1 1
/M”d” // 2y dyds = / (x_x)dx_2<4_5>_40' O
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