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Aufgabe 14:
Sei d € N und p : R — R gegeben durch

exp( ! ) fiir [|z]l, < 1,

2
fl=llz—1

p(z) =
0 fir ||z, >1

fiir alle z € RY.

(a) Zeigen Sie p € C®(RY).

(b) Sei C := m und & > 0. Definiere p. : R — R durch p.(z) = E%p (%). Zeigen Sie
R

p= € C(RY), supp(p:) = B(0,¢), fgape = 1.
(c) Sei Q C R? offen und f € Li (9, C). Fiir jedes € > 0 definiere Q. := {z € Q|d(x,00) > &}
und f;: : Q. — C durch
fla) = (e x D)@)i= [ pele =)y = [ pli)fla =)y
Q B(0,e)
fiir alle = € €).. Zeigen Sie:
(i) fe € (),

(i) fo(z) %5 f(2) fiir fast alle 2 € Q,

(iii) fir f € C(Q) gilt f- o0, f kompakt in Q (d.h. gleichméBig auf jeder kompakten
Teilmenge M C ),

. .. . 0+ .
(iv) fir 1 <p <oound f € LP (Q) gilt f- =5 fin L2 ().
Hinweis: Sie konnen ohne Beweis den folgenden Satz verwenden:

Satz. Seid € N und f € L (R%). Dann gilt

loc

nm1/‘ (@) — flao)|da =0
B(zo,r)

r—0+ | B(x, )]

fiir fast alle zo € RY,

Aufgabe 15:
(a) Seid e N, Q C R? offen und f € Li (). Zeigen Sie das Lemma von du Bois-Reymond:

loc

Vo e C°(Q) : /Qf(:n)gp(:n)dw =0 & f(x) =0 fiir fast alle x € Q
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(b) Vervollstandigen Sie den Beweis des folgenden Lemmas aus der Vorlesung;:
Lemma. Sei k € L} (0,1). Es gilt

loc
1
Vo € C°(0,1) : / k(x)p(x)de =0 = k(x)=0 fir fast alle z € (0,1),
0
1
Vo € C°(0,1) : / k(z)¢'(z)der =0 = 3Fce C: k(z) = c fir fast alle x € (0,1),
0

1
Vo € C°(0,1) : / k(x)p"(x)de =0 = Ha,be C: k(z) =ax +0b fiir fast alle x € (0,1).
0

Aufgabe 16:
Sei Q@ =(0,1), k € N, 1<p<oound1<p’<oomit1%+]%:1. Zeigen Sie

o0 k . . . k
(a) C(2) N W, (Q) ist dicht in W (Q),
(b) zu jedem f € sz(Q) existiert ein

ge @) ={ue @30 > 0: ¥,y €T [uhV(z) — utD(y)| < Cla -yl }
mit [[f = gllyr ) = 0.

Aufgabe 17:
(a) Beweisen Sie die folgende Formel fiir f,g € W2((0,1))

1 1 1
/ f'(@)g(@)de = [f'(z)g(z) — f(2)g'(2)] ,_, +/ f(x)g"(x)dz.
0 0

(b) Fiir welche Wahl von D(A) C L?((0,1)) ist der Operator A : D(A) — L?((0,1)) mit
Af = f" fiir alle f € D(A) selbstadjungiert7

(i) D(A) = {f € WZ((0,1))] f(0) = 0}

(i) D(A) = {f € WZ((0,1))| f'(0) = =0}
(iii) D(A) = {f € WF((0,1))] £(0) = ( ),f'(O) =f ()}
(iv) D(A) = {f € WZ((0,1))| £(0) = £(1), ['(0) = —f'(1)}
(v) D(A) = {f € WZ((0,1))| £(0) = —f'(1), f'(0) = f(1)}
(vi) D(A) = {f € WZ((0,1))| £(0) = (0), f(1) = f'(1) }
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