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Lösungsvorschläge zum 03. Übungsblatt

Lemma 7. Sei I ⊆ R ein Intervall, a, s ∈ C(I), x0 ∈ I und y0 ∈ C. Dann hat das Anfangs-
wertproblem

y′(x) = a(x)y(x) + s(x) (x ∈ I),

y(x0) = y0

genau eine Lösung y ∈ C1(I), welche durch

y(x) = y0e
∫ x
x0
a(t)dt

+ e
∫ x
x0
a(t)dt

∫ x

x0

e
−

∫ u
x0
a(t)dt

g(u)du (1)

für alle x ∈ I gegeben ist.

Beweis. Siehe Analysis II.

Satz 8. von Stone-Weierstraß
Sei (X, τ) ein kompakter Hausdorff-Raum und A ⊆ C(X) sei derart beschaffen, dass

• f ≡ 1 ∈ A,

• für jedes f, g ∈ A und jedes α ∈ K sind f + g, f · g, αf, f ∈ A und

• für alle x, y ∈ X mit x 6= y existiert ein f ∈ A mit f(x) 6= f(y).

Dann ist A dicht in C(X) bezüglich der Supremumsnorm ‖ · ‖∞.

Beweis. Siehe Literatur.

Lemma 9. Sei I ⊆ R ein Intervall, J = [a, b] und T : I → C(J) stetig bezüglich der Supre-
mumsnorm ‖ · ‖∞. Dann ist u : J×I → C definiert durch u(x, t) = T (t)(x) für alle (x, t) ∈ J×I
stetig.

Beweis. Sei (x, t) ∈ J×I und ε > 0. Da T : I → C(J) stetig ist bezüglich der Supremumsnorm
‖ · ‖∞, existiert ein δ1 > 0 derart, dass ‖T (s)− T (t)‖∞ < ε

2 für alle s ∈ I ∩ (t − δ1, t + δ1)
ausfällt.

Da T (t) ∈ C(J) gilt, existiert ein δ2 > 0 derart, dass |T (t)(x)− T (t)(y)| = |u(x, t)− u(y, t)| < ε
2

für alle y ∈ J ∩ (x− δ2, x+ δ2) ausfällt. Sei δ := min {δ1, δ2} > 0. Dann ist

|u(y, s)− u(x, t)| ≤ |u(y, s)− u(y, t)|︸ ︷︷ ︸
≤‖u( · ,s)−u( · ,t)‖∞

+ |u(y, t)− u(x, t)|︸ ︷︷ ︸
< ε

2

≤ ‖u(s)− u(t)‖∞ +
ε

2
< ε

für alle (y, s) mit y ∈ J ∩ (x− δ, x+ δ) und s ∈ I ∩ (t− δ, t+ δ). Also ist u : J × I → C in der
Tat stetig.
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Aufgabe 7:

(a) (i) Sei (fn)n∈N eine Folge in D(A) mit fn
n→∞−−−→ f und Afn = −f ′n

n→∞−−−→ g bezüglich der
Supremumsnorm ‖ · ‖∞. Zu zeigen ist f ∈ D(A) — also f ∈ C1([0, 1]) und f(0) = 0
— und Af = g — also −f ′ = g.

Da (fn)n∈N und (f ′n)n∈N konvergent sind bezüglich der Supremumsnorm, ist (fn)n∈N
eine Cauchy-Folge bezüglich der Norm ‖ · ‖C1([0,1]). Nach Lemma 1 der Übung ist

(fn)n∈N konvergent gegen ein h ∈ C1([0, 1]) bezüglich ‖ · ‖C1([0,1]). Wegen der Eindeu-

tigkeit des Grenzwertes ist dann aber h = f und −h′ = −f ′ = Af = g.

Da gleichmäßige Konvergenz die punktweise Konvergenz impliziert, gilt

f(0) = lim
n→∞

fn(0) = 0.

�

(ii) Sei λ ∈ C. Es gilt λ ∈ ρ(A) genau dann, wenn

∀g ∈ X : ∃!f ∈ D(A) : (λI −A)f = g

⇔ ∀g ∈ C([0, 1]) : ∃!f ∈ C1([0, 1]) : f(0) = 0 ∧ ∀x ∈ [0, 1] : f ′(x) = −λf + g.

Nach Lemma 7 ist dies der Fall. Also ist ρ(A) = C und (0,∞) ⊆ ρ(A).

Für jedes g ∈ X ist, ebenfalls nach Lemma 7, R(λ,A)g durch

(R(λ,A)) g(x) =
(
(λI −A)−1g

)
(x) = e−λx

∫ x

0
eλsg(s)ds

für alle x ∈ [0, 1] gegeben.

(iii) Seien λ > 0, g ∈ X und x ∈ [0, 1]. Nach vorhergehender Teilaufgabe gilt

|(R(λ,A)g)(x)| =

∣∣∣∣e−λx ∫ x

0
eλsg(s)ds

∣∣∣∣ ≤ e−λx ∫ x

0
eλs |g(s)|ds

≤ e−λx
∫ x

0
eλs ‖g‖∞ ds = ‖g‖∞ e

−λx
[
eλx − 1

λ

]
= ‖g‖∞

1

λ

(
1− e−λx

)
≤ ‖g‖∞

1

λ

(
1− e−λ

)
≤ ‖g‖∞

1

λ
.

Folglich ist ‖R(λ,A)g‖∞ ≤
‖g‖∞
λ für alle λ > 0 und g ∈ X. Damit ist auch

‖R(λ,A)‖ = sup {‖R(λ,A)g‖∞ | g ∈ X ∧ ‖g‖∞ = 1} ≤ 1

λ
.

�

(iv) Sei (fn)n∈N ∈ D(A)N mit fn → f ∈ X bezüglich ‖ · ‖∞. Dann gilt

f(0) = lim
n→∞

fn(0) = 0.

Folglich ist etwa 1[0,1] ∈ X \D(A) 6= ∅. Nach Lemma 1.12 (c) der Vorlesung, ist aber
der Erzeuger einer C0-Halbgruppe dicht definiert.
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(b) (i) Versuche den Satz 1.16 der Vorlesung (Hille-Yosida) anzuwenden (mit ω = 0, M = 1).
Überprüfe dafür seine Voraussetzungen.

Klar: (X0, ‖ · ‖∞) ist Banachraum.

Zeige D(A0) ist dicht in X0. Betrachte dazu

A =

{
x 7→

n∑
k=0

αkx
k|n ∈ N ∧ α0, . . . , αn ∈ K ∧ α1 = 0

}
⊆ C∞([0, 1]).

Klar: A erfüllt die Voraussetzungen des Satzes 8. Also ist A dicht in X. Auch klar:
p′(0) = 0 für alle p ∈ A. Sei nun f ∈ X0 ⊆ X und ε > 0 beliebig. Nach Obigem
existiert ein p ∈ A mit ‖f − p‖∞ < ε

2 . Insbesondere ist |p(0)| = |f(0)− p(0)| ≤
‖f − p‖∞ < ε

2 . Dann ist aber g := p − p(0) ∈ D(A0) und erfüllt die Abschätzung
‖f − g‖∞ < ε.

Zeige: A0 ist abgeschlossen. Wir erkennen A0 ist der Teil AX0 von A in X0 = D(A)
(siehe Aufgabe 8). Da A abgeschlossen in X nach Teilaufgabe (a) (i) ist, ist A0 abge-
schlossen in X0 nach Aufgabe 8 (a) (i).

Zeige: ρ(A0) = C und ‖R(λ,A0)‖ ≤ 1
λ für jedes λ > 0. Sei dazu λ > 0. Klar:

(λI−A0) = (λI−A)X0 . Nach Teilaufgabe (ii), ist (λI−A) bijektiv und (λI−A)−1 =

R(λ,A) ∈ L(X). Für jedes g ∈ X0 ist (R(λ,A)g)(0) = e−λ0
∫ 0
0 e

λsg(s)ds = 0. Also
ist R(λ,A)X0 ⊆ X0. Nach Aufgabe 8 (ii) ist also (λI − A)X0 : D(A0) → X0 bijektiv
und (λI −A)−1X0

= (λI −AX0)−1 = R(λ,A0) = R(λ,A)X0 . Folglich ist λ ∈ ρ(A0). Als

Einschränkung von R(λ,A) erfüllt R(λ,A0) die Abschätzung ‖R(λ,A0)‖ ≤ 1
λ .

(ii) Sei (T (t))t≥0 die von A0 erzeugte Halbgruppe und x ∈ D(A0). Nach Satz 1.11 der
Vorlesung ist T ( · )f für jedes f ∈ D(A0) die eindeutige Lösung des Cauchyproblems

u′(t) = A0u(t) (t ≥ 0),

u(0) = f

mit u ∈ C1([0,∞), X0) und u(t) ∈ D(A0) für alle t ≥ 0. Wir wollen die Lösungen des
obigen Cauchyproblems näher untersuchen. Sei also f ∈ D(A0) und u eine Lösung
des obigen Cauchyproblems. Setze u(x, t) := u(t)(x) für alle x ∈ [0, 1] und alle t ≥ 0
und identifiziere u : [0,∞)→ X0 mit u : [0, 1]× [0,∞)→ C.

Nach Lemma 9 ist u : [0, 1]× [0,∞)→ C stetig.

Zeige: u : [0, 1] × [0,∞) → C ist in jedem (x, t) ∈ [0, 1] × [0,∞) ggf. einseitig stetig
partiell nach t differenzierbar mit ∂u

∂t = u′(t)(x). Sei dazu (x, t) ∈ [0, 1] × [0,∞). Es
gilt

lim
h→0

∣∣∣∣u(x, t+ h)− u(x, t)

h
− u′(t)(x)

∣∣∣∣ = lim
h→0

∣∣∣∣u(t+ h)(x)− u(t)(x)

h
− u′(t)(x)

∣∣∣∣
≤ lim

h→0

∥∥∥∥u(t+ h)− u(t)

h
− u′(t)

∥∥∥∥
∞

= 0,

wobei der obige Limes für t = 0 einseitig zu verstehen ist. Die Stetigkeit von ∂u
∂t folgt

aus der Stetigkeit von u′ : [0,∞)→ X0 nach Lemma 9.

Zeige: u : [0, 1] × [0,∞) → C ist in jedem (x, t) ∈ [0, 1] × [0,∞) ggf. einseitig stetig
nach x differenzierbar mit ∂u

∂x(x, t) = (−A0u(t))(x). Da u(t) ∈ D(A0) ⊆ C1([0, 1])

für alle t ≥ 0, existiert die ggf. einseitige partielle Ableitung ∂u
∂x . Da u eine Lösung
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des Cauchyproblems ist, ist −∂u
∂x(x, t) = (A0u(t))(x) = u′(t)(x) = ∂u

∂t (x, t) für alle

(x, t) ∈ [0, 1]× [0,∞). Insbesondere ist ∂u
∂x stetig.

Insgesamt ist also u ∈ C1([0, 1]× [0,∞)). Zeige nun:

u(x, t) =

{
f(x− t) für 0 ≤ t ≤ x,
0 für t > x

für alle (x, t) ∈ [0, 1]× [0,∞). Sei dazu x ∈ [0, 1].

Wegen ∂u
∂t (0, t) = 0 für alle t ≥ 0 und u(0) = f(0) = 0, ist u(0, t) = 0 für alle t ≥ 0.

Für t > x sei w : [0, x] → C gegeben durch w(s) = u(x − s, t − s) für alle s ∈ [0, x].
Dann ist w ∈ C([0, x]) ∩ C1((0, x)) und

w′(s) = −∂u
∂x

(x− s, t− s)− ∂u

∂t
(x− s, t− s) = 0

für alle s ∈ (0, x). Also ist u(x, t) = w(0) = w(x) = u(0, t − x) = 0. Für 0 ≤ t ≤ x
betrachte w : [0, t]→ C definiert durch w(s) = u(x−s, t−s) für alle s ∈ [0, t]. Wieder
ist w′ = 0 für alle s ∈ (0, t) und u(x, t) = w(0) = w(x− t, 0) = f(x− t).

Da D(A0) dicht in X0 ist, ist

(T (t)f)(x) =

{
f(x− t) für 0 ≤ t ≤ x,
0 für t > x

für alle x ∈ [0, 1], t ≥ 0 und f ∈ X0.

(iii) Angenommen A erzeugte eine C0-Halbgruppe (S(t))t≥0. Dann wäre u = S( · )f die
eindeutige Lösung des Cauchyproblems

u′(t) = Au(t) t ≥ 0,

u(0) = f

für jedes f ∈ D(A). Die Argumentation der letzten Teilaufgabe zeigt (an keiner Stelle
wurde f ′(0) = 0 ausgenutzt), dass

(S(t)f)(x) =

{
f(x− t) für 0 ≤ t ≤ x,
0 für t > x

für alle (x, t) ∈ [0, 1] × [0,∞) gelten müsste. Das durch f(x) = x für alle x ∈ [0, 1]
gegebene f ∈ C1([0, 1]) erfüllt f(0) = 0, also f ∈ D(A). Aber S(t)f ist bei x = t für
alle 0 < t < 1 nicht differenzierbar. Insbesondere ist S(t)f /∈ D(A) für alle 0 < t < 1.

Aufgabe 8:

(a) (i) Sei A abgeschlossen in X. Zeige AY ist abgeschlossen in Y . Sei dazu (xn)n∈N eine
Folge in D(AY ) mit xn

n→∞−−−→ x und AY xn
n→∞−−−→ y. Zu zeigen ist x ∈ D(AY ) und

AY x = y, also x ∈ D(A), x ∈ Y , Ax ∈ Y und Ax = y. Da A abgeschlossen in X ist,
ist x ∈ D(A) und Ax = y. Da Y abgeschlossen ist, und xn, Axn ∈ Y für jedes n ∈ N,
ist auch x = limn→∞ xn ∈ Y bzw. y = limn→∞Axn ∈ Y . �
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(ii) Sei A bijektiv, A−1 ∈ L(X) und A−1Y ⊆ Y . Zu zeigen ist AY ist bijektiv und
(AY )−1 = (A−1)Y ∈ L(Y ).

Zeige: (A−1)Y ∈ L(Y ). Für den Definitionsbereich von (A−1)Y gilt

D((A−1)Y ) =

x ∈ D(A−1)︸ ︷︷ ︸
=Bild(A)=X

∩Y | A−1x︸ ︷︷ ︸
∈Y

∈ Y

 = Y

Da A−1 ∈ L(X) gilt, ist A−1 abgeschlossen in X. Nach vorhergehendem Aufgabenteil
ist also (A−1)Y abgeschlossen in Y . Weil D((A−1)Y ) = Y gilt, ist (A−1)Y ∈ L(Y )
nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen.

Zeige: AY : D(AY )→ Y ist bijektiv. Klar: Bild(AY ) ⊆ Y nach Definition von D(AY ).
Ebenfalls klar: AY ist als Einschränkung von A injektiv. Es bleibt Surjektivität zu
zeigen. Sei dazu y ∈ Y beliebig. Da A surjektiv ist, existiert ein x ∈ D(A) mit Ax = y.
Da A−1Y ⊆ Y gilt, ist x ∈ Y . Insgesamt also x ∈ D(AY ) und AY x = y.

Zeige: (A−1)Y = (AY )−1. Da beide Operatoren Einschränkungen von A−1 sind,
gilt (A−1)Y x = (AY )−1x für alle x ∈ D((AY )−1) ∩ D((A−1)Y ). Bleibt zu zeigen
D((A−1)Y ) = D((AY )−1). Es gilt tatsächlich

D((AY )−1) = Bild(AY ) = Y = D((A−1)Y ).

�

(b) Zeige: B = AY .

•
”
⊆”: Sei x ∈ D(B) ⊆ Y . Zeige: x ∈ D(AY ) und AY x = Bx. Es gilt

Bx = lim
t→0+

S(t)x− x
t

= lim
t→0+

T (t)x− x
t

= Ax.

Folglich ist x ∈ D(A). Da S(t)x−x
t ∈ Y für jedes t > 0 gilt und Y abgeschlossen ist, ist

auch Ax ∈ Y . Folglich ist x ∈ D(AY ) und Bx = AY x.

•
”
⊇”: Sei x ∈ D(AY ), also x ∈ D(A)∩Y und Ax ∈ Y . Zeige: x ∈ D(B) und Bx = Ayx.

Es gilt

Bx = lim
t→0+

S(t)x− x
t

= lim
t→0+

T (t)x− x
t

= AY x = Ax.

Also tatsächlich x ∈ D(B) und Bx = AY x.

�
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