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Losungsvorschlige zum 03. Ubungsblatt

Lemma 7. Sei I C R ein Intervall, a,s € C(I), xg € I und yo € C. Dann hat das Anfangs-
wertproblem

Y'(x) = a(x)y(z)+s(z) (zel),
y(ro) = o

genau eine Losung y € CY(I), welche durch
y(z) = l/oeffo aOdt | ol a(t)dt/ e Jzo a(t)dtg(u)du (1)
Zo

fir alle x € I gegeben ist.

Beweis. Siehe Analysis II. O

Satz 8. von Stone- Weierstraf
Sei (X, 1) ein kompakter Hausdorff-Raum und A C C(X) sei derart beschaffen, dass

e f=1€ A,
o fiir jedes f,g € A und jedes o € K sind f + g, f-g,af, f € A und
o fiir alle x,y € X mit x # y existiert ein f € A mit f(z) # f(y).

Dann ist A dicht in C(X) beziglich der Supremumsnorm || - || .

Beweis. Siehe Literatur. O

Lemma 9. Sei I C R ein Intervall, J = [a,b] und T : I — C(J) stetig beziiglich der Supre-
mumsnorm || - || . Dann ist u : JxI — C definiert durch u(z,t) = T'(t)(z) fir alle (x,t) € Jx 1
stetig.

Beweis. Sei (z,t) € JxITunde >0.DaT :I— C(J) stetig ist beziiglich der Supremumsnorm
|- |los existiert ein &y > 0 derart, dass ||T(s) — T'(t)||,, < § fiir alle s € I N (¢ — 1, + d1)
ausfallt.

DaT'(t) € C(J) gilt, existiert ein é > 0 derart, dass |T'(¢)(z) — T'(t)(y)| = |u(z,t) —u(y,t)| < §
fir alle y € J N (z — d2,x + d2) ausféllt. Sei ¢ := min {d1,d2} > 0. Dann ist

lu(y, s) —u(z, )] < |uly,s) —uly, t)] + [uly, 1) — ulz, )]

lu(8)=u( H)llo <3
< luls) — u@ll + 5 <€
fir alle (y,s) mit ye JN(z —d,x+0) und se€ IN(t—06,t+9). Alsoist u:J x I — C in der
Tat stetig. O
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Aufgabe T7:

(a)

(i)

(iii)

Sei (fn)nen eine Folge in D(A) mit f, 270 fund Af, = —f 2720 g beziiglich der
Supremumsnorm || - || . Zu zeigen ist f € D(A) — also f € C'([0,1]) und f(0) =0
—und Af =g —also —f' =g.

Da (fn)nen und (f])nen konvergent sind beziiglich der Supremumsnorm, ist (f;,)nen
eine Cauchy-Folge beziiglich der Norm ||-[[¢1(j1))- Nach Lemma 1 der Ubung ist

(fn)nen konvergent gegen ein h € C([0, 1]) beziiglich || - le1(0,17)- Wegen der Eindeu-
tigkeit des Grenzwertes ist dann aber h = f und —h/ = —f' = Af = g.

Da gleichméfiige Konvergenz die punktweise Konvergenz impliziert, gilt

£(0) = lim f,(0) = 0.

n—oo
O
Sei A € C. Es gilt A € p(A) genau dann, wenn

Vge X:AlfeDA): (M—-Af = g
eVge(0,1]): AfeCH[0,1]): f(0)=0AVze[0,1]: f'(z) = —Af+g.

Nach Lemma [7]ist dies der Fall. Also ist p(A) = C und (0,00) C p(A).
Fiir jedes g € X ist, ebenfalls nach Lemma |7, R(\, A)g durch

(RO\A)) g(x) = (M — 4)Yg) (z) = e /0 " g(s)ds

fir alle z € [0, 1] gegeben.
Seien A > 0, g € X und x € [0, 1]. Nach vorhergehender Teilaufgabe gilt

e_)‘x/ e*g(s)ds Se_)‘x/ e g(s)|ds
0 0

. T N Y e)\;t_l
< o [T lalloas = ol | S

1 v 1 _
= Nl 5 (1=¢7) <llglle 5 (1=

< gl

(B, A)g) ()| =

>| = >

Folglich ist [|R(X, A)gl|o, < % fiir alle A > 0 und g € X. Damit ist auch

1R, A = sup {|R(A, A)gll [9 € X A lglle =1} <

O
Sei (fn)nen € D(A)N mit f,, — f € X beziiglich | - ||.. Dann gilt

f(0) = lim_f,(0) = 0.

Folglich ist etwa 1pp 3 € X \ D(A) # (). Nach Lemma 1.12 (c) der Vorlesung, ist aber
der Erzeuger einer Cy-Halbgruppe dicht definiert.



(b)

(i)

Versuche den Satz 1.16 der Vorlesung (Hille-Yosida) anzuwenden (mit w = 0, M = 1).
Uberpriife dafiir seine Voraussetzungen.

Klar: (Xo, || ||o) ist Banachraum.
Zeige D(Ap) ist dicht in X(. Betrachte dazu

A= {xHZakwk\neN/\ao,...,anEKAa1:0} C C*(]0,1]).
k=0

Klar: A erfiillt die Voraussetzungen des Satzes [8] Also ist A dicht in X. Auch klar:
p'(0) = 0 fiir alle p € A. Sei nun f € Xy C X und € > 0 beliebig. Nach Obigem
existiert ein p € A mit ||f —p|l,, < §. Insbesondere ist [p(0)] = [f(0) — p(0)] <
If =Pl < §- Dann ist aber g := p — p(0) € D(Ag) und erfiillt die Abschitzung

If =9l <€

Zeige: Ap ist abgeschlossen. Wir erkennen Ay ist der Teil Ax, von A in Xy = D(A)
(siehe Aufgabe 8). Da A abgeschlossen in X nach Teilaufgabe (a) (i) ist, ist Ag abge-
schlossen in Xy nach Aufgabe 8 (a) (i).

Zeige: p(Ap) = C und [|[R(\, Ag)|| < 1 fiir jedes A > 0. Sei dazu A > 0. Klar:
(M —Ap) = (M — A) x,. Nach Teilaufgabe (ii), ist ()\I A) bijektiv und (M —A)"! =
R(\, A) € L(X). Fiir jedes g € X ist (R(\, 4)g)(0) = =9 fo Ag(s)ds = 0. Also
ist R(A, A)Xo C Xp. Nach Aufgabe 8 (ii) ist also ()\I A)x, : (Ao) — X bijektiv
und (A — A)y! = (M — Ax,) ™' = R(\, Ag) = R(), A)x,. Folglich ist A € p(Ag). Als
Einschréinkung von R(), A) erfiillt R(), Ag) die Abschétzung ||R(A, Ag)|| < }.

Sei (T'(t))i>0 die von Ag erzeugte Halbgruppe und = € D(Ap). Nach Satz 1.11 der
Vorlesung ist T'(- ) f fiir jedes f € D(Ap) die eindeutige Losung des Cauchyproblems

u'(t) = Aou(t) (t>0),
uw0) = f

mit u € C1([0,00), Xo) und u(t) € D(Ay) fiir alle t > 0. Wir wollen die Losungen des
obigen Cauchyproblems niher untersuchen. Sei also f € D(Ap) und u eine Losung
des obigen Cauchyproblems. Setze u(x,t) := u(t)(x) fir alle z € [0,1] und alle ¢ > 0
und identifiziere u : [0, 00) — X mit w : [0,1] x [0,00) — C.

Nach Lemma[J]ist u : [0,1] x [0,00) — C stetig.

Zeige: u : [0,1] x [0,00) — C ist in jedem (x,t) € [0,1] x [0,00) ggf. einseitig stetig
partiell nach ¢ differenzierbar mit %—7; = u/(t)(x). Sei dazu (z,t) € [0,1] x [0,00). Es
gilt

_u(@,t+h) —u(z,t) o Jut+ R (@) —u(t)(@)
lim —u(t)(z)] = lm W —u'(t)(x)
_Nu+h)—u@)
< Jim L

wobei der obige Limes fiir t = 0 einseitig zu verstehen ist. Die Stetigkeit von (% U folgt
aus der Stetigkeit von v’ : [0, 00) — X nach Lemma @

Zeige: u : [0,1] x [0,00) — C ist in jedem (z,t) € [0,1] x [0,00) ggf. einseitig stetig
nach z differenzierbar mit %(x,t) = (—Aou(t))(z). Da u(t) € D(Ag) C C(]0,1])
fiir alle ¢ > 0, existiert die ggf. einseitige partielle Ableitung % Da u eine Losung



(iii)

des Cauchyproblems ist, ist ——(m t) = (Aou(t))(z) = /' (t)(z) = %(:p,t) fiir alle
(x,t) € [0,1] x [0, 00). Insbesondere ist —; stetig.

Insgesamt ist also u € C1([0,1] x [0, 00)). Zeige nun:

(2.1) flx—t) firo<t<uz,
u(z,t) =
0 firt >z

fiir alle (z,t) € [0,1] x [0,00). Sei dazu x € [0, 1].

1
Wegen %?(O,t) = 0 fiir alle £ > 0 und u(0) = f(0) = 0, ist u(0,t) = 0 fir alle ¢t > 0.
Fiir ¢ > x sei w : [0, 2] — C gegeben durch w(s) = u(x — s,t — s) fiir alle s € [0, z].
Dann ist w € C([0,2]) N C*((0,)) und

oy Ouo _Ou
w'(s) = 8:1:(:E s,t—s) a( s,t—s)=0

fir alle s € (0,z). Also ist u(z,t) = w(0) = w(z) = u(0,t —z) =0. Fir 0 <t < =z
betrachte w : [0,t] — C definiert durch w(s) = u(z —s,t — s) fiir alle s € [0,¢]. Wieder
ist w’ = 0 fiir alle s € (0,¢) und u(x,t) = w(0) = w(x —¢,0) = f(z —t).

Da D(Ap) dicht in Xy ist, ist

flx—t) fir0<t<u,
0 firt >z

(T(@)f)(x) = {

fiir alle x € [0,1], t > 0 und f € Xp.

Angenommen A erzeugte eine Co-Halbgruppe (S(t)):>0. Dann wire u = S(-)f die
eindeutige Losung des Cauchyproblems

u'(t) = Ault) t>0,
w©0) = f

fiir jedes f € D(A). Die Argumentation der letzten Teilaufgabe zeigt (an keiner Stelle
wurde f/(0) = 0 ausgenutzt), dass

flz—t) fir0<t<uz,
0 firt>x

(S()f)(x) = {
fir alle (z,t) € [0,1] x [0,00) gelten miisste. Das durch f(z) = « fiir alle z € [0, 1]
gegebene f € C*([0,1]) erfiillt f£(0) = 0, also f € D(A). Aber S(t)f ist bei x = t fiir
alle 0 < ¢t < 1 nicht differenzierbar. Insbesondere ist S(¢)f ¢ D(A) fur alle 0 <t < 1.

Aufgabe 8:

(a)

(i)

Sei A abgeschlossen in X. Zeige Ay ist abgeschlossen in Y. Sei dazu (z,)nen eine
Folge in D(Ay) mit x, 2790 ¢ und Ay, 2% y. Zu zeigen ist x € D(Ay) und
Ayx =y, alsox € D(A), x € Y, Az € Y und Ax = y. Da A abgeschlossen in X ist,
ist z € D(A) und Az = y. Da Y abgeschlossen ist, und x,, Az, € Y fiir jedes n € N,
ist auch x = lim,, oo T, € Y bzw. y = lim,, o Az, € Y. O



(ii) Sei A bijektiv A7l € L£(X) und A7YY C Y. Zu zeigen ist Ay ist bijektiv und
(Ay)™h = (A7hy € L(Y).

Zeige: (A~1)y € L(Y). Fiir den Definitionsbereich von (A~!)y gilt

—1 _ -1 -1 _
DAYy ={ze DAY nY|Alzey s =Y

=Bild(4)=X ey

Da A~ € £(X) gilt, ist A~! abgeschlossen in X. Nach vorhergehendem Aufgabenteil
ist also (A~1)y abgeschlossen in Y. Weil D((A1)y) = Y gilt, ist (A7 1)y € L(Y)
nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen.

Zeige: Ay : D(Ay) — Y ist bijektiv. Klar: Bild(Ay) C Y nach Definition von D(Ay).
Ebenfalls klar: Ay ist als Einschrinkung von A injektiv. Es bleibt Surjektivitit zu

zeigen. Sei dazu y € Y beliebig. Da A surjektiv ist, existiert ein z € D(A) mit Az = y.
Da A~'Y C Y gilt, ist # € Y. Insgesamt also # € D(Ay) und Ayz = y.

Zeige: (A71)y = (Ay)~!l. Da beide Operatoren Einschrinkungen von A~! sind,
gilt (A Yyz = (Ay) tx fiir alle x € D((Ay)™') N D((A7')y). Bleibt zu zeigen
D((A™Y)y) = D((Ay)™!). Es gilt tatsichlich

D((Ay)™") = Bild(Ay) = ¥ = D((A™))y).

O
(b) Zeige: B = Ay.
o . C":Seix e D(B)CY. Zeige: v € D(Ay) und Ayz = Bz. Es gilt

_ T _
Bzxr = lim m: lim M:Am.
t—0+ t t—0+ t

Folglich ist x € D(A). Da Sz )t €Y fiir jedes t > 0 gilt und Y abgeschlossen ist, ist
auch Ax € Y. Folglich ist x € D(Ay) und Bz = Ayx.

o DO”:Seix e D(Ay), alsox € D(A)NY und Az € Y. Zeige: v € D(B) und Bx = Ayz.
Es gilt
S(t)xr —x T(t)r —x

Bxr=lim —— = lim ——— = Ayzr = Ax.
t—0+ t t—0+ t

Also tatséchlich x € D(B) und Bz = Ayx.
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