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Satz 10. Divergenzsatz von Gaufl
Seid € N, Q CR? offen und beschrinkt, 0Q € C* und f € CY(Q,C%). Dann gilt

[ peas= [ 223;: -/ Qifn(x)vn(x)da(w) [ (¢ vasts)

wobei v : 0N — R die qufere Einheitsnormale bezeichnet.

Beweis. Siehe Literatur. O

Korollar 11. erste Greensche Formel
Seien d und ) wie im Satz g€ CYQ,C), h e C*Q,C). Dann gilt

[ (aam)@ + (9 (Vi) @)ds = [ g(a) 5 (@)do )
Q o0
Beweis. Betrachte f := gVh € C'(Q,C%). Es gilt
d 2
(-0 = 3 (g ) (0) = 3 52 @) @)+ 97 (@) = (Va) (V@) + (aAR) o)
n=1 n " n=1 " " n

fiir alle 2 € Q. Mit Satz 10| folgt

oh
| o) + @an@ds = [ (9n@de = [ (r-n)@io) = [ @5 @),

g
Aufgabe 12:
- —2
Sei f € D(A). Nach Abschnitt 1.23 der Vorlesung gilt J(f) = {f*} mit f*(z) = L5 (x)%
P

fiir alle z € R%. Zu zeigen ist, dass Re (Af|f*) < 0 gilt. Da f € D(A) = C®°(R?), existiert ein
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R >0 mit f|g(r,0) = 0. Folglich gilt

171 Re[(AFIF9] = IIfIl} " Re

= —Re

/B(R,O)C(Vf(x))' (Vf(x)> |f (@)~ dx] -

Re

[ (9@ F@ (5 - 1) (@B 22Re (@) V@) dw]
B(R,0)°

- /R IV 7 (@)ll3 1 (@) da + (2 = p) /R [reF@v s, 1@ a.

e p > 2: Offensichtlich Re (Af|f*) <0.
e pe[l,2): Esgilt

F@P V@I = F@P 4 [F@vi@], = i@ [ReF@v @)
fiir alle z € R%. Folglich
I 2 Rearlf) = = [ IVF@IBL@P tde+ @ =) [ [ReF@9 1@ 1@ da

IN

(1= [ [reF@vi@], f@pa <o
g

Lemma 12. Seien X,Y Mengen, D(A),D(B) C X und A: D(A) - Y, B: D(B) - Y
Abbildungen derart, dass A C B, A surjektiv und B injektiv ist. Dann ist A = B.

Beweis. Zu zeigen ist nur noch B C A. Sei dazu x € D(B). Zeige v € D(A) und Az = Bzx. Da
A surjektiv ist, existiert ein 2’ € D(A) mit Az’ = Bx. Da D(A) C D(B) gilt, ist 2’ € D(B).
Da B injektiv ist, muss x = 2’ gelten. Folglich ist © € D(A) und Az = Bx. O

Korollar 13. Sei X ein Banachraum, D(A), D(B) C X lineare Teilrdume und A : D(A) — X,
B: D(B) — X lineare Abbildungen mit A C B und p(A) N p(B) # 0. Dann ist A = B.

Beweis. Sei A € p(A) N p(B). Dann ist (M pa) — A) surjektiv und (M ppy — B) injektiv, da
beide bijektiv sind. Da A C B gilt, ist (AMp(4) — 4) € (Mpp) — B). Nach Lemma ist also
(Mp(ay — A) = (Mp(p) — B), woraus A = B folgt. O



Aufgabe 13:

(a) Klar: Y ist linearer Teilraum von X'. Zeige Y ist abgeschlossen. Sei dazu (y),),en eine Folge

I~ Ml x

in Y mit y, —— ¢/ € X' fiir n — 0. Zeige: ¢y € Y. Nach Abschnitt 1.30 und Lemma 1.7
der Vorlesung gilt

M := sup || T(t)|| = sup |T(t)| < oo.
te(0,1] tel0,1]

Sei e > 0 vorgelegt. Wegen ||y, — /|| === 0, existiert ein n € N derart, dass

3
v =l < 537

ausfillt. Da y/, € Y, existiert ein R > 0 derart, dass
7@y = will < 5
fiir alle 0 <t < R ausfillt. Folglich gilt fir alle 0 <t < R
7@y — || 1Ty =T yn|| + 1Ty = vall + [l — V||
T [y = wall + v = 'l + 1) s = vl
(M +D) ||y =yl + [ T@) vp — vnl| <&

VANRVANVAN

Also gilt |T(#)"y' — /|| =25 0 und ¢/ € V.
Firallex € X,y €Y, t,s >0 gilt
(215)y) = (@IT(0)y') = (T(O0)zly’) = (aly’)
(z|St+s)y) = (2Tt —|— s)'y’> = (T(t+ s)x!y’> =(T(t)T(s)zly")
= (z|T(s) "y = (2]S(s)S(t)y) .

Folglich ist S(0) = Iy und S(t + s) = S(t)S(s) fir alle t,s > 0. Also ist S(t)¢>0 eine
Halbgruppe. Wegen der Wahl von Y ist diese stark stetig in ¢ = 0.

Zeige: B = Al . Sei zunéchst y' € D(B). Fir alle z € D(A) gilt

. Sy - ) T(t)x —x . Ttz —=x

/ _ _ / _ /

{eBy') = <x| t—>hr(])%r t t—>hI(])%r t v t—>hI(])%r t ly
= (Azl|y').

Folglich ist 4/ € D(A’) und A’y = By'. Ferner ist y’ € D(B) CY und A’y = By €Y, da
B: D(B) — Y. Folglich ist ' € D(A}) und By’ = Ay y'.

Nach Korollar [13|reicht es p(B) N p(A}) # 0 zu zeigen. Da A bzw. B Erzeuger einer Co-
Halbgruppe sind, liefert Satz 1.16 der Vorlesung (Hille-Yosida), dass (w1,00) C p(B) fiir
ein w; € R und (wq,00) C p(A) fiir ein wy gilt. Sei nun A > max {wy, w2 }.Nach Abschnitt
1.30 (7) der Vorlesung ist p(A’) = p(A) und R(A\, A") = R(\, A)'. Zeige R(\, A")Y C Y. Sei
dazu y' € Y. Es gilt

T(t)RNA)Y = TR\ A)Y = (ROAT®)y = (TR, A)y
= RO\ ATy 55 RN Ay,

also R(\, A")y’ € Y. Nach Aufgabe 8 (a) (ii), ist dann aber A € p(A%) (und man weifl
R(X, AY) = R(X, A)y). Also ist A € p(B) N p(A%).

d
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