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Satz 10. Divergenzsatz von Gauß
Sei d ∈ N, Ω ⊆ Rd offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C1 und f ∈ C1(Ω,Cd). Dann gilt∫

Ω
(∇ · f)(x)dx =

∫
Ω

d∑
n=1

∂fn
∂xn

(x)dx =

∫
∂Ω

d∑
n=1

fn(x)νn(x)dσ(x)

∫
∂Ω

(f · ν)(x)dσ(x),

wobei ν : ∂Ω→ Rd die äußere Einheitsnormale bezeichnet.

Beweis. Siehe Literatur.

Korollar 11. erste Greensche Formel
Seien d und Ω wie im Satz 10, g ∈ C1(Ω,C), h ∈ C2(Ω,C). Dann gilt∫

Ω
(g∆h)(x) + [(∇g) · (∇h)] (x)dx =

∫
∂Ω
g(x)

∂h

∂ν
(x)dσ(x).

Beweis. Betrachte f := g∇h ∈ C1(Ω,Cd). Es gilt

(∇ · f)(x) =
d∑

n=1

(
∂

∂xn
g
∂h

∂xn

)
(x) =

d∑
n=1

∂g

∂xn
(x)

∂h

∂xn
(x) + g

∂2h

∂x2
n

(x) = (∇g)(∇h)(x) + (g∆h)(x)

für alle x ∈ Ω. Mit Satz 10 folgt∫
Ω

(∇g)(∇h)(x) + (g∆h)(x)dx =

∫
Ω

(∇f)(x)dx =

∫
∂Ω

(f · ν)(x)dσ(x) =

∫
∂Ω
g(x)

∂h

∂ν
(x)dσ(x).

Aufgabe 12:

Sei f ∈ D(A). Nach Abschnitt 1.23 der Vorlesung gilt J(f) = {f∗}mit f∗(x) = 1{f 6=0}(x)f(x)|f(x)|p−2

‖f‖p−2
p

für alle x ∈ Rd. Zu zeigen ist, dass Re 〈Af |f∗〉 ≤ 0 gilt. Da f ∈ D(A) = C∞c (Rd), existiert ein
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R > 0 mit f |B(R,0)c ≡ 0. Folglich gilt

‖f‖p−2
p Re [〈Af |f∗〉] = ‖f‖p−2

p Re

[∫
B(R,0)c

(∆f)(x)f∗(x)dx

]

= Re

[∫
B(R,0)c

(∆f)(x)
(
f(x) |f(x)|p−2

)
dx

]

= Re

[∫
B(R,0)c

(∆f)(x)
(
f(x) |f(x)|p−2

)
dx

]
Kor. 11

= −Re

[∫
B(R,0)c

(∇f) ·
(
∇
(
f(|f |2)

p
2
−1
))

(x)dx

]

= −Re

[∫
B(R,0)c

(∇f(x)) ·
(
∇f(x)

)
|f(x)|p−2 dx

]
−

Re

[∫
B(R,0)c

(∇f(x)) · f(x)
(p

2
− 1
)

(|f(x)|2)
p
2
−22 Re

[(
f(x)∇f(x)

)]
dx

]

= −
∫
Rd

‖∇f(x)‖22 |f(x)|p−2 dx+ (2− p)
∫
Rd

∥∥∥Re f(x)∇f(x)
∥∥∥2

2
|f(x)|p−4 dx.

• p ≥ 2: Offensichtlich Re 〈Af |f∗〉 ≤ 0.

• p ∈ [1, 2): Es gilt

|f(x)|p−2 ‖∇f(x)‖22 = |f(x)|p−4
∥∥∥f(x)∇f(x)

∥∥∥2

2
≥ |f(x)|p−4

∥∥∥Re f(x)∇f(x)
∥∥∥2

2

für alle x ∈ Rd. Folglich

‖f‖p−2
p Re 〈Af |f∗〉 = −

∫
Rd

‖∇f(x)‖22 |f(x)|p−2 dx+ (2− p)
∫
Rd

∥∥∥Re f(x)∇f(x)
∥∥∥2

2
|f(x)|p−4 dx

≤ (1− p)
∫
Rd

∥∥∥Re f(x)∇f(x)
∥∥∥2

2
|f(x)|p−4 dx ≤ 0.

�

Lemma 12. Seien X,Y Mengen, D(A), D(B) ⊆ X und A : D(A) → Y , B : D(B) → Y
Abbildungen derart, dass A ⊆ B, A surjektiv und B injektiv ist. Dann ist A = B.

Beweis. Zu zeigen ist nur noch B ⊆ A. Sei dazu x ∈ D(B). Zeige x ∈ D(A) und Ax = Bx. Da
A surjektiv ist, existiert ein x′ ∈ D(A) mit Ax′ = Bx. Da D(A) ⊆ D(B) gilt, ist x′ ∈ D(B).
Da B injektiv ist, muss x = x′ gelten. Folglich ist x ∈ D(A) und Ax = Bx.

Korollar 13. Sei X ein Banachraum, D(A), D(B) ⊆ X lineare Teilräume und A : D(A)→ X,
B : D(B)→ X lineare Abbildungen mit A ⊆ B und ρ(A) ∩ ρ(B) 6= ∅. Dann ist A = B.

Beweis. Sei λ ∈ ρ(A) ∩ ρ(B). Dann ist (λID(A) − A) surjektiv und (λID(B) − B) injektiv, da
beide bijektiv sind. Da A ⊆ B gilt, ist (λID(A) − A) ⊆ (λID(B) − B). Nach Lemma 12 ist also
(λID(A) −A) = (λID(B) −B), woraus A = B folgt.
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Aufgabe 13:

(a) Klar: Y ist linearer Teilraum von X ′. Zeige Y ist abgeschlossen. Sei dazu (y′n)n∈N eine Folge

in Y mit y′n
‖ · ‖X′−−−−→ y′ ∈ X ′ für n→∞. Zeige: y′ ∈ Y . Nach Abschnitt 1.30 und Lemma 1.7

der Vorlesung gilt
M := sup

t∈[0,1]

∥∥T (t)′
∥∥ = sup

t∈[0,1]
‖T (t)‖ <∞.

Sei ε > 0 vorgelegt. Wegen ‖y′n − y′‖
n→∞−−−→ 0, existiert ein n ∈ N derart, dass∥∥y′n − y′∥∥ < ε

2(M + 1)

ausfällt. Da y′n ∈ Y , existiert ein R > 0 derart, dass∥∥T (t)′y′n − y′n
∥∥ < ε

2

für alle 0 ≤ t < R ausfällt. Folglich gilt für alle 0 ≤ t < R∥∥T (t)′y′ − y′
∥∥ ≤

∥∥T (t)′y′ − T (t)′y′n
∥∥+

∥∥T (t)′y′n − y′n
∥∥+

∥∥y′n − y′∥∥
≤

∥∥T (t)′
∥∥∥∥y′ − y′n∥∥+

∥∥y′n − y′∥∥+
∥∥T (t)′y′n − y′n

∥∥
≤ (M + 1)

∥∥y′ − y′n∥∥+
∥∥T (t)′y′n − y′n

∥∥ < ε.

Also gilt ‖T (t)′y′ − y′‖ t→0+−−−→ 0 und y′ ∈ Y .

(b) Für alle x ∈ X, y′ ∈ Y , t, s ≥ 0 gilt〈
x|S(0)y′

〉
=

〈
x|T (0)′y′

〉
=
〈
T (0)x|y′

〉
=
〈
x|y′

〉〈
x|S(t+ s)y′

〉
=

〈
x|T (t+ s)′y′

〉
=
〈
T (t+ s)x|y′

〉
=
〈
T (t)T (s)x|y′

〉
=

〈
x|T (s)′T (t)′y′

〉
=
〈
x|S(s)S(t)y′

〉
.

Folglich ist S(0) = IY und S(t + s) = S(t)S(s) für alle t, s ≥ 0. Also ist S(t)t≥0 eine
Halbgruppe. Wegen der Wahl von Y ist diese stark stetig in t = 0.

(c) Zeige: B = A′Y . Sei zunächst y′ ∈ D(B). Für alle x ∈ D(A) gilt〈
x|By′

〉
=

〈
x| lim

t→0+

S(t)y′ − y′

t

〉
= lim

t→0+

〈
T (t)x− x

t
|y′
〉

=

〈
lim
t→0+

T (t)x− x
t

|y′
〉

=
〈
Ax|y′

〉
.

Folglich ist y′ ∈ D(A′) und A′y′ = By′. Ferner ist y′ ∈ D(B) ⊆ Y und A′y′ = By′ ∈ Y , da
B : D(B)→ Y . Folglich ist y′ ∈ D(A′Y ) und By′ = A′Y y

′.

Nach Korollar 13 reicht es ρ(B) ∩ ρ(A′Y ) 6= ∅ zu zeigen. Da A bzw. B Erzeuger einer C0-
Halbgruppe sind, liefert Satz 1.16 der Vorlesung (Hille-Yosida), dass (ω1,∞) ⊆ ρ(B) für
ein ω1 ∈ R und (ω2,∞) ⊆ ρ(A) für ein ω2 gilt. Sei nun λ > max {ω1, ω2}.Nach Abschnitt
1.30 (7) der Vorlesung ist ρ(A′) = ρ(A) und R(λ,A′) = R(λ,A)′. Zeige R(λ,A′)Y ⊆ Y . Sei
dazu y′ ∈ Y . Es gilt

T (t)′R(λ,A′)y′ = T (t)′R(λ,A)′y′ = (R(λ,A)T (t))′y′ = (T (t)R(λ,A))′y′

= R(λ,A′)T (t)′y′
t→0+−−−→ R(λ,A′)y′,

also R(λ,A′)y′ ∈ Y . Nach Aufgabe 8 (a) (ii), ist dann aber λ ∈ ρ(A′Y ) (und man weiß
R(λ,A′Y ) = R(λ,A′)Y ). Also ist λ ∈ ρ(B) ∩ ρ(A′Y ).
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