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Aufgabe 1

a)

b)

Eine injektive Abbildung ist beispielsweise gegeben durch f1: M — N, 2+— 2,4+ 4,7 — 8.
Nicht injektiv ist etwa fo: M — N, 2 — 2,4 — 2,7 — 8. Beide Abbildungen sind nicht
surjektiv. Surjektive Abbildungen und damit auch bijektive Abbildungen von M nach N gibt
es nicht, weil N mehr Elemente als M enthalt.

Aus dem gleichen Grund existiert keine injektive Abbildung von N nach M. Ist beispielsweise
g N—->M,2+— 24+ 2,8+ 2und 9 — 7, so ist g; nicht surjektiv. Definiert man z.B.
g2: N — M durch 2+ 2,4 — 2, 8+— 4 und 9 — 7, dann ist go surjektiv.

Sein € Nund 7: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} eine Funktion.

“=": Sei 7 injektiv. Betrachte die Bildmenge B := n({1,2,...,n}) = {n(1),7(2),...,7(n)}
von w. Wir behaupten, dass diese n verschiedene Elemente enthélt. Falls ndmlich B aus
weniger als n Elementen bestiinde, miisste es zwei verschiedene Elemente x1,z2 € {1,2,...,n}
geben mit m(x1) = m(x2). Dies steht aber im Widerspruch zur Injektivitidt von 7, so dass
solche x1, xo nicht existieren. Also enthélt B tatsdchlich n verschiedene Elemente und wegen
B c{1,2,...,n} muss B ={1,2,...,n} gelten. Also ist 7 surjektiv.

“«<": Hier miissen wir folgende Implikation begriinden: Falls 7 surjektiv ist, so ist 7 injektiv.
Diese schreiben wir mittels Kontraposition dquivalent um: Falls 7 nicht injektiv ist, so ist m
nicht surjektiv. Um die letzte Aussage einzusehen, setzen wir voraus, dass 7 nicht injektiv
ist. Darum gibt es z1,22 € {1,2,...,n} mit x; # 22 und 7(x;) = w(x2). Hieraus folgt, dass
7({1,2,...,n}) = {n(1),7(2),...,7m(n)} weniger als n (verschiedene) Elemente enthélt und
somit 7({1,2,...,n}) # {1,2,...,n} gilt. Das bedeutet, dass 7 nicht surjektiv ist.

Aufgabe 2

a)

f1 ist injektiv, denn fiir alle z,y € R\ {0, 1} gilt
filz) = fily) = z=y.

f1 ist auch surjektiv. Um dies zu begriinden, miissen wir zeigen, dass es zu jedem y € R\ {0, 1}
ein x € R\ {0,1} gibt mit fi(z) = y. Sei dazu y € R\ {0,1}. Ist z :=y € R\ {0, 1} gesetzt,
so gilt fi(z) = v.

Da f; sowohl injektiv als auch surjektiv ist, ist fi bijektiv. Daher existiert die Umkehrfunktion
fflz R\{0,1} — R\ {0, 1} von f;. Zur Berechnung von ffl losen wir die Gleichung fi(x) =y
nach z auf (hier sind x € R\ {0,1},y € fi(R\ {0,1}) =R\ {0,1}): fi(zx) =y & =z =uy.
Alsoist f{1: R\ {0,1} — R\ {0,1}, y — .

Fiir jedes z € R\ {0,1} gilt

x _1—.%‘+1’ 1

=1 = .
fa(z) +1—:1: 1—=z 1—=x
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fo ist injektiv, denn fiir alle z,y € R\ {0, 1} ergibt sich

z,y#1 1

r#y = z—-1#y—-1 #yil = fo(z) # fa(y) .

r—1

fo ist auch surjektiv: Sei y € R\ {0,1}. Fiir x :=1 — % € R\ {0,1} gilt

1 1

f2(m):1—(1—§):1—1+§:

Y.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass fo bijektiv ist und daher die Umkehrfunktion f5 ! existiert.
Dem Beweis der Surjektivitéit von fo entnehmen wir f2_1: R\{0,1} - R\{0,1},y — 1 — %
Fiir alle z € R\ {0,1} gilt f3(z) =1 — 2 = f; *(x). Also sind f3 und f, ' identisch. Da f, !

T

bijektiv ist, gilt das selbe auch fiir f3. Auerdem ergibt sich f; L= .

b) Da f; die Identitdt auf R\ {0, 1} ist, gilt fi o fi = f fiir alle k € {1,2,3} und f;o fi = f; fiir
alle j € {1,2,3}. Ferner erhalten wir wegen fo = f3* und f3 = f;* fiir jedes € R\ {0,1}
(fs0 f2)(@) = fs(fal2)) = fo(f5 ' (2)) = = = fila),
(f20 f3)(@) = Fof3(2)) = fo(f5 ' (2)) = = = fa(a),
d.h. fyo fo = f1 und fy o f3 = f1. Uberdies erkennen wir fiir jedes 2 € R\ {0,1}
1 1 1-— -1 1
e (o) = Rl = g5 == T~ Top-1 7 5 < 1Ta A
1 —1-
Uso (@) = folfsle) =1~ s =1- oy =1- Ty = = o = o),
d.h. foo fo= f3und f3o f3= fa.
Aufgabe 3

a)

i) Wir argumentieren mit Hilfe von Kontraposition und zeigen die #quivalente Aussage:
Falls f nicht injektiv ist, dann ist auch A := g o f nicht injektiv.
Sei dazu f: X — Y nicht injektiv, d.h. es gibt 21,22 € X mit x1 # xo und f(z1) = f(x2).
Dann folgt aber h(z1) = g(f(z1)) = g(f(z2)) = h(x2); also ist h nicht injektiv.

ii) Erneut verwenden wir Kontraposition. Sei g nicht surjektiv, d.h. g(Y) # Z, also: Es

gibt ein z € Z so, dass fiir alle y € Y gilt: g(y) # 2. Insbesondere gilt dann aber
h(z) = g(f(z)) # = fiir alle € X, d.h. h ist nicht surjektiv.

i) Die Funktionen f: X — Y und g: Y — Z seien bijektiv, d.h. injektiv und surjektiv.

Um die Bijektivitdt von h := g o f zu zeigen, miissen wir begriinden, dass h sowohl
injektiv als auch surjektiv ist.

Zuerst zeigen wir, dass h injektiv ist, dass also fiir alle x1, 20 € X gilt:
Aus x1 # xg folgt h(z1) # h(z2).

Seien x1, 29 € X mit x1 # xo beliebig. Zu zeigen ist h(z1) # h(z2).

Wegen der Injektivitit von f gilt dann f(x1) # f(z2). Wegen der Injektivitéit von g folgt
daraus aber g( f (:cl)) =+ g( f(z2)), und nach Definition der Komposition bedeutet dies
gerade h(z1) # h(x2).

Jetzt miissen wir noch die Surjektivitéit von h zeigen; diese folgt aus der Surjektivitét
von f und g. Zu zeigen ist h(X) = Z, also:

Zu jedem z € Z existiert ein x € X mit h(x) = z.



Sei dazu z € Z beliebig. Nun miissen wir ein € X mit h(xz) = z angeben.
Da g surjektiv ist, existiert zu z ein y € Y mit g(y) = z. Da f surjektiv ist, gibt es zu
diesem y € Y ein x € X mit f(z) = y. Es folgt:

h(z) = g(f(z)) = g(y) = =

ii) Esseien h = go f surjektiv und g injektiv. Wir wollen zeigen, dass dann f surjektiv ist.

Sei dazu y € Y beliebig. Nun miissen wir begriinden, warum es ein z € X mit f(x) =y
gibt. Da h: X — Z surjektiv ist, existiert zu g(y) € Z ein x € X mit

9(y) = h(z) = g(f(x)).

Wegen der Injektivitéit von g folgt hieraus y = f(x) und damit die Surjektivitit von f.

Aufgabe 4

a)

b)

Wegen
o+ 1] = T+ 1 fire+1>0 rz+1 firz> -1
| —(z+1) firz4+1<0 | —z—1 firz<-1

und
o — 4] = z—4 firz—4>0 r—4 firxz >4
| —(x—4) firz—4<0 | —z+4 firz<4

fithren wir die Fallunterscheidung x € (—oo,—1), z € [—1,4), x € [4,00) durch, um die
Betrige aufzultsen.

1. Fall: x € (—o0,—1). Es gilt
lz—4|=z+1 < —(z—-4)=—-(z+1) & —2z4+4d=-z-1 & 4=-1
Dies ist falsch. Daher ist die gegebene Gleichung fiir kein x € (—oo, —1) erfiillt.
2. Fall: x € [—1,4). Es gilt
lz—4|=z+1 & —(z—-4)=2+1 & —ax+4=z+1
& —2=-3 & x=3/2

In diesem Fall ist die gegebene Gleichung genau fiir x = 3/2 € [—1,4) erfiillt. [Hierbei ist zu
beachten, dass man 3/2 € [—1,4) priifen muss. Andernfalls wiirde man die Zahl 3/2 in diesem
Fall nicht betrachten und kénnte nicht folgern, dass 3/2 die gegebene Gleichung erfiillt.]

3. Fall: x € [4,00). Es gilt

lt—4|=z+1 & z—-4=z+1 < —-4=1
Dies ist falsch. Daher ist die gegebene Gleichung fiir kein x € [4, c0) erfiillt.
Fazit: |x —4| = |z + 1] & z=3/2.

Alternativ fithren auch geometrische Uberlegungen zum Ziel: Gesucht sind diejenigen z € R,
_3
=3,

die denselben Abstand zu 4 wie zu —1 haben, d.h. z liegt genau in der Mitte: x = #

Die Ungleichung |2z| > |5 — 2z| besagt im Fall = 0: 0 > 5. Dies ist falsch. Deshalb kann
|2z| > |5 — 2z| nur fiir € R\ {0} erfiillt sein. Fiir solche x gilt

5—2 5—2 )
2z] > |5 — 22| < <1 & -1< Tl e 0<><2
2x 2x 2x
~——
=51
2z
& 2 >1 & >
5772 7y



c)

d)

e)

Es ist
2-2-2<1 & -1<2-12—-2/<1 & -3<—2—z/<-1
& 1<2-z/<3 & 1<2—-2<3 oder 1<—(2—2)<3
< 1<2—2z<3 oder —3<2
& —1<z<1 oder 3<x<5 & ze[-1,1JU]3,5].
Wir unterscheiden drei Félle:
1. Fall: x € (—o0,—1). Mit |z + 1| = —(x + 1) und |z — 1| = —(z — 1) ergibt sich
|z + 1|+ |z — 1| = —2z.

Deshalb gilt
lt+1+]z—-1>2 & -22>2 & z<-1.

2. Fall: z € [-1,1). Hier ist [t + 1| =2+ 1 und |z — 1| = —(x — 1), also

|z + 1|+ |z —1] = 2.
Demzufolge lautet in diesem Fall die Ungleichung: 2 > 2. Diese ist unlosbar.
3. Fall: © € [1,00). Wegen |z + 1| =z + 1 und |z — 1| =  — 1 folgt

|z + 1|+ |z — 1| =2z

und damit
lz+1+jz—-1>2 & 2z>2 < z>1.

Zusammenfassend haben wir:

lt+1|+]z—1>2 & x<-loderz>1 <& z€(—o00,—1)U(1,00).

Wir fithren eine Fallunterscheidung durch.

1. Fall: x < 0. Dann ist |z| = —z, und es gilt
3
T 4 s 3z <4r’(l—z) & 0<—42% 442 - 32

1+ |z|

3 1,2 1

el ed) o 0l l) el

& 0< —4z(z a:+4 & 0< xx2+2

—_——

>1>0

&S 0< -4z & zx<0.

2. Fall: x > 0. Dann ist |x| = z, und es gilt

3
Y i o 3w<4?(liz) o 0<4z®+4a 3¢
1+ |z
) 3 12
& 0<4x(x —|—£L’—Z) & 0<4l’|:(l‘+§> —1}
1\2
zéo 4xr >0 und (ac—l—i) —-1>0

1
< >0 und ‘x+§‘>1

1 1
x>0 und <:E—|—§>1 oder —(CL’+§)>1)

i3

1 1
< x>0 und <x+§>1 oder x+§<—1)

1
& x>0 und <x>§ oder x<—g>
= >1
T > —.
2

T

lilx\ < 422 genau fiir z € R mit z < 0 oder z > %

Demzufolge gilt

4

—z<-1 & —-1<-2<1 oder —5<—x

< -3



f) Auf keinen Fall kommt z = 1 in Frage, denn die Division durch 0 ist nicht definiert. Ansonsten
multiplizieren wir die Ungleichung mit 1 — 2. Dabei miissen wir zwei Félle unterscheiden:

1. Fall: Sei zundchst 1 — x > 0, also z < 1. Multiplikation mit 1 — = liefert
1
2wt ——>1 & nl-n+lzl-z 2r —22*+1>1-x
& 3r-22>0 & z2(3-2z2)>0.
Die letzte Ungleichung gilt genau dann, wenn = > 0 und 3 — 2x > 0 oder aber wenn z < 0
und 3 — 2z < 0 sind.

> 0 und 3 — 2z > 0 bedeutet x > 0 und x < 3/2, also 0 < z < 3/2. Da wir im 1. Fall nur
x < 1 betrachten, ergibt sich also 0 < x < 1.

< 0 und 3 — 22 < 0 bedeutet z < 0 und = > 3/2, was nicht gleichzeitig moglich ist.

2. Full: Jetzt sei 1 —x < 0, also x > 1. Dann dreht sich bei Multiplikation mit 1 — x das >
um, und wir erhalten

2r + >1 & 2zx(1l—-2)+1<1—-2z < z(3—2x)<0.

1—2
Diese Ungleichung gilt genau dann, wenn = > 0 und 3 — 2z < 0 oder aber wenn z < 0 und
3 — 2x > 0 sind.
x > 0 und 3 — 2z < 0 bedeutet z > 0 und = > 3/2, also x > 3/2.

x < 0und 3 —2x > 0 bedeutet x < 0 und = < 3/2, also < 0. Da wir im 2. Fall nur z > 1
betrachten, ist dies hier nicht mdoglich.

Insgesamt: Die Ungleichung ist genau dann erfiillt, wenn 0 < x < 1 oder = > 3/2.

Aufgabe 5
Seien x,y € R beliebig. Wir betrachten die beiden Félle x —y > 0 und z — y < 0.
1. Fall: x > y. Dann ist |x — y| = = — y, und es gilt

r+y+lr—yl x4+yt+z-—y 2z
= = — =z = max{z,y},
2 2 2
cty—le—yl _z+y—(@—y) 2

5 5 =5 =y= min{z, y}.

2. Fall: v < y. Dann ist |z —y| = —(z —y) = —z +y, und es gilt

r+ytlr—yl r+y-—xz+y 2y

5 = 5 = - =y =max{z,y},
r+y—lz—yl _r+ytr-—y 2 :
5 = 5 =5 =z = min{z, y}.
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