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Aufgabe 1
a) i) Nach der Kettenregel ist die Funktion f auf (0, co) differenzierbar und fiir alle x > 0 gilt

1 1 1 1

/ — . f— _2 = —_ p—
f(x)_1+x2+l—|—(x*1)2 (==7) 1+22 22+1

0.

Da die Ableitung von f auf (0,00) verschwindet, ist f dort konstant. Fiir alle z > 0 gilt

f(x) = f(1) = 2arctan(l) =2- 5 = 7.
ii) Auf (0,7/2) ist g differenzierbar mit
1 —1
Jd(2) = ——— " (—sinz) - ———-cosx
1 — cos?(x) 1 —sin?(z)
- 1 (—sinz) — -1 s — —sinz n Ccos T
sin?(x) cos?(x) lsin(z)| ~ |cos(x)
=-14+1=0, da sinz > 0,cosz > 0 fiir alle z € (0,7/2).

Folglich ist g auf (0,7/2) konstant mit
g(x) =g(mw/4) = arcsin(%\/i) - arccos(%\/i) =n/4d—7/4=0 fiir alle z € (0,7/2).
AuBerdem sind

g(0) = arcsin(1) — arccos(0) = 7/2 —7/2 =0,
g(m/2) = arcsin(0) — arccos(1) =0—-0=0.

b) Die Funktion f: (0,00) — R, z +— 22 ist auf (0, 00) differenzierbar. Um das Monotoniever-
halten von f zu untersuchen, betrachten wir f’. Fiir jedes x > 0 gilt

l-55—(11r1:1:)~1_1—1nac {>O fir x <e,

!/ .z
Fla) = 2 a2 <0 fiir z > e.

wachsend

fallend . Fiir 2,y € (0, 00) ergibt sich

. (0,€)
Somit ist f auf { (e, 00) streng monoton

. . Exp.fkt. streng mon. wachsend
Y > y:v § P In(z) > ot In(y) é

— m<“">>1“;y> = f@)>f).

y-In(z) >z - In(y)

X

Da 7 > e und f auf (e, 00) streng monoton fallend ist, folgt f(7) < f(e). Deshalb liefert obige
Aquivalenzkette e™ > €.
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Aufgabe 2

Sei n € N fest und ay,...,a, € R. Wir untersuchen die Funktion f: R — R, z +— Y7_,(z — ay)?
auf Extremstellen. Nach der Kettenregel ist f auf R differenzierbar und es gilt fiir jedes x € R

n

f(z) 222@—%) :2nx—22ak.

k=1 k=1
Also ist
1 n
"2)=0 = =— g =:2.
f'(x) z n 2 ay Zo

Es gilt f”(z) = 2n fiir alle x € R, also insbesondere f”(z¢) = 2n > 0. Nach der Bemerkung in
Abschnitt 10.10 ist z¢ die Stelle eines lokalen Minimums von f. Wegen f(x) — oo fiir z — 400
nimmt die stetige Funktion f in x( ihr globales Minimum an. Deshalb ist a = xg = %(al +...+an),
d.h. das anzugebende Messergebnis entspricht dem arithmetischen Mittel aller Messwerte.

Aufgabe 3

a) Wir versuchen, ob wir die Regeln von de I'Hospital anwenden kénnen. Hier konvergieren
Zéhler und Nenner gegen 0, die Ableitung des Nenners ist in der Ndhe von 0 ungleich 0, aber

(22 cos(1/z)) i 2z cos(1/z) + 2% sin(1/z) % y 2x cos(1/x) + sin(1/x)
= = lim
z—0  (sinz)’ z—0 cos a—0 cos &

existiert nicht, denn fiir @, := ((n+ 3)7)~! hat der Bruch den Wert (—1)"/ cos z,,. Die Regel
von de I’Hospital ist nicht anwendbar; der urspriingliche Grenzwert existiert aber:

< ~xcos(l/z) =1-0=0.
x

b) Wegen lim,_,gsin(cos z) = sin(cos 0) = sin(1) # 0 ist
x 0

li = =0.
Py sin(cosx)  sin(1)

c) Hier wenden wir zweimal hintereinander die Regel von de I’'Hospital an (jeweils fiir ,,8“; die
Ableitung des Nenners hat in der Nihe von 1 keine Nullstellen). Wegen (%) = (e®"%) =
z¥(zlnz) = 2%(1 + Inx) ergibt sich

. ¥ —z . 2*(14+Inz)—1 ) mx(1+lnx)2+xxi 1+1
lim ——— = lim 1 = lim T = =-2.
z—11 — $+1H.’B x—1 —1 + P r—1 —=z -1

d) Hier kann man die Regel von de ’'Hospital zweimal anwenden (jeweils ,,%2“ und die Ableitung
des Nenners ist fiir positive z ungleich 0). Dies fiihrt auf
sinh x . coshz . sinhzx

im = lim — = lim (falls die Grenzwerte existieren),
z—oo coshz  z—oo sinhz  z—oo cosha

hilft also nicht, den Grenzwert zu berechnen. Einfaches Kiirzen mit e* liefert aber

. sinhz .oet—e? L l—e 2 1-0
lim = lim —— = lim = =

= =1.
z—o0 cosh x z—oo et 4+ e 7T z—o0 1 + e 2z 140




Aufgabe 4

a)

b)

Die durch f(z) := In(14x) definierte Funktion f: (—1,00) — R ist beliebig oft differenzierbar.
Wegen

/ 1 " - -1 " - 2 " o —6
Rl E—
(1+x)

f(0> — O7 f/(o) — 17 f//(o) — _17 f///(o) — 27 f////(o) _ _6
und fiir das Taylorpolynom Ty (f;0) ergibt sich
4

k
T —

\

(z—0)" =0+z+ 4 (—1)2® + & 22° + § (—6)z*

[e=]

241 3T —ix‘l

I\JM—I

Sei > 0. Um die Abschéitzung 0 < In(1 + z) — Ty(f;0)(z) < & 2° zu zeigen, verwenden wir
den Satz von Taylor. Dieser besagt, dass es ein £ zwischen 0 und x gibt, d.h. £ € [0, x], mit

f(4+1)(§) (33 _ 0)4+1

f(z) =Tu(f;0)(x) + (4+1)!

)

also mit

(5)
1) - Ta(:0)(w) = T2 0

. . . (5) . . .
Somit reicht es, die Abschitzung 0 < ! 5!(5) 20 < %IL‘B einzusehen. Diese ist erfiillt, denn:

= — >
5L 0 T B (1rept T
fO 5 1 24 5 _ 1 1 5_ 1 5
= = < - = —
5L 0 T At S5 1ropt 57

Die durch f(z) := In(2+z) gegebene Funktion f: (—2,00) — R ist beliebig oft differenzierbar
und es gilt fiir jedes x € (=2, 00)

1 yoy 1

fl(a) =

Also haben wir f(0) = In2 und f/(0) =
x € [—1,1] ein £ zwischen 0 und z mit

Nach dem Satz von Taylor gibt es zu jedem

N[ =

, £(€) v 2
f(@) = FO) + f Q)+ prat =245 — 5
Daher gilt wegen ¢ € [—1, 1]
.’L‘2 x2 .’L'2
-2 5= || < smoie = 7

Wir kénnen somit ¢ =In2 und b = ¢ = % wahlen.



c) Die Funktion f:[0,1] = R, z+— e " + H% ist beliebig oft differenzierbar mit

1 neoN — - 2 T 6
ma fli(z)=e +m» [ z) = —e _m-

fl@) = —e -
Daher sind
f=PrE Pl =g, =P b

1
2
und das Taylorpolynom Th(f; %) lautet

Sei x € [0, 1]. Nach dem Satz von Taylor existiert ein £ zwischen % und z mit

Fe©)

(2+1)! (=)

flx) =To(f; 3)(@) +

)

also mit

1, 1.

|f(x) = Ta(f; 5)(2)| = 31

Wegen £ > 0 ergibt sich

) 1 ( e 6 ) e ¢ 1 1 1 7

= — —_— = — < — = —

31 6\ Tarol) T 6 TareoiSe T arot 6
demnach gilt die gewiinschte Abschétzung z.B. mit C = %

Aufgabe 5
a) Fir alle z € R mit |z| < 1 ist die Potenzreihe

= -1 nt12”
o=

absolut konvergent und damit konvergent, denn es gilt

(oS 2" ) 1
S« S - L
n=1 n n=1 1 ’ ‘

Somit folgt fiir den Konvergenzradius R dieser Potenzreihe R > 1. Gemafl 10.11 ist f auf
(—1,1) differenzierbar und fiir jedes € R mit |z| < 1 ergibt sich

Fla) =S Sy = Y ) =
n=1 n= k=0 l+z
Wegen .
(In(1 +:1:)), =11a

stimmen die Ableitungen von f und x — In(1 + z) iiberein. Daher unterscheiden sich beide
Funktionen nur durch eine additive Konstante. Wegen f(0) = 0 = In(1+0) ist diese Null und
die behauptete Identitat ist bewiesen.

Bemerkung: Die Reihendarstellung von g(z) := In(1 + z) um 0 ldsst sich auch mit Hilfe des
Satzes von Taylor herleiten. Man verwendet dazu g™ (z) = (=1)""*(n—1)! (1 4+ )" fiir alle
€ (—1,1) und alle n € N.



b) Bezeichnen wir die Funktion, die durch die Reihe deﬁniert Wird, mit f (man beachte, dass f
auf (—1,1) wegen Y 2, [(—1)" n2_n| <Yz = — |z| wohldefiniert ist!), so gilt
fiir jedes |z < 1

> nan! > xk
Fla) = 30— = (- Z 1y
n=2 n=2

Diese Reihe stellt laut a)-Teil die Funktion z — In(1 + z) dar, d.h. es ist f/(z) = In(1 4 z).
Aufgrund von (yIny — y)' = Iny folgt fiir alle |z| < 1

f@y=04+zx)n(l+2)—(1+x)+c
mit einem ¢ € R. Wegen f(0) = 0 ergibt sich ¢ = 1. Somit erhilt man als Endergebnis

> (D' = (1+2) (1 +2) - 2.

n=2
Bemerkung: Man kommt auch ohne Differenzieren aus; wegen der Darstellung

S = e () =

ldsst sich der Wert direkt mit Hilfe der Logarithmusreihe aus a) ermitteln.

c) Fir jedes z € (—1,1) gilt

f(@)=In((1-2)(1+2)) =In(l —z) + In(1 + z) 2) i(—l)”‘*‘1 (z2)" + i(—l)”“ﬁ

n n
n=1 n=1
(DM 1)" (D L oD
DI oy LU,
n=1 n=1
=:an
Wie in Abschnitt 10.11 der Vorlesung gesehen, ergibt sich
-1-1
F29(0) = 20! agy = 20! =—2-19!,
141
FOV(0) = 31lag = 311~ — 0.

31
Aufgabe 6

Wir machen einen Potenzreihenansatz y(z) = > 7 jana” fiir alle z € R, wobei a,, € R, n € Ny,
zu bestimmende Koeffizienten sind. Wegen y(0) = 1 ist ap = 1. Eine Potenzreihe diirfen wir im
Inneren ihres Konvergenzintervalls nach Satz 10.11 gliedweise differenzieren; es gilt fiir alle z € R

o0
= g na,xr"”
n=1

Dies soll fiir jedes « € R iibereinstimmen mit

o0 o0
= g anz"t = Zak_gznk_l )
n=0 k=2

Nach dem Identitétssatz fiir Potenzreihen (Koeffizientenvergleich) ist dies genau dann erfiillt, wenn
a1 =0 und nay, = an—o fur alle n € N mit n > 2

gilt. Durch Induktion erhélt man hieraus a3 = a5 = a7y = ... = 0 und ag, = fir alle k € Ng.

Somit ist fiir jedes x € R

2
Za2k+1l‘2k+ +Za2kw _0+22kk' ;1;(3: )k:er/Q.

z2/2

QkM

Wie man leicht nachrechnet, geniigt y: R — R, x — ¢¥ /<, tatsichlich den geforderten Bedingungen.
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