Kurze Zusammenfassung Montag 12.01.2015 (Bemerkung: Die Zahlen der Art z.B. 10.14
sind Bezug im Skript.)

Satz 0.1 (10.14 Ableitung von Potenzreihen). Sei > °  an(z — xo)" eine reelle Potenzreihe mit
Konvergenzradius R € (0,00], I := (xg — R, xo + R) und

f:I—=R  xw— f(z):=) a,(zr—mz)".

n=0

Dann ist  auf I differentierbar (insbesondere stetig), und f'(x) =Y oo nay(x —zo)""' Va € L.

Die Gleichung 2" =c¢,c € C Um die Gleichung zu 16sen schreibt man ¢ in Polarkoordinaten
(c = re'®) und benutzt man den Folgenden Satz

R 5 1, (2im+9)
Satz 0.2. Die Liosungen von 2" = re'® sind: zj =rwnet » ,j=0,1,....,n— 1.

11.1 Definition des Riemann Integrals

Im Rest der Vorlesung sind a,b € R mit @ < b und f : [a,b] — R beschrinkt, d.h. das Bild
f(la,b]) = {f(x) : x € [a,b]} von f ist beschrénkt.

Ober- und Untersummen, oberes und unteres Integral

Definition 1. 7 := {xo,21,...,2,} heifit eine Zerlegung von |a,b], falls a = zog < 1 < ... <
=b.
Sei Z = {xg,z1,...,x,} eine Zerlegung von [a,b]. Fir j =1,2,... n setze
Ij = [ZEj_l,ZEj]7 |IJ| =T L1, My = lllff(jj), Mj .= Sup f(I])

s(Z) =y myllj] [Sf(Z) =i Mj\qu heiBt Untersumme [Obersumme| von f bzgl. Z

Sei m := inf f([a,b]) und M = sup f([a, b]).

Satz 0.3. Seien Zy, Zy Zerlegungen.
(1) Es gilt m(b —a) < s¢(Z1) < Sp(Zy) < M(b—a).
(2) Ist Zl Q Zg, SO ngt Sf(Zl) S Sf(Zg) S Sf(ZQ) S Sf(Zl)

Definition 2. s; := sup{s;(Z) : Z ist Zerlequng von [a,b|}(unteres Integral von f tber |a,b])
Sy =1inf{S¢(Z) : Z ist Zerlegung von [a,b]}(oberes Integral von f iiber [a,b]).

Es gilt m(b—a) < sy < Sy < M(b— a).

Riemann Integrierbarkeit, Riemann Integral

Definition 3 (11.2). f heifit (Riemann-)integrierbar (ib), falls sy = Sy gilt.

In diesen Falle heifst
/fdx—/f dx := S(= s)
b].

das (Riemann-)Integral von f tber |a, b]

Definition 4. R[a,b] := {g : [a,b] — R : g beschrinkt und integrierbar}
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Fiir eine Zerlegung Z (Notation gleich wie gestern), definieren wir
| Z|| == max{|l;| : 7 =1,2,...,n} (Feinheit von 7).

Ein n-Tupel £ = (&1, ..,&,) heifit passender Zwischenvektor, wenn &; € I; fiir jedes j = 1,...,n
gilt. Fiir einen solchen & heifit
=> &)
j=1

eine Riemannsche Summe. Wegen m; < f(&;) < M; gilt dabei s;(2) < 0¢(Z,€) < S¢(2).

Satz 0.4 (11.7). Sei f € R[a,b] und (Z))1en eine Folge von Zerlegungen mit || Z|| — 0, sowie (€W)
eine Folge von passenden Zwischenvektoren. Dann gilt

hm n oy Zl, / fdx.

Bemerkung 1. Der Satz beschreibt wie ein Integral approzimiert werden kann (z.B. mit Com-
puter). Das ist niitzlich, wenn es unmdglich ist das Integral explizit zu berechnen.
11.3,11.5,11.8 Eigenschaften des Riemann Integrals
Ist f: [a,b] = R mit f(z) = c fiir alle = € [a,b] dann f € R[a,b] und fabfdx =c(b—a).
Ist f : [a,b] — R stetig, so ist f integrierbar, d.h. f € R[a,b].
Seien f, g € Rla,b]. Dann
(1) Gilt f < g auf [a,b], so ist fffdm < fabgd:z:.
(2) fg € Rla,b] und fiir o, 8 € Rist af + g € Ra,b] und

/ab(af+ﬁg)da::a/abfd:v—l—ﬁ/abgdx.

3) |f| € Rla,b] und ’ fdx| < b fldx Dreiecksungleichung fiir Integrale).
( . . g g g

(4) Wenn a < ¢ < bdann f € Rla,c|, f € R[c,b] und f;fdac = [ fdx+ fcbfdx.
Im Rest der Vorlesung ist I ein Intervall.

Definition 5 (11.11). Sind f, F': I — R Funktionen, wobei F' auf I differenzierbar ist mit F' = f
auf I, so heifst F' eine Stammfunktion von f auf /.

Satz 0.5 (11.10 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f : [a,b] — R
stetig.

(1) F:la,b] = R, x— F(x):= [ f(§)dE ist eine Stammfunktion von f auf [a, D).
(2) Ist G : [a,b] — R eine Stammfunktzon von f auf |a,b], so gilt

/ab f(z)dr = G(b) — G(a) (:; G(z) ’ _. [G(x)]f’l) '

Fiir eine Stammfunktion von f schreibt man auch [ f(z)dz (unbestimmtes Integral).
Satz 0.6 (11.12 Partielle Integration). Seien f,g € C'(I). Dann gilt

/f’gdx—fg—/fg’da: auf 1.

- [ r@dw

Ist I = [a,b], so gilt

[ i -




