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Aufgabe 1

a) Mit der Reihenentwicklung von exp x erhalten wir
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(Die letzte Gleichheit gilt aufgrund der Stetigkeit von Potenzreihen, vgl. Satz 3 in 11.3).

b) Mit der Reihenentwicklung von sinz und cosz erhélt man fiir jedes « € (—m,7) \ {0}
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Schliefilich erhalten wir mit der Stetigkeit von Potenzreihen (vgl. Satz 3 in 11.3)
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c) Mit der Reihenentwicklung von sin  erhilt man fiir jedes x € (—m,m) \ {0}
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Daraus erhilt man fiir jedes € (—m,7) \ {0}
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Schliefilich erhalten wir mit der Stetigkeit von Potenzreihen (vgl. Satz 3 in 11.3)
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d) Wir bemerken zunéchst, dafl
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fiir alle z € R gilt (das erhélt man direkt aus der Definition zusammen mit der Potenzreihen-
entwicklung der Exponentialfunktion, vgl. Ergénzungsmaterial zur 10. Ubung).

AuBlerdem iiberlegt man sich leicht, daf§ coshx > 1 fiir alle x € R\ {0} gilt (das folgt aus
dem jeweiligen Monotonieverhalten auf (—oo, 0] bzw. [0, 00), vgl. wieder Ergéinzungsmaterial
zur 10. Ubung).

Damit sehen wir, dafl der Nenner des zu untersuchenden Bruchs aufler fiir z = 0 keine weiteren
Nullstellen hat.

Fiir « # 0 erhalten wir also mit Hilfe der entsprechenden Reihenentwicklung

sinhx—sinx_(w—i—%x:s—l—é:rg’%—%ﬂ—i—...)—(x—%x?’—i-éxf’—%ﬂ—k—...)_
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Schliefilich erhalten wir mit der Stetigkeit von Potenzreihen (vgl. Satz 3 in 11.3)
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Aufgabe 2

a)

b)

Wir setzen f(x) := % und x(t) := sin(¢? — 1) fiir alle z,t € R, fiir die die Ausdriicke erklirt
sind.

Es gilt (wegen der Stetigkeit des Sinus) zg := }ﬂ x(t) = sin(0) = 0.

AuBerdem gilt xlirglo ft) = ilir(l) f(x) = 1 (dies erhélt man direkt aus der Potenzreihenent-
wicklung des Sinus).

Damit erhalten wir aus den Grenwertsétzen zu Kompositionen

sin (sin(t2 — 1)) L L -
t_I}Ii sin(t2 _ 1) - }E}i(f © X)(t) = wlnglO f(fL‘) = 1.

Bemerkungen:

1.) Beachten Sie, daf} fiir die obige Argementation insbesondere notwendig war, dafi der
»innere Grenzwert“ lim;_.; x(¢) exisitiert.
2.) Kurz 1at sich die obige Rechnung auch so ausdriicken:

sin (sin(t2 — 1)) zi=sin(t2—1) . sin . SiNZ PR-Entw.
—— = lim = lim = 1.
t—1  sin(t? —1) - (Jimsin(2-1)) % =0 T
t—1
. sin? z . . .1 .
Der Grenzwert lim ———— exisitiert nicht: Dazu betrachten wir die beiden Folgen (x,),

z—oo0 | 4 sin“ x

~ . ~ . . n—oo
und (Z)n, mit z, := n7w bzw. T, := 2n7 + § fiir alle n € N. Offenbar gilt dann z,, — oo
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~ n—oo . o ey . . .
und Z, — oo. Wenn lim —5— exisitieren wiirde, miifite also insbesondere
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gelten. Dies ist aber nicht der Fall, vielmehr gilt
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c) Wir bemerken zunéchst: Fiir jedes t € (—1,1) \ {0} gilt: Aus x = In(1 +¢) folgt ¢t = ¥ — 1.



Weiter gilt wegen der Stetigkeit des Logarithmus xg := %in% In(14+¢)=Inl=0.

Wir erhalten damit

lim ln(t + 1) x:=In(1+t) lim r lim 611_1 Aufgzi)e 1la) 1
z

t—0 t z—z0 €T —1 20

n
Bemerkung: Mit Hilfe dieses Grenzwertes kann man einsehen, dafl lim <1 + E) = e” fiir
n—oo n
jedes z € R gilt:

Fiir x = 0 ist die Aussage klar, weil dann auf der linken und rechten Seite der Gleichung 1
steht. Sei z € R\ {0} fest. Da (I )new eine Nullfolge ist, liefert Teil c)

1 = lim In(1+1¢) ~ lim In(1+z/n) .

t—0 t n—00 x/n

Deshalb ergibt sich unter Verwendung der Stetigkeit des Logarithmus

1= lim 2In(1+2) = L lim (=n(1+2)") = Lin( lim (1+2)")

n—oo

. n . n

@ o=i(lm (1+3)") & = ln (145"

d) Zunéchst erhalten wir formal (d.h. hier: ohne zu betrachten, ob der Grenzwert tatséichlich
exisitiert):

yi=e

lim e”In(tan(e®)) =" lim yln(tany).
T——00 y—0+

Eine oft gute Idee zu Ausdriicken wie dem letzten Grenzwert ist die Intuition
ytany = y fir kleine y*
siny

t i -
(damit meint man etwa lim Y fim cos(y) - =1 lim Y PREMw 1).
y—0 y—0 Yy y—0 y

Diese Intuition kénnen wir auf folgende Weise zu einem giiltigen Argument verwenden:

liI(I)ler In(tany) = lim -tan(y) - In(tany) =
y;}

y—0+ tany

. =tany ,.
1- lim t In(t =" lim 21
lim_tan(y) - In(tany) lim 2 In(2)
(wobei wir weiterhin noch einen Beweis schuldig sind, daf} die betrachteten Grenzwerte iiber-
haupt exisitieren).

Mit einer letzten Substitution (oder direkt mit Blatt 9 Aufgabe 4 ¢ (v)) erhalten wir schliefilich

. w:=Inz .
lim z-In(z) = lim e¥-w
z—0+ w——00

Kap. 9.2
=0

Weil dieser letzte Grenzwert existiert, sind damit auch alle vorangegangenen Substitutionen
gerechtfertigt und wir halten als Fazit fest:

lim e”In(tan(e®)) = 0.

T——00

Aufgabe 3
a) Seiz > 0. Wir formen die gegebene Gleichung zV* = (y/ )* dquivalent um
.’L‘\/E — (\/5)36 N (elnx)ﬁ _ (eln\/i)x N e(lnx)ﬁ _ e(%lnx)x N e(lnx)fef(%lnx)m
& VEamhe _ 1 o (z— sz)lnz =0.

Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn Inz = 0 (also z = 1) oder wenn /z — 3z =
Vz (1= 3/x) = 0 gilt. Letzteres gilt genau fiir \/z = 2, also 2 = 4. (Man beachte z > 0.)
Somit gilt zV* = (/2 )* genau fiir z = 1 oder = = 4.



b) i) FirzeRist

gr=1 4 gutl _ogrtd | gzl o or—1 _ ortd _ go—1 _ gotl
= 2°(3-29)=3"(3-3)
= 2°(-3)=3"(-3)
— Z_388 (Z)wzﬁ
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ii) Die Gleichung z'°810% = 100 2 ist nur fiir z € (0, 00) sinnvoll. Fiir z > 0 gilt

2198107 = 100 2 logyo('810%) = log; (100 )

(logyp z)(logy ) = log¢(100) + logyo()
(log1g 1‘)2 —logyo(z) —2=0

(logigx — 2)(logyo(z) + 1) =0

logipz =2 oder logjy(x)=—-1

x=100 oder z=10""= %

rrreet

c) Die Identitét logg(\ﬁ — \/§) =2 —logy (V7 + \@) folgt sofort aus
logy (VT — V/3) 4+ logy (VT +V3) = logz((\ﬁ— V3) - (VT + \/§)) = logy(7 — 3) = log,(4) = 2.

Aufgabe 4

a) (i) Die Reihe lasst sich als Differenz zweier Potenzreihen darstellen:
[e.9] o oo

n—1 n n+l—-2 ., 1, 2 n
Z (n+1)! _7;) n+1)! ~ _7;)71!2 nzo(n-i-l)!z '

Die erste Reihe ergibt exp(z), die zweite liefert fiir z = 0 den Wert 2 und fiir z # 0 gilt

(o) o0

2 .2 1
,;)(114—1)!2 _;Z(,H_l Zk'_zeXp z)—1).

2" dargestellte Funktion f : C — C ist gegeben

o
1
Insgesamt folgt: Die von 7;0 (:+ 1!

durch

2exp(z) — 2 _ (z —2)exp(z) + 2

f0) =exp(0)-2=~1,  f(z) = exp(z)—— .

(z#0).

(ii) Hier ergibt sich gem#f der Reihendarstellung der Sinus-Funktion fiir jedes z € C

00 _1)n i -1\

b) (i) Die Reihenentwicklung ldfit sich hier mit Hilfe der geometrischen Reihe (1—2 =300,
fiir alle £ € C mit |¢] < 1) ermitteln. Fiir alle z € C\ {—3} gilt

1 1 1 1 1
143z 1+3(:-2)+6 7+3>z—2) 7 1——(z—2)'
Damit erhalten wir fiir alleze@mlt’7 z—2)| <1 (d.h. fiir alle z € Uz (2))
3
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1+3z:?'1_732_2 ;Z{)( )2—2) Z%(%‘Q’)n(z—z)”.

n=0

1 3.- 3 3
"2 1.2 = Z hat die Potenzreihe den Konvergenzradius
\ﬁ 7 77

7
3=3 (vgl. mit dem Konvergenzradius der geometrischen Reihe!).
7

(i) Wir bestimmen zunéchst wie im Hinweis angegeben, Zahlen a,b € R so, daf gilt:

1- b
11—~ _2222 =1 j_ . + T, (,,Partialbruchzerlegung*®).

Die rechte Seite dieser Gleichung 148t sich als

L b a(l—22)+b(14+2) a+b+(—2a+Db)z hreib
= = schreiben.
1+2z 1-22 (14 2)(1—22) 1—2z—222
Die Darstellung gelingt also, wenn a+b =1 und —2a+b = —1 gilt. Dies bedeutet a = %
und b= 1.
3

Fiir jedes z € C\ {—1,% erhalten wir damit

2/3 1/3 B 2/9 ~1/9

f(z):3+(z—2)+—3—2(z—2) 1123 112:-2)3

Fiir £]z — 2| < 1 gilt

und fiir 2|z — 2 < 1 ist

n=0

Hiermit folgt fiir jedes z € C mit |z — 2| < %

f(z)zgg(_z;2>"_;§(_2 z—2> Zanz—2

mit a, = £(—3)" — §(—3)" = (=3)""*(2-2"), n e NU{0}.

Schliefilich bestimmen wir noch den Konvergenzradius.

Es gilt |a |_\ Linsagg _gm| o L2220 1 2722
" 91 3n 9 3

Wir betrachten zunachst die Folge (/2" —2),. Es gilt 2" — 21 = 27=1 > 2 fiir n =

2,3,4,.... Daraus folgt 2"~1 < 2" —2 < 2" fiir n = 2,3,4, ... und daraus erhalten wir

mit dem Sandwich-Theorem /27 —2 "=% 2. Schheﬁhch folgt daraus {/|a,| — 2.

Daher betriigt der Konvergenzradius der Potenzreihe 3 5

fiir alle n € IN.

Aufgabe 5
a) Fiir a, := (2n+1)/(n — 1)? gilt

lan]  2n+1 n*  2+1/n 1 f1—00 2_1
lans1] (m—1)2 2n+3  (1—1/n)2 24+3/n 2

Die Potenzreihe hat daher den Konvergenzradius 1. Also liegt fiir |[x —5| < 1, d.h. 4 <z <6,
Konvergenz und fiir |x — 5| > 1, d.h. x < 4 oder 6 < z, Divergenz der Reihe vor. Wir miissen



b)

d)

f)

nun noch die Rénder des Konvergenzintervalls |z —5| = 1, also = 4 und x = 6, untersuchen.
Dies liefert die zwei Reihen

o0 (0.9)
2n+1 2n+1
— (=" und —_—.
> el P et
—(n-1) —(n-1)
Die Konvergenz der ersten Reihe wird durch das Leibnizkriterium garantiert, denn

o 2n+1  2(n—-1)+3 2 3 2 i_2n+3_a
"T =12  (n—-12  n-1 n-12"n w2 gnz2 U

Die zweite Reihe hingegen divergiert wegen a,, > 2n/n? = 2/n und des Minorantenkriteriums.

Insgesamt: Die Potenzreihe ) 07, % (x — 5)™ konvergiert genau fir = € [4,6).

Wegen {/|1/n"] = 1/n “=>% 0 hat diese Potenzreihe den Konvergenzradius oo, d.h. sie
konvergiert fiir alle z € C.

0 3"2

Wir schreiben y = (z 4+ 1)? und untersuchen die Potenzreihe Y~ ; 27 3. Wegen

2

3n

PR 2 1

A
3(n+)?  9n 3gnPientl | gl 0 (n—oc0)
on+1

n2
hat > "7 ?’2—” y"™ den Konvergenzradius 0, so dass diese Potenzreihe nur fiir y = 0 konvergiert.

n2
Damit ist Y00 o 3 (2 + 1)?" nur fiir z = —1 konvergent.

Fir a, = 1 + % + ...+ % gilt offenbar 1 < a, < n. Wegen {/n —>> 1 folgt hieraus
]an| == 1. Die Potenzreihe Y.°°  a,2" hat also den Konvergenzradius R = 17! = 1.

n=1
Fiir [2| = 1 konvergiert die Reihe nicht, denn dann gilt |a,2"| = a, —— oo, d.h. die

Reihenglieder konvergieren nicht gegen 0. Konvergenz der Reihe liegt also nur fiir |z| < 1 vor.

Wir verwenden das Wurzelkriterium

n ﬂm?m-i-l — L ‘x3’

Vi (/)17

Deshalb ist die gegebene Potenzreihe fiir 8|x|3 < 1, d.h. |z| < %, konvergent und fiir 8|z|3 > 1,
d.h. |z| > %, divergent. Untersuchung der Randpunkte: Im Fall z = % ist

Sy

n=1

Vo == 8lz°.

Da (1/4/n) eine monoton fallende Nullfolge ist, konvergiert die Reihe nach dem Leibnizkrite-
rium. Im Fall z = —% ist

i(—s)”( 1)n< 1>_ 1§: 1
— vn 8 2 2~ Vn
Hier liegt keine Konvergenz vor (die harmonische Reihe ist eine divergente Minorante). Also

oo (=8)" 3n+1 1

konvergiert die Potenzreihe ) ° , NG genau fiir —% <z<j.

Diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1, denn

Y |2k 2k | = V/2k . {f[2]F = 2|2k koo, { . :Z: . 1,
oo, |z| > L.

Auf dem Rand des Konvergenzkreises liegt keine Konvergenz vor, denn fiir |z| = 1 gilt
|2k 2+ = 2% - 0 (k — o0). Die Reihe > o 2k 2k* konvergiert somit nur fiir 2| < 1.



Aufgabe 6 (P)

a)

b)

Da liminf a,, ein Haufungspunkt von (ay)nen ist, gibt es eine Teilfolge (an, )kew von (an)nen
mit limg_,o0 apn, = liminfa, =: a. Da (by, )kew beschrankt ist, existiert nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge (bnkl)lelN von (by, )ken, d.h. es existiert b € R
mit limy_, oo bml = b. Damit folgt

liminf(ay, + b,) < lim (an, + by, ) =a+b < a+ limsupb, = liminfa, + limsupb,, .
n—00 l—o0 l l n—00 n—00 n—00

Die zweite Ungleichung beweist man analog: Da lim sup b,, ein Hiufungspunkt von (b, )nen ist,
gibt es eine Teilfolge (by, )xenw von (by)nen mit limg_oo by, = limsupb,, =: b. Da (ap, )ken
beschrankt ist, existiert nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge
(ankl)lelN von (an, )ken, d.h. es existiert @ € R mit lim;_, ny, = G- Damit folgt

limsup(ay, + b,) > lim (an, + by, ) =a+b>liminfa, + b = liminf a, + limsupb,, .
n—00 l—o0 l L n—00 n—o0 n—00

Sei (an,bn, )kew eine Teilfolge von (anbp)nen so, dass limy_.o ap, by, = limsup, o (anby).
Da (an, )kew beschrankt ist, gibt es nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine konvergente
Teilfolge (ankl)lelN von (an, )ken, d.h. es existiert a« € R mit limy_, any, = a. Da die Folge
(bn)nen konvergiert, konvergiert auch jede Teilfolge von (b, )nen gegen limy, o by,; insbeson-
dere ist lim;_, o bnkl = limy, . by. Es folgt

lim sup(anby,) = lim (ay, by, ) =a- lim b,, =a- lim b, < limsupa, - lim b,.

n—oo l—o0 L l—oo n—o0 n—00 n—o0
Bei der letzten Ungleichung verwendeten wir lim,, .o by, > 0. Sei nun (ay,)jen eine konver-
gente Teilfolge von (ay,)nen mit lim; o ap; = limsup,,_,, @n. Dann ergibt sich

limsupa, - lim b, = lim a,, - lim b, = lim (ay.b,,) < limsup(a,by),
n—00 n—oo j—o0 Jj—00 J Jj—00 7o n—oo

weil (an;bn;)jen als konvergente Teilfolge von (anbn)nen gegen einen Haufungspunkt von
(anbn)nen konvergiert und limsup,,_, . (anby,) der grofite Haufungspunkt von (an,bp)nen ist.
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