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Aufgabe 1

a) Wir bestimmen die Schnittpunkte der beiden Kurven y = %xQ —1und y = 2—z. Dazu miissen
wir die Losungen der Gleichung i$2 —1=2—2,also 22 + 4z — 12 = 0 bestimmen. Dies sind
x1 = —6 und x2 = 2 (siehe auch Skizze). Fiir den Flidcheninhalt von B ergibt sich

//d(:p,y):/_Zﬁ::dydm:/ji(@9:)(ile))dx:/_i(ix2x+3)dx
s i

= [t —la? +32])° = -2 246 (1818 - 18) = &,

b) Hier schneiden wir die Kurven x = y? und = = 4 — y2. Dies liefert die Gleichung 3? = 4 — 32,
also y? = 2. Wegen y > 0 interessiert nur die Losung y = /2 (siehe Skizze). Es gilt

V2 pd—y? V2
//d(xay) :/0 /2 ' dxdy:/o (49 —9?) dy = [4y—24%)) = 4v2-22V2 = §2.
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Aufgabe 2

Offenbar ist der Integrand jeweils eine stetige Funktion; wir kénnen daher die Integrale mit Hilfe
von Satz 1 in 20.5 berechnen.

a) Es gilt
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b) Diesmal ergibt sich
0 f2 0 )
cosh(2z + y) d(z,y) = / / cosh(2z + y) dy dx = / [Sinh(2x + y)]yzo dx
[~1,0]x[0,2] —H0 !

0
= /_1 (sinh(?m +2)— sinh(2m)) dr = [% cosh(2x + 2) — % COSh(Qx)](il

= (4 cosh2 — § cosh0) — (5 cosh0 — 5 cosh(—2)) = cosh2 — 1.

Rechnet man den hyperbolischen Cosinus noch aus, so erhilt man % (e? +e~2) — 1.

Aufgabe 3

Da der Integrand jeweils eine stetige Funktion ist, kann man die Integrationsreihenfolge nach Satz 2
in 20.5 vertauschen.

a) Es gilt

1 1 1 T 1 T 1
/ / e dx dy = / / er dydx = / / dy e do = / ze™ dy = [%exz]é = % .
0 Jy 0o Jo 0o Jo 0

Bemerkung: Hier ist das innere Integral fyl e®* dx nicht explizit berechenbar. Fiir die Bestim-
mung eines iterierten Integrals kann also die Integrationsreihenfolge wesentlich sein.

b) Wir spalten den Integrationsbereich B in zwei Teile By, By auf (siehe Skizze) und erhalten
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// xyd:cdy—//xydasy //xydmy
//mydydaz+// 22y dy dx

ARy N —

1 2
:/ 5T dx+/ (32 27%x2(a@71))dm
0 1

_ 71,511 1.4 ,1.312 _ 1 8 , 1 1y _ 67
= (102" o t [-a2" +32° o =+ (-2+53+5-3) =1

Y4 3a) Y1 3b)
14 14
B
\
B B; |
1 z 1 2 x
Aufgabe 4
Zunéchst berechnen wir f7 U - d§ direkt mittels der Definition des Kurvenintegrals:
y y
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3 V2
G
noo1 @




Definiere die regulidren Kurven
i [0,1] = R?, yi(t) = (¢,0),
121 [1,2] 2 R?, p(t) = (2-t,t—1),
V3 [2’3] - R27 ’y&(t) = (053 _t) :
Dann haben 71,72, v3 die in der Skizze gekennzeichneten Triager und es gilt v1(1) = (1,0) = y2(1)

sowie 12(2) = (0,1) = ~v3(2). Der positiv durchlaufene Rand des Dreiecks mit den Eckpunkten
(0,0), (1,0) und (0,1) ist gegeben durch v := 41 + 72 + 73 (im Sinne von Bemerkung 20.1(d)).

Deshalb ist
/ﬁ-dE’—/ 17-d§’—|—/ 17-d§+/ U -ds.
vy 71 Y2 3

Fiir die drei Kurvenintegrale auf der rechten Seite ergibt sich

Ala.dg—Alv<vl<t>>-mt)dt—/ol (;fjf_'g) . ((1)) dt—/oltzdt_
[ SRS G [ (oo s) (3)
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:/2(t3—6t2—|—11t—7)dt: [1t4—2t3—|—2t2—7t]2:——
1 4 2 1 4

A36.d§:/23 <_(30_t)2> : (_01> dt:/;’(g_t)th: [_%(3_03}2:%

Zusammen folgt
/"d_’ 1 3+1 1
v-d§=-——4+-=——.
~ 3 4 3 12

Unter Verwendung des Gaufischen Integralsatzes in der Ebene l&sst sich das Kurvenintegral folgen-
dermaflen ausrechnen:

G C R? sei das Innere des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1). Dann ist G offen und
konvex und somit ein Gebiet. AuBerdem seien vy (x,y) := z% +zy sowie va(z,y) := x2y —y? gesetzt.
Offenbar ist 7 = (v1,v2) auf R? stetig differenzierbar, so dass die Voraussetzungen des Gaufischen
Integralsatzes 20.6 erfiillt sind. Dieser liefert

/ﬁ' dg:/ (Orv2(2,y) — Qovi(z,y)) d(a,y) = //(2xy —x)d(z,y).
G G

Da der Integrand stetig ist, gilt nach Satz 2 in 20.5

1 pl-z 1
= / / (2zy — ) dy dx = / [:cy2 — zy] 1:‘3 dz
o Jo 0 v=

0 0

und

Aufgabe 5

Setzen wir ¥(z,y) = (vi(,y),va(w,y)) mit vi(z,y) = —z%y und ve(z,y) := xy, dann ist T auf R?
stetig differenzierbar und es gilt d1vo(x,y) — Oov1(x,y) = y + 2. Der GauBsche Integralsatz liefert

//w +y)d(z,y) //81v2xy 82v1(w,y))d(x,y)=j<1§ v-ds.
oG
G



Der positiv orientierte Rand 0G der offenen Einheitskreisscheibe G ist gegeben durch die regulédre
Kurve v(t) = (cost,sint) mit 0 < t < 27. Folglich ergibt sich

JJw i = [ owamas [T (S g
G

2m
= / (cos®t sin®t + sint cos® t) dt = © / 1sin®(2t) + sint cos® t) dt
0

2

|
=

4m
sin?(2t) d t — [ cos t]tﬂo () é/ sin?(u) du

0

4m 4m

:é@/ sin?(u) du + 3 / sin’(u )du)
0

(*** 4 4m

= é(é/ sin®(u) du + & / cos®(u )du)
0 0

:1<1/4W1du>:1.4w:w

s\ 2 J, 82 T 4-

Hierbei verwendeten wir in (%) das Additionstheorem des Sinus 2 sint cost = sin(2t), in (xx*) die
Substitution v = 2t und in (* * %) die Identitét f047r sin?tdt = f047r cos? t dt.
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