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Aufgabe 1

Schreibe f =: (f1, f2). Da R? einfach zusammenhingend ist und die Vertriglichkeitsbedingung
Opfo(,y) = 0u(2® + y?) = 22 = 9,(2xy) = 9, f1(x,y) auf R?

erfiillt ist, stellt f ein Potentialfeld dar, d.h. es gibt ein Skalarfeld ¢ € C(R?, R) mit f = V. Wegen
Opp(x,y) = fi(x,y) = 2zy ist o(z,y) = 2%y +1(y) fiir eine stetig differenzierbare Funktion ¢: R —
R. Aus dyp(z,y) = fo(z,y) und dyp(z,y) = 2% + ¢/ (y) folgt ¢'(y) = y*. Dies ist beispielsweise fiir
Y(y) = %y3 erfiillt. Somit ist

1
o(z,y) = 2%y + 3 y

ein Potential von f auf R?. Die Arbeit A ist gleich dem Wert des Kurvenintegrals

A:/f-ds?,
v

welches nur vom Anfangs- und Endpunkt der Kurve v abhéngt:

14
A=p(—1,2) —(0,0) = 3
Aufgabe 2
i) Wir benutzen die Definition des Kurvenintegrals:
In2 In2 [ cosht cosht
/17' ds = / U((t)) - ~(t) dt = / —sinht | - | sinht | dt
v 0 0 sinh ¢ cosht

In2 In2
= / (cosh?t — sinh®t + sinh t cosht) dt = / (1 + sinhtcosht)dt
0 0

=In2+ [3 sinth]gr12 =In2+ $sinh*(In2) =n2 + %(%(em — e_1n2))2 =In2+ 3.

ii) Die Kurven v;: [0,1] = R2, v(¢) = (¢,0), und yo: [1,2] = R2, vo(t) = (1,t — 1), sind regulir
und es gilt 1 (1) = 2(1). Somit liegt die Situation aus Bemerkung 20.1 (d) vor:

Lv-dgzllﬁ.d§+L2a-d§:/Ola(yl(t))m(t)dw/fa(w(t))-%(t)dt
1 /. 2 -
=L CE) G)ee [ 0) ()
:/Olsmtdt+/12(1+(t—1)2)dt

= [—cost]é—k [t+%(t—1)3]f:(—cosl+1)+(2+%—1):%—cosl.
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Aufgabe 3

a) Das Vektorfeld v, ist stetig differenzierbar und auf (der einfach zusammenhingenden Menge)
R? definiert. Daher ist ¥, genau dann ein Potentialfeld, falls die Vertriiglichkeitsbedingung
erfiillt ist, d.h. falls gilt

O (Va2(x,y)) = Oy(Va,1(x,y)) fiir alle (z,y) € R2.

Wegen 9, (Ta2(z,v)) = 0x(4zy + 3y?) = 4y und 9y (Ta1(z,v)) = 9,(2(x + y*)) = 2ay® ! ist
dies genau dann der Fall, wenn o = 2 ist.

Wir berechnen nun ein Potential fiir @, d.h. ein C'-Skalarfeld w : R? — R mit Vw = @, in
R2. Es gilt also:

we(z,y) = 2(z +y°)
= w(z,y) = 22 + 2zy* + 0 (y)
|
= wy(x,y) = dxy + @' (y) = dxy + 3y°
=0'(y) =3 =>w@y) =y’ +c (ceR)
Ein Potential fiir 7 ist somit gegeben durch w(z,y) = 2% + 22y + 3.

b) Da ¥ ein Potentialfeld ist mit zugehorigem Potential w, gilt

/ﬁg.dgz/vw-dgzw(1,—1)—w(o,O):2—0:2.
Y Y

Die Kurve v kann durch ~(t) = (t, —t)7, t € [0, 1] parametrisiert werden. Nach Definition des
Kurvenintegrals ist

[a= | ) swa= [ (207 () @

1
_ 3.2 0 2 1,4, 1,311 9
_/0 2t — 267 + 7 dt = [t* — 5t +§t]0_6,
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