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Aufgabe 1

Schreibe ~f =: (f1, f2). Da R2 einfach zusammenhängend ist und die Verträglichkeitsbedingung

∂xf2(x, y) = ∂x(x2 + y2) = 2x = ∂y(2xy) = ∂yf1(x, y) auf R2

erfüllt ist, stellt ~f ein Potentialfeld dar, d.h. es gibt ein Skalarfeld ϕ ∈ C1(R2,R) mit ~f = ∇ϕ. Wegen
∂xϕ(x, y) = f1(x, y) = 2xy ist ϕ(x, y) = x2y+ψ(y) für eine stetig differenzierbare Funktion ψ : R→
R. Aus ∂yϕ(x, y) = f2(x, y) und ∂yϕ(x, y) = x2 + ψ′(y) folgt ψ′(y) = y2. Dies ist beispielsweise für
ψ(y) = 1

3 y
3 erfüllt. Somit ist

ϕ(x, y) = x2y +
1

3
y3

ein Potential von ~f auf R2. Die Arbeit A ist gleich dem Wert des Kurvenintegrals

A =

∫
γ

~f · d~s ,

welches nur vom Anfangs- und Endpunkt der Kurve γ abhängt:

A = ϕ(−1, 2)− ϕ(0, 0) =
14

3
.

Aufgabe 2

i) Wir benutzen die Definition des Kurvenintegrals:

∫
γ
~v · d~s =

∫ ln 2

0
~v(γ(t)) · γ(t) dt =

∫ ln 2

0

 cosh t
− sinh t
sinh t

 ·
cosh t

sinh t
cosh t

 dt

=

∫ ln 2

0
(cosh2 t− sinh2 t+ sinh t cosh t) dt =

∫ ln 2

0
(1 + sinh t cosh t) dt

= ln 2 +
[
1
2 sinh2 t

]ln 2

0
= ln 2 + 1

2 sinh2(ln 2) = ln 2 + 1
2

(
1
2(eln 2 − e− ln 2)

)2
= ln 2 + 9

32 .

ii) Die Kurven γ1 : [0, 1]→ R2, γ1(t) = (t, 0), und γ2 : [1, 2]→ R2, γ2(t) = (1, t− 1), sind regulär
und es gilt γ1(1) = γ2(1). Somit liegt die Situation aus Bemerkung 20.1 (d) vor:∫

γ
~v · d~s =

∫
γ1

~v · d~s+

∫
γ2

~v · d~s =

∫ 1

0
~v(γ1(t)) · γ̇1(t) dt+

∫ 2

1
~v(γ2(t)) · γ̇2(t) dt

=

∫ 1

0

(
sin t
t2

)
·
(

1
0

)
dt+

∫ 2

1

(
sin 1

1 + (t− 1)2

)
·
(

0
1

)
dt

=

∫ 1

0
sin t dt+

∫ 2

1

(
1 + (t− 1)2

)
dt

=
[
− cos t

]1
0
+
[
t+ 1

3(t− 1)3
]2
1

= (− cos 1 + 1) + (2 + 1
3 − 1) = 7

3 − cos 1 .
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Aufgabe 3

a) Das Vektorfeld ~vα ist stetig differenzierbar und auf (der einfach zusammenhängenden Menge)
R2 definiert. Daher ist ~vα genau dann ein Potentialfeld, falls die Verträglichkeitsbedingung
erfüllt ist, d.h. falls gilt

∂x(~vα,2(x, y)) = ∂y(~vα,1(x, y)) für alle (x, y) ∈ R2.

Wegen ∂x(~vα,2(x, y)) = ∂x(4xy + 3y2) = 4y und ∂y(~vα,1(x, y)) = ∂y(2(x + yα)) = 2αyα−1 ist
dies genau dann der Fall, wenn α = 2 ist.

Wir berechnen nun ein Potential für ~v2, d.h. ein C1-Skalarfeld w : R2 → R mit ∇w = ~v2 in
R2. Es gilt also:

wx(x, y) = 2(x+ y2)

⇒ w(x, y) = x2 + 2xy2 + w̃(y)

⇒ wy(x, y) = 4xy + w̃′(y)
!

= 4xy + 3y2

⇒ w̃′(y) = 3y2 ⇒ w̃(y) = y3 + c (c ∈ R)

Ein Potential für ~v2 ist somit gegeben durch w(x, y) = x2 + 2xy2 + y3.

b) Da ~v2 ein Potentialfeld ist mit zugehörigem Potential w, gilt∫
γ
~v2 · d~s =

∫
γ
∇w · d~s = w(1,−1)− w(0, 0) = 2− 0 = 2.

Die Kurve γ kann durch γ(t) = (t,−t)T , t ∈ [0, 1] parametrisiert werden. Nach Definition des
Kurvenintegrals ist∫

γ
~v3 · d~s =

∫ 1

0
~v3(γ(t)) · γ̇(t) dt =

∫ 1

0

(
2(t− t3)
−4t2 + 3t2

)
·
(

1
−1

)
dt

=

∫ 1

0
2t− 2t3 + t2 dt =

[
t2 − 1

2 t
4 + 1

3 t
3
]1
0

=
5

6
.
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