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Hohere Mathematik II fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschliage zum 4. Ubungsblatt

Aufgabe 19: (Ubung)
Seien Z eine Indexmenge, n € N und seien A, B, A; C R" fiir ¢ € Z. Zeigen Sie

a)

b)

c)

Sind A und B offen, so auch AU B und AN B. Ist A offen und B abgeschlossen, so ist
auch A\ B offen.

Sind A und B abgeschlossen, so auch AU B und AN B. Ist A abgeschlossen und B offen,
so ist auch A\ B abgeschlossen.

Sind alle A; offen, so auch Uiez A; . Sind alle A; abgeschlossen, so auch ﬂiGI A;.

Losungsvorschlag

a)

Seien zunichst A und B offen sowie g € AUB. Dann ist g € A oder zg € B und da beide
Mengen offen sind, existiert ein r > 0 mit U, (zg) C A C AUB oder U,(z9) C B C AUB,
womit A U B offen ist.

Seien nun A und B offen sowie xyp € AN B. Dann gilt xyp € A und zg € B, womit
r1,72 > 0 existieren mit U, (z9) € A und U,,(z¢) € B. Mit r := min{ry,r2} gilt also
Ur(z9) € AN B, womit AN B offen ist.

Sei nun A offen und B abgeschlossen. Dann ist per Definition B¢ := R" \ B offen. Nach
HM 1 gilt

A\B=AnNB"

und da wir eben bereits gezeigt haben, dass der Schnitt zweier offener Mengen offen ist,
gilt dies insbesondere fiir A \ B.

Seien zunichst A und B abgeschlossen. Um zu zeigen, dass AU B abgeschlossen ist, zeigen
wir, dass (AU B)¢, das nach den DeMorganschen Regeln mit A°N B¢ {ibereinstimmt, offen
ist. Da A° und B¢ offen sind, folgt dies aus a). Um die Abgeschlossenheit von AN B zu
zeigen, weisen wir die Offenheit von (A N B)¢ nach, das mit A°U B¢ {ibereinstimmt. Die
Offenheit davon folgt wieder mit a).

Sei nun A abgeschlossen und B offen. Es gilt

A\B=AnB

und letztere Menge ist nach dem bereits gezeigten abgeschlossen, da A und B¢ abgeschlos-
sen sind.
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c) Seien alle A; offen und zg € (J;c7 Ai. Somit ist 2o € A;, fiir mindestens ein ig € Z, womit
ein r > 0 existiert mit U,(zo) C Asy € U,;e7 Ai- Damit ist [ J;c7 A; offen.
Seien nun alle A; abgeschlossen, d.h., alle Af offen. Es gilt fiir z € R"

C
T € (ﬂAZ) cr¢(Aedicl:a¢gAeTicl vcAfeac| AL
= €T i€Z
Somit ist (ﬂiez Ai)c = U,ez AY, was nach dem obigen Ergebnis eine offene Menge its, da
alle Af offen sind. Also ist (7,7 A; per Definition abgeschlossen.

Aufgabe 20: (Ubung)
Es sei m € N. Untersuchen Sie die folgenden Funktion f : D — R™ jeweils auf Stetigkeit in
0eD

(zsin (1), \x|m2), xz € R\ {0},

a : R — R2 gegeben durch f(z) :=
) f geg f(z) {(071)7 e,

o2y sin(zy? — 2y), (z,y) € R?\ {(0,0)},

b) f:R2 - R gegeben durch f(z,y) == {0 (e.9) = (0.0)

c) f:R? — R? gegeben durch f(z,y) := (\/W’ \/W)’ RE\{(0.00},
(an)a (:L‘,y) = (O’O),

3

(1—cos(a:y),) sin(z+2) R3 mit 0
d) f:R?®— R gegeben durch f(z,y,2) := » [@y2) € m? 70,
, (z,y,2) € R3 mit z = 0.

[SIRN

Losungsvorschlag

. 1 2
= z R\ A0
a) Voraussetzung: Esist f : R — R? gegeben durch f(z) := {Eg s11§1 (‘”) 1l )’ ve 0 \ {0}
) b €r = *
Behauptung: f ist stetig in 0.

Beweis: Es gilt

2 2 —0
und |z[*” = e*" logllz) Z25 1 wegen

. . log(z) vm . x 1 . x?
2 i — i
iln%a? log(x) = }clr% o in% E e ilr% 5 0.

Somit sind beide Komponenten der Funktion stetig in 0 (auBerhalb von 0 ist dies klar).
Damit ist f laut Vorlesung stetig in 0.

7Ly sin(ay? — 2 € R?\ {(0,0
b) Esist f: R?2 — R gegeben durch f(z,y) = {w2+92 sinzy” —2%), (2,y) \ 10, 0)},

0, (z,y) = (0,0).
Behauptung: f ist in (0,0) stetig.



Beweis: Es gilt wegen (z — y)? > 0, dass 2zy < 22 + ¢? fiir alle 2,y € R. Deshalb folgt
fiir (z,y) # (0,0)

x, 0,0
f ()] < )| L2200,

2(22 +y?) | . .
(332+y2) ‘sm (zy? — :UQy)’ =2 ’sm (zy? — 2%y
Also ist

lim z,y) =0,
(fv,y)—>(0,0)f( v)

und es folgt, dass f in (0,0) stetig ist.

(5= =), R*\{(0,0)}
Voraussetzung: Esist f : R? — R? gegeben durch f(x,y) := { V&*Hy? Vai+y? .
(0,0), (x,y) = (070)
Behauptung: f ist nicht stetig in (0, 0).
Beweis: Fiir (z,y) € R%\ (0,0) gilt
1f(z,y) = f(0,0)[| =1,

und damit ist f in (0,0) nicht stetig.

(1—cos(zy)) sin(z+2) 3 .
) ,Y,2) €R t 0
Voraussetzung: Esist f : R® — R gegeben durch f(z,vy,2) = { @ (@,y,2) mit 7 7

o1 (z,y,2) ER® mit x =0
Behauptung: f ist in (0,0,0) nicht stetig.
Beweis: Es gilt, dass

R? = {(z,y,2) e R® : z#0} U {(z,y,2) e R® : 2z =0}.

:;Dl :ZDQ

Wir setzen v” := (0,0,0). Wir zeigen, dass f in v" nicht stetig ist. v° ist ohne Zweifel ein
Hiufungspunkt von R3 und es gilt f(v°) = 3 = 0. Fiir (v®))gey mit v*) = (75, 1) gilt

v®) € Dy fiir k € N und v k200 0. Aber fiir k € N gilt

oty = L eoE)sinG 1) _ (= eos(@)) sinGh +8) ko 10 o

L 1
k9 k8 k

Dies gilt wegen

1 —cos(x) z—0 1 and sin(a:3 + ) 20

1
22 2 x

)

was beides mittels der Regel von L’Hospital eingesehen werden kann. Alternativ betrachtet

man im ersten Fall die Potenzreihe des Kosinus und schreibt den zweiten Bruch um als
sin(z3+x) Cattr sin(z3+x) . (:1:2 + 1)

3+ T 3+

Aufgabe 21: (Ubung)

a) Die Kurve 7 : (—1,1) — R3 sei gegeben durch

arcsin(t)
y(t) = t vt e (—1,1).
it®

Ist «y eine regulire Kurve? Bestimmen Sie die Lénge L(y) und ggf. die Parametrisierung
von v nach Bogenlédnge.



b) Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen von f : R? — R? mit

fla,y,2) = (222%™ 22 + sin(x)).

Losungsvorschlag

a) Es gilt
1
'(t) = lftz b | ’(t)H—\/ L +1+ e =2 ! £0
R S TWIEVIT e 1—2 T
V1-t2

fiir alle t € (—1,1). Deshalb ist v regulér. Ferner gilt
¢ T
s(t) == / |7/ (7)) dr = V2 (arcsin(t) — arcsin(—1)) = V2 (arcsin(t) + 5)
-1

fiir alle ¢ € [~1,1]. Es ist also L(y) = s(1) = v/27. Die Umkehrfunktion ¢ : [0,v/27] — R

ist durch
-G53 (3)

fiir alle s € [0,v/27] gegeben. Die natiirliche Parametrisierung von v ist dann durch

us

% 2
= () (=69

fiir alle s € [0,/27] gegeben.

b) Anwendung der eindimensionalen Differentiationsregeln liefert

%(a},y,z) = ((1 + zy%2 )y223ezy @ oweY + cos(z))

o (,,2) = Quyt (Lt 2y 2)e V'™ 22e)
Y
0
L (2,,2) = B2 (L4 2 28)e' ™ 0)
z

fiir alle (z,y, z) € R>.

Aufgabe 22: (Tutorium)

a) Seien 8 € Rundn € N. Untersuchen Sie die folgenden Matrizen Az € R3*3 und B € R™*"
auf Definitheit, wobei

7 1 1 1, k=1

3 3 3 ’ ’
Ag=|5 3+5 3-%] wd B=(bplri—t..mn ER™" mit by =<2 [k—1=1,

1 4_p 4.8

3 32 3713 0, sonst.



b) Uberpriifen Sie die folgenden Mengen auf Offenheit und Abgeschlossenheit
(i) My = {(z,y) € R?: 0 < 2? + 5y* < 1},
(i) My :={(%,5z) €R?:n e N}U{(0,0)}.
Losungsvorschlag

a) Ag: Wir bestimmen die Eigenwerte der Matrix Ag. Fiir alle A € C gilt:

T_\ 1 1
3 3 3
Xa,(\) =det(Ag — LA =| L 448\ 1.5 1(1)
I R R e Rt
+
7 1 1 7 1 1
3 A 3 I 3 A 3 3
R R B IR T B EPSE T
0 —B+A B-=A 0 -1 1
7 2 1
T\ 2 1
3 3 3 7 2
3—A 3 (=1
_ . 1 8 4 B Entw.:nach _ 3 3
(/8 )\) 3 3 A 3 2 3-ten Zeile )\> % % - J-&-
0 0 1
+
7 2 7 2
73— A 5 (D2) 3—A 3
G AN B RS VCERV L
3_/\2 ntw. n.
= (B-N2-N AN CEPVCEPVCESY

Also ist spec(4g) = {f,2,3}. Nach der Charakterisierung der Definitheit im Abschnitt
18.9 der Vorlesung, ist Ag fiir 8 < 0 indefinit, fiir 8 = 0 positiv semidefinit und positiv
definit fiir g > 0.

B: Klar: fiir n = 1 ist B positiv definit. Fiir n > 2 betrachte

1
2

& Bér = (1,0,---,0)- | 0] =1>0,

sowie

Per Definition ist also B indefinit.



(1)

(i)

2 2
Sei (wo,y0) € M1, d.h, 0 < 23 + 5y3 < 1. Definiere o := Ltao+5up

= m und wahle

5o i ({501 200 (3 — Dol (V- Dl ).

Fiir alle (z,y) € Us((z0,y0)) C Us(xo) x Us(yo) gilt

x%+5y3
4
<(|zo| + |z = zo])® + 5(|yol + |y — ol)* < (lzo| + 6)* + 5(|yo| + 6)* < alaf + 5yg)
1 2 5 2

0<

Damit ist M offen. Andererseits ist M nicht abgeschlossen. Betrachte dazu (ag)reny =
((5%,0))ken. Dann ist (5-,0) € My fiir alle k € N, aber limy_,o a, = 0 ¢ M;. Also
ist M1 nicht abgeschlossen, nach der Charakterisierung abgeschlossener Mengen aus
dem Abschnitt 19.2 der Vorlesung.

Anmerkung: Man kann auch mit der Abgeschlossenheit des Komplements

M; 2 {0} U {(2,y) € B2 1 5% > 1)
begriinden, dass M; offen ist.

M ist abgeschlossen: Sei ((z, yx))ren eine (in R?) gegen (0, o) konvergente Folge
in My. Wir zeigen, dass auch der Grenzwert (xq,yo) in My liegt.

Fall 1: Fiir alle ¢ > 0 existieren unendlich viele £ € N mit (xg,yx) € U:(0,0),
d.h., (0,0) ist Haufungspunkt von ((zx,yx))r.- Dann muss wegen der Konvergenz
von ((zg,yx))r der Punkt (0,0) auch der Grenzwert von ((zg,yx))r sein. Also ist
(xo,yo) = (0,0) € Ms.

Fall 2: Es existiert ein ¢ > 0 derart, dass ab einem gewissen Index kg alle (zy,yx),
k > ko, nicht in U-(0,0) liegen. D.h., ||(z, yx)|| = € > 0 fiir alle k£ > ko, also wegen
der Stetigkeit der Norm auch ||(zg,yo)|| = € > 0. Also gilt xy # 0 oder yo # 0 und
((zk, Yr))ken ist nicht konstant 0. Damit gibt es fiir alle £ € N ein nj € N derart, dass

(T y) = ﬁ, ﬁ gilt. Ist nun xo # 0, so folgt aus der Konvergenz von (n%y ﬁ)
n M2
.1 .
— = lim — = lim n;:=ng € N.
fy) k—oo Tk k—oo

Auflerdem ist damit

d.h., (zo,y0) = (n%)’ ﬁ) € M. Analog erhilt man im Fall yy # 0, dass (zg,y0) €
M. ’

Auf der andere Seite ist My nicht offen: Wihle die Folge (zx, y) := (1 + %, % + %) ¢
M, fir alle k¥ € N. Dann gilt limg_oo(2g, yp) = (1,%). D.h. insbesondere, dass

aufgrund der Konvergenz fiir alle ¢ > 0 ein solches k € N existiert, dass U(1, %) >
(zk, y) & Mo. Also gilt fiir alle e > 0, dass U-(1,1) & M.

< (|lzo| = 6)% + 5(|yol — 6)* < (o] — | = xo])* + 5(|yo| — |y — wol)* < 2° + 54



Aufgabe 23: (Tutorium)
Die Funktionen f, g und h seien fiir (0,0) # (x,y) € R? gegeben durch

2 2
Ty LY
= =, h(zx,y) :=

und f(0,0) := g(0,0) := h(0,0) := 0. Zeigen Sie

a) Die Funktion f:R? — R ist stetig.
b) Die Funktion g ist in (0, 0) nicht stetig, aber g ist im Nullpunkt lings jeder Geraden stetig,
d.h. fiir jedes feste ¢ € R gilt g(r cos(p), rsin(y)) — ¢(0,0) fiir r — 0+.

c¢) Die Funktion A ist in (0,0) nicht stetig, aber die Grenzwerte
lim lim h(zx,y)

lim lim h(x,y) und
z—0y—0 y—0z—0

existieren und stimmen mit h(0,0) {iberein.

Losungsvorschlag

a) Klar: f ist stetig in jedem (zq,y0) € R?\ {(0,0)} als Komposition stetiger Funktionen.
Sei (@k, Yu)ren € (RN mit limy_yo0 (21, yx) — (0,0) und (z, yx) # (0,0) fiir alle k € N
beliebig. Dann gilt wegen (x — y)? > 0, dass 2zy < 2% + ¢ fiir alle z,y € R. Es folgt

2 2 2
TkYk e+ |ul
|f (ks ye)| = <yl ==~ —~0=/(0,0)
7+ 20z +up) 2

fiir K — oo. Damit ist f stetig in (0,0).

b) Die Funktion g ist unstetig in (0, 0),
11 1
g< >= b =5 A 0=9(0,0)

fiir £ — oo.
Sei nun ¢ € R beliebig und (x,y) = (r cos(p), rsin(¢)). Angenommen, cos(p) = 0. Dann

ist sin(y) # 0 und
3 in?
r° cos(p) sin” () =0—0=g4(0,0)

g(rcos(p),rsin(p)) = 2 cos2(p) + 14 sin4(<p)

fiir r — 0+. Ist cos(p) # 0, so ist trotzdem
. 73 cos(y) sin?(y)
g(rcos(p), rsin(p)) = 72 co52(p) + r sin ()

. cos(yp) sin2(<p) _
~ cos2(g) + r2sint(y) = 0=4(0,0)

fir r — 0+.



c) Die Funktion h ist unstetig in (0,0), denn (4, ) — (0,0) fiir k — oo, aber

h<1 1) _E 1 402 h(0.0)
k' k 1%4 ’
fiir k — oco. Sei x # 0. Dann gilt
x2y? 0
hx, == — :0
(z,9) 2?2y + (x—y)? 04 (z—0)?
0
>

firy — 0.Ist z = 0, soist h(z,y) = 0 — 0 fiir y — 0. Also gilt in der Tat lim,_,¢ limy_,0 h(z,y) =
h(0,0) = 0. Wegen h(x,y) = h(y,z) fur alle z,y € R gilt auch lim,_,¢lim, o h(z,y) =
1(0,0) = 0.

Aufgabe 24: (Tutorium)

a) Die Kurve 7 : (—1,1) — R3 sei gegeben durch

cos(t)
~(t) = siggt) vt € [0, 2]

Ist v eine regulidre Kurve? Bestimmen Sie die Linge L() und ggf. die Parametrisierung
von 7 nach Bogenlédnge.
b) Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen der Funktionen f und g mit

(i) f:R? = R3und f(z,y) = (ye® + xsinh(y), y* + 322 sin(y), 4y — x°),

(i) g:(0,00)x(—m,m)x (=5, 5) = R3 und g(r, ,9) = (r cos(p) cos(?), r sin(yp) cos(?), rsin(1))).

Losungsvorschlag
a) Es gilt
—sin(t) 1 1
Y(t) = | cos(t) baw.  [|¥ ()] = \/sinQ(t) +cos?(t) + —5 = \/1 + 5 #0
2

™

fiir alle ¢ € [0, 27]. Deshalb ist v regulér. Ferner gilt:

(l) i= /Ot )] dr = 1+ e

fiir alle t € [0, 27]. Es ist also L(y) = s(27) = 2v/ 72 + 4. Die natiirliche Parameterisierung
von « ist durch

4472
™
t = —_— = 3 s
v ot(s) ’Y( 4+7r28> sin 4+ﬁ23>

fiir alle s € [0,2v/72 + 4] gegeben.



b) (i) Anwendung der eindimensionalen Differentiationsregeln liefert

9 (2,9) = (ye” +sinh(y), 62 siny), ~32%)
gf(x, y) = (e + z cosh(y), 4y° + 322 cos(y), 4)
Yy

fiir alle (x,y) € R2.

(i) Anwendung der eindimensionalen Differentiationsregeln liefert

%(r, v, ) = (cos(¢) cos(1?), sin(p) cos(1), sin(1}))
;gp(r, ©,9) = (—rsin(yp) cos(V), r cos(p) cos(?), 0)
dg

%(r, 0, 9) = (—rcos(p) sin(F), —rsin(p) sin(F), r cos(?))

fiir alle (r,p,9) € (0,00) X (—m,7) X (_% g)
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