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Hohere Mathematik II fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschlige zum 5. Ubungsblatt

Aufgabe 25: (Ubung)
Die Funktion f : R? — R sei im Punkt (xg,%o) differenzierbar. Fiir die Richtungen u = (1,2)
und v = (—1,1) gelte

5] 0
%(960790) = -1, (%(3307?/0) = 2.

Bestimmen Sie g—qu(xo,yo) fiir w = (1,1) und geben Sie die Richtung h mit ||h] = 1 an, fiir die

% (x0, o) maximal wird.

Losungsvorschlag

Wir bestimmen zunéchst f/(xg, o). Da f in (z9,y0) differenzierbar ist, ist f’(xo,y0) : R> — R
eine lineare Abbildung, also f’(zg,y0) = (a,b) € RY*2 fiir a,b € R, deren Werte wir bestimmen
miissen. Weiter ist nach Abschnitt 19.9 der Vorlesung

0
i(xo,yo) = f'(xo,y0)u =a+2b=—1 und

ou
0
i(%ﬂ/o) = f'(zo,yo)v =—a+b=2.
Ov
Hieraus erhélt man durch Addieren b = %, und damit ist a = —%, Also ist f'(zo,90) = (7%7 %)

und aufgrund der Differenzierbarkeit von f in (xg,y0) ergibt sich

0 4
o = (-5 (1) =3

Wie wir aus der Vorlesung, Abschnitt 19.12, wissen, zeigt der Gradient in die Richtung des
starksten Anstiegs von f. Somit ist die gesuchte Richtung

_grad f(zo,50) _ f' (o, 90)" _ 1 <—5)
lgrad f(zo,yo)ll  [[f"(zo,v0)"l  v26 \'1 )~

Aufgabe 26: (Ubung)
Gegeben sei die Funktion

ST fall
JiRE SR, (z,y) g oF00 00 (z,y) # (0,0),
0 falls (z,y) = (0,0).
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a) Zeigen Sie, dass f auf R? stetig ist.

b) Berechnen Sie fiir alle (x,y) € R? alle partiellen Ableitungen von f.

c¢) Sind die partiellen Ableitungen von f im Punkt (0,0) stetig?

d) Bestimmen Sie die Richtungsableitung %(0, 0) fiir jede Richtung v, fiir die das moglich

ist. Fiir welche v gilt %(0, 0) = (grad f(0,0)) - v? Ist f differenzierbar?

Losungsvorschlag

a) Klar: f ist als Komposition stetiger Funktionen stetig in (z,y) # (0,0). Ferner gilt

y? — 2y

x2 + y?

2 2 y2—|—x2

x2 + y?

<yl

=yl

m2+y

fiir alle (x,y) # (0,0). Deshalb gilt in der Tat lim, ), (0,0) f(%,y) = 0 = £(0,0). Also ist
f stetig auf R2.

b) Fiir (z,y) # 0 gilt nach der Quotientenregel

of
oz

—2x(2® +9?) — (y? — 2%)2z 4y
C(@y) =y ) =

(2% +y?)? C (@ y?)?

bzw.

O (4.y) = By® — 2@ +97) - (P —2%)2y  y* + 42y — 2
oy 7 (22 +y?)? (224 y?)?

Im Punkt (0,0) gilt hingegen

af T f(hao)_f(()?())_ : 0_0_
50 = imy h =i =0
bzw.
of JO0.h) = J(0,0) _ . fm
el — A — lim P2 —
gy (00) = limy h = pm e =L
c) Betrachte (z,yx) := (3, %) — (0,0) fiir k — oco. Es ist
of 4k 8f
I ap) = —-E = 1 40=2L(0,0
Bop (T Uk) FES 7 0=5-(0,0).
Also ist % unstetig in (0,0).
Betrachte (zj,yx) = (,0) — (0,0) fiir k — oco. Es ist
9 = 0
) = -k =-1p1=F 0.0,
y [

Also ist auch % unstetig in (0, 0).



d) Sei v = (vg,vy) € R?\ {0}. Nach Definition gilt

fltv) = £((0,0)) . tP(v) —vivy)  v) —vgvy

of
0 0 = 1' pum— pu— .
v (0,0) 1550 t =0 13(vZ +v2) v2 +v2

Der Grenzwert und somit auch die Richtungsableitung von f in (0,0), existiert also fiir
alle Richtungen v.

Aber f ist nicht differenzierbar in (0,0). Wire f differenzierbar, so miisste laut Abschnitt
19.9 fiir jede Richtung v gelten

of

%(0,0) = 1/(0,0)v = V£(0,0) - v.

Wegen (V£)(0,0) - v = v, ist dies dquivalent zu der Bedingung

3 2

Uy ~ Valy y
v2 + v2 Y
< vz — vgvy = vﬁvy + ’US
& vivy =0

S v =0V, =0

Damit gilt %(0,0) = (V£)(0,0) - v nicht fiir beliebige Richtungen, sondern nur genau

dann, wenn v, = 0 oder v, = 0 gilt.

Aufgabe 27: (Ubung)
Gegeben seien die Funktionen f: D = {(z,y) € R?* : 2,y > 0} > R3und g : E = {(z,y,2) €
R3 : 2> 0} — R mit
f(z,y) = (In(zy), cos(xz? + y),e®) und g(z,y,2) = e + yz + In(2).
a) Berechnen Sie die Ableitungen f’ und ¢'.

b) Berechnen Sie mithilfe der Kettenregel die Ableitung (g o f)'.

c¢) Berechnen Sie die Ableitung (go f)’, indem Sie go f explizit berechnen und dann ableiten.

Losungsvorschlag

a) Da alle partiellen Ableitungen stetig sind, ist f nach Abschnitt 19.10 der Vorlesung dif-
ferenzierbar und es gilt fiir alle (z,y) € D

@) gy L 1
fay) = | G ay) gmw>= —2zsin(a? +y) —sin(@® +y)
Py @y ¢ 0

Ebenso ist g differenzierbar und es gilt fiir alle (z,y,z) € E

T

2) 1) o
g/(IE,y, Z) = <£(x7ya Z) 87%3(337?/72) a%(@% Z)) = (6 z y+ %) .



b) Laut Kettenregel ist fiir alle (z,y) € E

(gof) (@ y) =9 (f(zv) f'(x,y).
Fiir alle (x,y) € E erhalten wir

g(fz,y) = (zy € cos(a®+y)+e 7).

Also ist
1 1
z y

(go ) (z,y) =9 (f(z,y) f(z,y) = (zy € cos(z®*+y)+e®)- | —2xsin(x®+y) —sin(2?+y)
e’ 0

= (y — 2ze®sin(z? + y) + e cos(z® + y) + 1 x — e“sin(z? + y))
= (y+ e"(cos(z? + y) — 2zsin(z? + y)) + 1 = — e”sin(z? +y)) .

c) Direkte Rechnung ergibt
(go f)(z,y) = xy + e“cos(z? +y) +
fiir alle (z,y) € D. Die Ableitung davon ist
(g0 /) (@.y) = (2L (w,y) 25D (z,y))
= (y+ e"(cos(z? + y) — 2zsin(z? + y)) + 1 x — e”sin(a? + y))
fir alle (x,y) € D.

Aufgabe 28: (Tutorium)
Gegeben sei die Funktion

sin(@®+4°) g
g RE SR, ()4 et 0 (z,y) # (0,0),
0 falls (x,y) = (0,0)

a) Zeigen Sie, dass g auf R? stetig ist.
b) Berechnen Sie fiir alle (x,7y) € R? alle partiellen Ableitungen von g.
c¢) Sind die partiellen Ableitungen von g im Punkt (0, 0) stetig?

d) Bestimmen Sie die Richtungsableitung %(O, 0) fiir jede Richtung v, fiir die das méglich
ist. Fiir welche v gilt %(07 0) = (grad ¢(0,0)) - v? Ist ¢ differenzierbar?

Losungsvorschlag

a) Klar: ¢ ist als Komposition stetiger Funktionen stetig in allen (z,y) # (0,0). Es ist
|sin(z)| = sin(|z|) fir alle z € [—m, w]. Ferner gilt sin(x) < z fur alle 2 € [0, 00). Es folgt

<2 max{z,y}*
sin(x® + y3)
2 + y2

3 3 3 3 3 3 3
I I ol e WP R ]

< 2ma;
?+y? T 224y T 2t 4y T <o yh
~——

Zmax{x,y}Q



fir alle (z,y) # (0,0) mit max{z,y} < 1. Wenn /22 +y? = |[|(z,y)|]| — 0, so gilt
sowohl x — 0 als auch y — 0, somit auch max{z,y} — 0. Deshalb gilt in der Tat
lim, ) (0,0) 9(,¥) = 0 = g(0,0). Also ist g stetig auf R2.

b) Wegen g(z,y) = g(y,x) fir alle z,y € R, reicht es aus, lediglich % auszurechnen. Es ist

dann %(1‘, y) = g—g(y, ) fiir alle (x,y) € R2. Fiir (z,y) # 0 gilt nach der Quotientenregel

dg 322 (22 + y?) cos(z3 + y®) — 2w sin(2® + y3)
7(55’?/) = 2 212 :
ox (22 +9y?)

Im Punkt (0,0) gilt hingegen
Sil’l(hg) I"Hospital

dg g(h,0) — g(0,0) — lim spital 3h2 cos(h?)

—ZJ =]
0,0) e h h—0 h3 h—0 3h2

I = 1.

c) Betrachte (z,y) := (0, 1) — (0,0) fiir k — co. Es ist

dg P _@

Also sind % und g—z unstetig in (0, 0).
d) Sei v = (vg,v,) € R?\ {0}. Nach Definition gilt

69 (0 0) = lim g(tv) - g((oa 0)) — lim Sin(t3(v§: + U;))

ov "’ t—0 t S t50 13 (v2 + Ug)
PHospital | 3t (v3 + v3)) cos(t3 (v + v3)) B vl + v}
150 3t2(v2 + v2) R

Ferner ist (Vg)(0,0) - v = v, + vy. Also gilt

3+ 3
%9(0,0) = (V)(0,0) v & 52

=V —|—'U
2 2 r Ty
vz + vy
3 3 3 3 2 2
& Uz T Uy = Uy + Uy T+ U Uy + Uy
2, _ 2
& —UUy = Vgl

S U =0Vo, =0V, =—v,.

Die Richtungsableitung von ¢ in (0,0) existiert somit fiir beliebige Richtungen v.
Analog zu Aufgabe 26 d) argumentiert man nun, dass ¢ in (0,0) nicht differenzierbar
ist.

Aufgabe 29: (Tutorium)
Gegeben seien die Funktionen f, g, h : R? — R? mit

flxy) = (2% 9%),  gla,y) = (sin(xy),e™Y),  h(z,y) = (" cos(y), sinh(z)).
a) Berechnen Sie die Ableitungen f’, ¢', 1.

b) Berechnen Sie mithilfe der Kettenregel die Ableitungen (go f)' und (hog)’.

¢) Berechnen Sie die Ableitungen (g o f)’ und (h o g), indem Sie g o f bzw. h o g explizit
berechnen und dann ableiten.



Lésungsvorschlag

a) Da alle partiellen Ableitungen von f, g, h stetig sind, sind alle drei Funktionen nach Ab-
schnitt 19.10 der Vorlesung differenzierbar und fiir alle (z,y) € R?) gilt

W(z,y) Yi(z,y) 200
T ox

[z, y) (%J;Z(x,y) T};(x’y) (O 2y>a
F(wy) Gix,y) ycos(zy) @ cos(zy)

o ) = | 9% 9 un

7 (%@w Bioy) = (Y T e
A (g, A (g, e* cos —e” sin

h’(g:,y) = (591%2%3 %E%g) - <cosh((xy)> 0 <y)> .

b) Fiir alle (z,y) € R? gilt
2 2,2) 2 e
y? cos(x2y?) 22 cos(a2y?)
g (f(z,y)) = ( ety ) ey’ )
sin(zy) ety)  _esin(ay) gip (7Y
/ (e cos(e™tY) —e sin(e™tY)
h(g(z,y)) = ( cosh(sin(zy)) 0

Somit ergibt sich mithilfe der Kettenregel

2 2,2 2 2,2
(9007 (@) =5/ (Flo)) - £ o) = (7m0 2R,

(h o g)/(fL', y) = h/(g(xv y)) : g,(l', y)
[y cos(zy) cos(eTY)esm @) — ertyesin(@y) gin(eTtY) g cos(zy) cos(eFTY) e @) — er Y esin(@y) gin (e +Y)
N y cos(zy) cosh(sin(xy)) x cos(zy) cosh(sin(zy))

fiir alle (x,y) € R2.

c¢) Direkte Rechnung ergibt
(go f)z,y) = (sin(:l:2y2) ex2+y2) ’
(hog)(z,y) = (5@ cos(e”*¥) sinh(sin(zy)))

fiir alle (x,y) € R%. Die Ableitung davon ist

9(gof (. 9(gof) z,
(9o f)(x,y) = <a<gao@“) (xzi % y))

2 2( (9 f)2 (z,y)
_ (2zy? cos(z?y?) 23: y cos(z2y?)
= 9o+ 2yex2+y2 )

sowie

d(hog)1 z, 9(hog)1 T
<mmww:<h%4 iﬁggyv

oy T y)
[y cos(zy) cos(eTY)esm @) — erHtyesin(@y) gin(eTtY) g cos(zy) cos(eFTY)es @) — er Y esin(@y) in (e +y)
N y cos(zy) cosh(sin(xy)) x cos(zy) cosh(sin(zy))

fiir alle (x,y) € R2.



Aufgabe 30: (Tutorium) Sei n € N, D C R" offen und f : D — R partiell differentierbar in
D. Fiir ein beliebiges € D sei f(x) = c € R und

Ne={ze D : f(z)=c}

die Niveaulinie von f zum Wert c.
Zeigen Sie, dass fiir jeden Punkt zo € N, der Gradient von f in xg in diesem Punkt senkrecht
auf N, steht, d.h. es ist

Vf(xo) L 7,

wobei 7, ein Tangentialvektor an die Niveaulinie in xg ist.

Hinweis: Betrachten Sie eine stetig differenzierbare Kurve v : (—1,1) — N, entlang der Ni-
veaulinie und nutzen Sie die Kettenregel.

Losungsvorschlag

Sei v wir im Hinweis. Dann ist

(f o)1) = ¢ = const,

fiir alle t € (—1,1), da f nach Definition auf N, konstant ist und ~y so gewéhlt ist, dass v(t) € N,
ist fur alle t € (—1,1). Also ist

(fo)(t)=0

fir alle t € (—1,1).
Sei nun zp € N, und ¢y € (—1,1) so, dass v(tp) = zg ist. Dann ist 7/(tg) = 7, der Tangential-
vektor an die Niveaulinie in ¢ und weiter gilt unter Verwendung der Kettenregel

0= (f o) (to) = f'(7(t0))¥ (to) = Vf(7(t0)) - 7' (t0) = (V.f(20)|7a) -
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