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2. Tutoriumsblatt - Losungsvorschlage

Aufgabe 1 (Zum Separationsansatz)

Losen Sie erst die folgenden Differentialgleichungen allgemein mithilfe eines Separationsansatzes und anschliefend das
dazugehorende Anfangswertproblem.

2z
(1) y = yfgs(y)7 y(O) = %
2) y-1-a)y=1-y%

3) ¥ = wo@ern Y(5) =0

Hinweis: Es gilt tan’(z) = —1

cos2(z) "

Losung von Aufgabe 1

(1) Es handelt sich hierbei um eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.
Schritt 1. Trennung der Variablen: Setzen wir

flx) = ze** und g(y) =

y cos(y)

fiir alle z,y € R mit y # 0 und y # %2—“# fiir alle k € Z, so kénnen wir die Differentialgleichung (1) schreiben als

Y = f(x)g(y),

1
—d :/ z)dx +C
/ g’ f@)
fiir eine Konstante C' € R zu 16sen.

Schritt 2. Berechnung der unbestimmten Integrale: Es gilt fiir alle y € R

also ist

5 = eos(y).

Es ergibt sich fiir die beiden unbestimmten Integrale:

/ﬁd =/yCOS(y)dy

— ysinfy) ~ [ 1-sinfy)dy
= ysin(y) + cos(y)

nach partieller Integration und

/f(x)da: +C = / re*dx + C

1 1

= ixe% — / iezwdx +C
1 1

_ ixelr o Ze2$ + C
1

Z(Q:L'fl)e2x+0



nach partieller Integration fiir alle z,y € R.
Schritt 3. Auflosen nach y: Es muss gelten:

mmﬁmmmwC%@u»—/;éﬂy—/ﬂmM+c—i@zngmuz

Dies koénnen wir nicht praktikabel nach y (und auch nicht nach x) auflésen, also ist y(x) implizit gegeben durch die
Gleichung

() sin(y() +cos(y(x)) = (22 1) +C.

Schritt 4. Spezielle Losung aufstellen: Wegen der Anfangsbedingung y(0) = 7 muss nun gelten:

ﬁsin(%)Jrcos(%) :1(2'071)62'0+C:*i+0

4 4
T+4+V2 ow 1 1 _o
IV RN RN ’
d.h. die Losung y(z) zum Anfangswertproblem (1) ist durch die Gleichung
M@m@@»+mWMM—i@z1m%+”jj;@
implizit gegeben. O

(2) Es handelt sich hierbei um eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.
Schritt 1. Trennung der Variablen: Setzen wir

1—y2

1
fla)=— undg(y) =
fiir alle (z,y) € R? mit 2 # 1 und y # 0, so konnen wir die Differentialgleichung (2) schreiben als

Y = f(x)g(y),

1
——dy = /f x)dz +C
/ 9(y) (@)
fir eine Konstante C' € R zu 16sen.

Schritt 2. Berechnung der unbestimmten Integrale: Es gilt fiir alle y € R\{—1,1} durch Partialbruchzerlegung
(kurz: PBZ)

also ist

1y y _ 4y -1
g(y) 1-y* (A-y)(l+y) (A-y)(1+y)
_ L 1 _ 1 1[1+1]
T l-y (I-y)+y 1-y 21—y 1+y
1 1

2(1-y) 2(1+y)

Es ergibt sich fiir die beiden unbestimmten Integrale:

/g(ly)dy_/ {2(11—y) - 2(11+y)} v

1 1
= 5 log (|1 - y]) — 5 log (11 + )

/ﬂ@m+cz/1i

fir alle z,y e R mit z # 1 und y ¢ {-1,1}.
Schritt 3. Auflésen nach y: Es muss gelten:

und

xdx+C:—log(|1—x|)—|—C’

—%mmu—mmo—%mgu+mmn=/;()y—/j 2)dz + C = —log (11 — a]) +
& log (|1 - y(@)]) +log (11 + y()]) = 2log (11 — a]) — 2C



& [1-y(@)?’|=1- (I)Hlﬂ/( )I*e “(1—-a)
& +(1-y(@)) = <1 z)”
& :Fy( )? = 1-2)F

& ylx)? = Fe 20(1—95) +1

s y(x) = i\/$e—2c (1—xz)+1.

Demnach lautet die allgemeine Losung fiir die Differentialgleichung (2)

- i\/zpe—%‘ (1—xz)+1.

fiir eine Konstante C' € R.
Demnach haben wir je nachdem in welchem Fall wir im Radikal sind eine Ellipsengleichung oder eine Hyperpelgleichung,
das sehen wir besser anhand der Umstellung zu

+1=e720(1 - 2)® £ y(a)?

(3) Es handelt sich hierbei um eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.
Schritt 1. Trennung der Variablen: Setzen wir

1

flz) = M

m und g(y) =

fiir alle z,y € R mit z # 227 und y # 257 fiir k € Z, so kénnen wir die Differentialgleichung (3) schreiben als

Y = f(x)g(y),

1
—d :/ z)dx +C
/ g’ fle)
fir eine Konstante C' € R zu l6sen.

Schritt 2. Berechnung der unbestimmten Integrale: Es gilt fiir alle y € R

also ist

Es ergibt sich fiir die beiden unbestimmten Integrale:
[ -
9(y)

1 9 1

=5 [ cos (y)dy + 3 cos(y) cos(y)dy
1 2 1. L[ .,

=g [ cos (y)dy + 3 sin(y) cos(y) + 5 [ sin (y)dy
1 . 1.

=5 / (s1n2(y) + COSQ(y)) dy + 3 sin(y) cos(y)
1 1 .

=5 / 1dy + 5 sin(y) cos(y)

11
=3ut3 sin(y) cos(y)

2

. 1.<2) 1(.<2) 2y)
= —y + —sin = — (sin +

2y 45 Y 45 Y Y

laut partieller Integration und dem trigonometrischen Pythagoras
sin? (¢) + cos? (¢) = 1 fiir alle ¢ € R,
sowie dem Additionstheorem
sin (a £ b) = sin(a) cos(b) = sin(b) cos(a) fir alle a,b € R

und

1
/f Jdr + C = / daz—l—C—itan(Qac)—i—C



fiir alle x € (75, g) und y € R.

Schritt 3. Auflosen nach y: Es muss gelten:

1 . 1 1
1 (sin(2y) + 2y) = W /f )dz +C =~ tan(Zz) +C

& sin(2y) 4+ 2y = 2tan(2z) + 4C.

Demnach ist die allgemeine Losung fiir die Differentialgleichung (3) implizit gegeben durch
sin(2y(x)) + 2y(x) = 2tan(2z) + 4C

fiir eine Konstante C' € R oder explizit (nach = aufgeldst):

z(y) = %tanf1 (Sln(?y; T2 2C>

fiir alle y € R.
Schritt 4. Spezielle Losung aufstellen: Wegen der Anfangsbedingung y (%) = 0 muss nun gelten:

2m
0= sin(2-0) +2- 02tan( . > +4c—2tan(4) +4C =2+ 4C
& 40 =-2
1
& C=—-
2 )
d.h. die Losung zum Anfangswertproblem (3) ist implizit gegeben durch:
sin(2y(x)) + 2y(z) = 2tan(2z) — 2

oder explizit (aufgelost nach z):
1 in(2 2
r(y) = 3 tan”" <Sm<y2>+y N 1)

fiir alle y € R. 0
Bemerkung zum Merken bestimmter Sinus/ Cosinsus-Werte: Dies geht anhand der folgenden Tabelle ganz gut:
Grad o a=0° a = 30° o = 45° a=60° | aa=090°
Bogenmafl x =0 rT=g r=7 r=7% rT=7
sn@@) 0= |-V L-LB| LB |1-1V
) [1=1Vi] V8 | =LA T=IVI[0=1\0

Aufgabe 2 (Zum Eulerschen Multiplikator)

Zeigen Sie, dass die folgenden Differentialgleichungen nicht-exakt sind und finden Sie dann einen passenden Eulerschen
Multiplikator 7. Lésen Sie anschlieend die Differentialgleichung bzw. das Anfangswertproblem. Beachten Sie dabei die
jeweiligen Hinweise.

(1) (Sin(x) — zcos(z) — 322 (y — x)2) dz + 322 (y — x) dy = 0.
Hinweis: Finden Sie einen Multiplikator 7, der nur von x abhéngt.

(2) (2y*+y)dz — ady = 0.
Hinweis: Finden Sie einen Multiplikator 7, der nur von y abhéngt.

(3) 1+12+y dx + 1+12+y zdy = 0, y(l) =0.
Hinweis: Finden Sie einen Multiplikator 7, der nur von der Summe z? + y? abhingt.

Losung von Aufgabe 2

(1) Wir setzen erstmal

P(z,y) = sin(z) — z cos(z) — 322 (y — z)° und Q(z,y) = 323(y — z)?



fiir alle (z,y) € R?.
Schritt 1. Uberpriifen auf Exaktheit: Weiter gilt fiir die Ableitungen:

d%P(x, y) = —62(y — ),

L Qry) = baly — 2)? — 62°(y — )

fiir alle (z,y) € R2. Damit ist die Integrabilititsbedingung erfiillt genau dann, wenn
~60%(y — 2) = - P(e.y) = - Q(e,y) = baly — 2)° — 62°(y )
dy 7 dx ’

& 0=6z(y—x)?

& rz=0o0dery =2
gilt, aber die Menge

M :={(z,y) € R*: y =z oder z =0} C R?

ist kein Gebiet (da sie nicht offen ist). Also gilt fiir alle Gebiete () # Q C R?:

d

d
Iyp(x7y) 7& a@(l‘?y)

fir alle (x,y) € Q\M, d.h. die Differentialgleichung (1) ist nicht exakt.
Schritt 2. Eulerscher Multiplikator aufstellen: Laut dem Hinweis konnen wir ein ) = n(x) finden, d.h. ¢(x,y) = .
Damit ist

d
iso(fmy) =1 und dfyso(x,y) =0.

dx
Also gilt:
xQr,y) - diyp(xay) B 6x(y — x)* — 622(y — ) — (—62%(y — x))
Lo(,y)- Plz,y) — Lo(x,y) - Qw,y) 0 (sin(w) —wcos(z) — 322(y — 2)?) + 1~ (3a*(y — 2)?)
_ ba(y—a)?
By a2
2

= = = h(z) = h(p(x.y))

fiir alle # € R\{0}. Daraus folgt nun fiir #:
1

— efh(T)dT _ ef—%d'r _ e—210g(|z\) -

n(z) 22

Damit gilt nun:
1
n=n(p,y))=—5#0

fur alle z € R\{0}.
Die folgende Differentialgleichung ist nun exakt auf der linken und der rechten Halbebene

P(x,y)dz + Q(z,y)dy =0 (1)

mit

fiir alle (z,y) € R? mit = # 0. N
Also finden wir eine stetig-differenzierbare Funktion F': (R\{0}) x R — R so, dass

VF(z,y) = (gg’g;) fir alle (x,y) € (R\{0}) x R



ist.
Schritt 3. Finden einer Stammfunktion F: Dazu integrieren wir z.B. die y-Ableitung von F' (also @) bzgl. der
zweiten Komponente:

Flay) = [ Q2102 = [3 - apa: = -0 + 0@

fiir alle (z,y) € R? und einer stetig-differenzierbaren Funktion C': R — R. Weiter gilt nun:

g ein(e) — T cos(a) —3(y — ) = Qo) = = Fla,y) = 3y — )’ +C'(a)
& O'(z) = % sin(x) — %cos(x).

Damit gilt fir C:

C(x)—/C’(x)dx:/<$12 sm(x)—glccos(x)) dz
— (=" 2n—1 = (—1)”:62“71 "
/(;;0 (2n +1)! 12;0 (2n)! )d
1 = =D (=)™
i/+mﬁ%ngl_gx%;ﬁl_;%x

n=1
o0 _1 .
= ;(2(114—)1)! RS
_ - (_1> 72n
- 2)(2n+1)! T H1+C

1 - (_1)% 2n+1
B N S LR IS SR G
xz;](QnJrl)!x it

:7%+1+C’,
x

wéhlen wir noch 0.B.d.A. C' = —1 erhalten wir fiir C(-):

fiir alle z € R\{0} und C(0) = —1. Damit lautet die Stammfunktion F:

Fla.y) = (y — o) — S0

X

fiir alle 2 € R\{0} und y € R mit F(0,y) = ¢ — 1.
Schritt 4. Existenz und Eindeutigkeit der Losung zu (1°): Nun finden wir fiir alle Paare (zg,70) € R? mit

Q (z0,y0) # 0 ein offenes Intervall I, € Rmit g € I, so, dass wir eine eindeutige stetig-differenzierbare Funktion

y: I, — R finden mit

sin@) _ F(z,y(x)) = F (w0,y0) fiir alle z € I,.

(y(@) — @)’ -

Damit 16st y auf I, die Differentialgleichung (1’) und wegen 7 # 0 auch die Differentialgleichung (1).
Allgemein existiert eine stetig-differenzierbare Losung y auf einem Intervall I, C R der Differentialgleichung (1) bzw.
(17), wenn

F(zy(x) =C



gilt fur alle z € 1.
Schritt 5. Auflésbarkeit nach y: Wir konnen durch Umstellen von

sin(xz)  ~

(y(z) —z)* - = F (20,%0)

xT

nach y(z) auflésen, dadurch ergibt sich

sin(z)

y(x) =z + Q/F(xo,yo)Jr .

als Losung fiir alle x € R. O
(2) Wir setzen erstmal
P(z,y) = zy* +y und Q(a,y) = —

fiir alle (x,y) € R?.
Schritt 1. Uberpriifen auf Exaktheit: Weiter gilt fiir die Ableitungen:

%P(%y) =2xy +1,
d

il =_1
de(w,y)

fiir alle (z,y) € R2. Damit ist die Integrabilititsbedingung erfiillt genau dann, wenn

d d
22y + 1= @P(fmy) = —Q(z,y) = -1

dx
< 0=2(zy+1)
& xy=-—1
1
S y=-—

gilt, aber die Menge

M = {(x,y) ERzzyl} C R?
X

ist kein Gebiet (da sie nicht offen ist). Also gilt fiir alle Gebiete () # Q C R:

T P@) £ 3-0()

fir alle (x,y) € Q\M, d.h. die Differentialgleichung (2) ist nicht exakt.
Schritt 2. Eulerscher Multiplikator aufstellen: Laut dem Hinweis kénnen wir ein 7 = n(y) finden, d.h. ¢(z,y) = y.
Damit ist

d d
—p(z,y) =0 und d—ygo(x,y) =1.

dx
Also gilt:
= Qx,y) — L P(x,y) Sl Qay+1)
Lo,y) - Pla,y) — Lo(r,y) - Qa,y) 1 (ay*+y) -0 (—z)
 2(xy+1)
C y(ey+1)

= —S = h(y) = h(e(z,y))

fiir alle z,y € R mit y # 0. Daraus folgt nun fiir n:

1
’I’](Z) — efh(T)d'r — eff%d'r — e72log(\z\) — ?
Damit gilt nun:
1
n=mn(e(z,y)) = 7 #0

fiir alle z,y € R mit y # 0.
Die folgende Differentialgleichung ist nun exakt auf der oberen und der unteren Halbebene

P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (2



mit

fiir alle (z,y) € R? mit y # 0.
Also finden wir eine stetig-differenzierbare Funktion F': R x (R\{0}) — R so, dass

VF(z,y) = (g x,y)) fir alle (z,y) € R x (R\{0})

—~

z,y)

ist.
Schritt 3. Finden einer Stammfunktion F: Dazu integrieren wir z.B. die x-Ableitung von F (also ]5) bzgl. der

ersten Komponente:
~ 1
F(x,y) = /P(z,y)dz = / (z + y) dz

145 =
= —+C
57 +y+ (v)

fiir alle (z,y) € R? mit y # 0 und einer stetig-differenzierbaren Funktion C: R — R. Weiter gilt nun:

T

~ d ~

X
=-—ptCWe =0

d.h. die Funktion C ist konstant. O.B.d.A. wiihlen wir C' = 0. Damit lautet die Stammfunktion F:
~ 1 T
F =2+ =
fiir alle (z,y) € R? mit y # 0.
Schritt 4. Existenz und Eindeutigkeit der Losung zu (2’): Fiir alle (2o, y0) € R? mit yo # 0 und Q (x9,%0) # 0
existiert ein Intervall I, C R mit zg € I, so, dass es eine eindeutige stetig-differenzierbare Funktion y: I, — R gibt, die

1, x

217 + y(az) (I,y(I)) (IO,yO)
16st fiir alle z € I,. Die Funktion y l6st auch die Differentialgleichung (2’) auf I, und wegen 1 # 0 16st y auch die
Differentialgleichung (2) auf I,.
Allgemein existiert eine stetig-differenzierbare Losung y auf einem Intervall I, C R der Differentialgleichung (2) bzw.
(27), wenn B

F(z,y(z) =C

gilt fiir alle x € I,.
Schritt 5. Auflosbarkeit nach y: Wir kénnen die obere Gleichung

1, T
= —=F =F
2‘7" + y(x) ((L‘,y(!L‘)) (:Co,yo)

explizit nach y(x) auflosen. Es ergibt sich durch Umbestellen:

1, T
7+ —— = F(z0,y0
2 y(z) ( )
T 1
& —— = F(x0,y0 — 2
y(z) ( )73
x
< y(z) = i



fir alle x € R mit )
F(z0,y0) — §$2 # 0.

(3) Wir setzen erstmal

2z 8y

P = d = —
(@y) = 1503 el QY =10 vy

fiir alle (z,y) € R* und weiter zo = 1, yo = 0.

Schritt 1. Uberpriifen auf Exaktheit: Weiter gilt fiir die Ableitungen:

d —4x
7P(],‘,y) = 2 Y VR
dy (1+ 22 + y2)
d —16zy

—_— 1‘7 =
G Ao 1 )

fiir alle (z,y) € R2. Damit ist die Integrabilititsbedingung erfiillt genau dann, wenn

—4zy d d —16zy
—= = —P(r,y) = —Qz,y) = ————
TR TR R T TR N

< rz=0o0dery=0
gilt, aber die Menge
M :={(z,0) e R*: z e R} U{(0,y) e R*: y e R} CR?
ist kein Gebiet (da sie nicht offen ist). Also gilt fiir alle Gebiete () # Q C R?:

d d

—_p —

TP@y) £ 500

fir alle (x,y) € Q\M, d.h. die Differentialgleichung (3) ist nicht exakt.

Schritt 2. Eulerscher Multiplikator aufstellen: Laut dem Hinweis kénnen wir ein n = n <x2 + y2) finden, d.h.
o(z,y) = 2% + y2. Damit ist

d d
;P y) =2z und dfyso(wvy) =2y.
Also gilt:
—16x —4x
%Q(x?y) - %P(JU’ZU) _ (1+m2+52)2 - (1+;,;2+Z;,2)2
aela,y) - Pz,y) — ghe(e,y) - Qz,y) Ty — e

—12zy (1 + 2+ y2)
—12zy (1 + 22 + y2)°
1
Ty
=h (2 +y°) = h(e(2,y))

fiir alle z,y € R. Daraus folgt nun fiir n:

77(2> _ efh(‘r)dT _ ef ldeT _ e10g(|1+z|) — |1 + Z| )

Damit gilt nun:
n=nle(z,y)=1+2"+y°| =1+ +y* #0

fiir alle z,y € R.
Die folgende Differentialgleichung ist nun exakt auf R?:

P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (3
mit

P(x,y) = p (2 +y*) Pz, y)
=2



fiir alle (z,y) € R2.
Also finden wir eine stetig-differenzierbare Funktion F': R? — R so, dass

VE(z,y) = <g(x,y)> fiir alle (z,y) € R?

ist.
Schritt 3. Finden einer Stammfunktion F: Dazu integrieren wir z.B. die z-Ableitung von F (also ﬁ) bzgl. der

ersten Komponente:
F(x,y) = /]S(z,y)dz = /2zdz
=2+ C(y)

fiir alle (z,y) € R? und einer stetig-differenzierbaren Funktion C': R — R. Weiter gilt nun:

d ~
8y =Qa,y) = - Fla,y) =C'(y)

Y

d.h. fiir die Funktion C' gilt nun
Cy) = /Szdz =4y’ +C
fiir alle y € R mit einer Konstanten C' € R. O.B.d.A. wéhlen wir C = 0, also lautet nun die Funktion
Cly) = 4y
fir alle y € R. Damit lautet die Stammfunktion F:
F(w,y) = 2° + 4y

fiir alle (x,y) € R%
Schritt 4. Existenz und Eindeutigkeit der Losung zu (3°): Wegen

Q (0,90) = Q (1,0) =0

konnen wir erstmal keine (eindeutige) Losung garantieren, allerdings haben wir noch: Wir kénnen die Differentialgle-
ichung (3’) lésen, genau dann, wenn wir ein Intervall I, C R mit 0 = zy € I, finden so, dass wir die Gleichung

- 2.1
2 2 _ -
2? + 4y(x)? = F(z,y) = F(1,0) = 1+12+02—1

auf I, 16sen konnen, dies ist aber gerade wegen
P+ (2y(x))” =1

eine Ellipsengleichung, also losbar.
Schritt 5. Auflésbarkeit nach y: Wir konnen die obere Gleichung

2+ (2y(2) =1

durch Umstellung explizit nach y(z) auflosen, dies ergibt dann

y(x2 i(l—x)
& ylx) = :I:%\/l—gc2

fiir alle z € [—1, 1]. Wegen y(1) = 0 sind beide Losungen zuléssig, d.h. die Losung ist in diesem Falle nicht eindeutig. [

Aufgabe 3 (Zum Reduktionsverfahren von d’Alembert)

Zeigen Sie, dass die jeweilige Funktion y; stets eine Losung der zugehorigen Differentialgleichung ist. Bestimmen Sie
erst die allgemeine Loésung der Differentialgleichung und danach die spezielle zum dazugehorigen Anfangswertproblem.
Machen Sie dafiir den Ansatz yz(x) := y1(x)v(z).

10



1) y"+2¢ +y =0, y(0) =1, y'(0) = 0.
Hinweis: Die Funktion y;(x) =e¢™7%, z € R, ist eine Losung von (1).

(2) 2y’ +(1-2)y' +y=0.

Hinweis 1.: Die Funktion y; (= ) =z — 1, x € R, ist eine Lésung von (2).
Hinweis 2.: Das Integral f oD ds ist nicht elementar-berechenbar, d.h. einfach in der Losung so stehen lassen.

Losung von Aufgabe 3

(1) Es handelt sich hierbei um eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Schritt 1. y; ist Losung der Differentialgleichung (1): Es gilt fiir alle z € R:

Dann gilt fiir alle z € R:
yi' () + 205 () +ya () =e " =277 + e =0,

d.h. y; ist eine Losung der Differentialgleichung (1).
Schritt 2. Ansatz y;(z) = y1(z)v(z) einsetzen und auflésen: Es gilt:

ya(z) = —v(z)e™" +e " (2),
Yy () = e Po(x) —e " (x) —e v (x) + e TV (z) = e Tu(z) — 2"V (2) + e "0 ().
Damit ist yo fiir gewissen v auch eine Losung der Differentialgleichung (1), daher gilt:
0= y5 (@) + 2y5(7) + ya(2)
= (e ®v(x) — 2"V (z) + e " (x)) + 2 (e "' (z) — e "v(x)) + e “v(x)
=v(z)[e™ =2 +e "] + 0 (x) [-2e77 + 27| + e 0" (2)

—e %

< v(z) =0.

Schritt 3. Berechnung von v’, v bzw. y3: Es gilt:

v'(z) = /U”(z)dz = /Odz =C

fir alle x € R mit einer Konstanten C' € R, und daher ist

v(z) = /v'(z)dz = /C’dz =Cxzx

ya(x) = y1 (z)v(z) = Cae™™

fiir alle z € R. O.B.d.A. wéhlen wir C' = 1 und erhalten so als Losung:

fir alle € R. Nun haben wir

ya2(x) = xze™® fiir alle z € R.

Aufstellen der allgemeinen Lésung y zur Differentialgleichung (1): Fiir die allgemeine Losung der Differential-
gleichung (1) erhalten wir also

y(x) = Cry1(z) + Coya(x) = Cre™* + Coze™ ™ = (Cy + Coz)e™™

fiir alle x € R mit Konstanten Cq,Cy € R.
Aufstellen der speziellen Losung y zum Anfangswertproblem (1): Es gilt fiir die Ableitung von y:

y/(l‘) = Czeim — (Cl + CQ.Z‘) e ¥ = ((CQ — Cl) — 0233‘) e ”
fiir alle x € R. Wegen den Anfangswertbedingungen y(0) = 1 und 3’(0) = 0 muss nun gelten:
1=y(0)=(C1+C2-0)e " =0y
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0=1y'(0)=((Co—Cy)—C2-0)e " =Cy — C4
s Oy =07 =1.

Also ergibt sich als Losung fiir unser Anfangswertproblem (1):
y(x) = (1+z)e””

fir alle x € R. O
Bemerkung: Wir werden auch relativ bald sehen wie wir solche Differentialgleichungen wie in (1) von Hand selber l6sen
konnen, siehe Differentialgleichungen nter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

(2) Es handelt sich hierbei um eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Schritt 1. y; ist Losung der Differentialgleichung (2): Es gilt fiir alle x € R:

Yy (x) =

1,
Yy (z) = 0.

Dann gilt fiir alle z € R:
ayf (@) + (L= 2)yi(@) + (@) =2 0+ (1—2) 1+ (z—-1) =0,

d.h. y; ist eine Losung der Differentialgleichung (2).
Schritt 2. Ansatz y,(z) = y1(z)v(z) einsetzen und auflésen: Es gilt:

y2(z) = (z = Dv(),
ya(x) = v(@) + (z — Dv'(x),
yo () =v'(z) +0'(2) + (x — D" (z) = 2'(2) + (z — 1)o"(x).

Damit ist ys fiir gewissen v auch eine Losung der Differentialgleichung (2), daher gilt:

0=x-yy(z) + (1 - 2)ys +y2()
=z [2'(2) + (z = Do"(@)] + (1 = 2) [v(z) + (z = Dv'(@)] + (= - Dv(z)
=v(@)[(1-2)+ (@ -1)]+0'(2) 22+ (1 - 2)(z - D]+ z(z - Dv"(z)
=xz(x —1)v"(z) + 20+ (1 —x)(x — 1)]v'(z)
22+ (1-z)(z - 1)@,@)
z(z —1) '

< (x) =

Setze nun u := v’, dann ist ' = v” und wir erhalten die homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

W (z) = v () = — 25T ;1(;95)1()95 =Y ) = - [ 2,1 “”} u(w) = — [x 24— 1] u(@). (2)

z—1
Schritt 3. Lésung der homogenen Differentialgleichung (2’): Die Losung lautet:

Ce”

_ [ =[5 +i-1]dz _ —2log(|lz—1))—log(|z+x _ __ ~©
u(z) = Ce 1 Ce FIEENE

fir alle z € R\{0,1}.
Schritt 4. Berechnung von v bzw. ys: Es gilt:

B x . 3 T B T oF
v(z) = / v'(2)dz = / u(z)dz = C/ =12 1)2dz
fir alle € R\{0,1}. Nun haben wir

le) = m(e)o(o) = Cla = 1) [

z—1)2
fir alle € R\{0,1}. O.B.d.A. wihlen wir C' =1 und erhalten so als Losung:

z

ya(z) = (z — 1)/ |Z|(Ze7_1>2dz fiir alle z € R\{0,1}.
Aufstellen der allgemeinen Lésung y zur Differentialgleichung (2): Fiir die allgemeine Losung der Differential-
gleichung (2) erhalten wir also

y(z) = Criyr(z) + Caya(z) = Ci(z — 1) + Ca(z — 1) /l ﬁdz

fir alle z € R\{0, 1} mit Konstanten C7,Cs € R.
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