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Aufgabe 1 (Grundverstiandnis Differentialgleichungen/ Anfangswertprobleme)

(1) Zeigen Sie, dass y eine Losung der dazugehorigen Differentialgleichung auf dem angegebenen Intervall I C R ist:

y = 2zy+ 1; y(x) = Ce® +e* /e_szds fiir x € (—o0,00) =: 1,

0
wobei C' € R eine beliebige Konstante ist.

(2) Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem

{y’ =Y

y(0) =0
die konstante Nulllosung yo, = 0 auf I := [0, 00) und fiir jedes A > 0 die Losung
0 fi 0, A
ya(z) == 1 e 62[ 7..} auf I hat.
7 (@ =X fiir € (A, 00)

Was schlieflen Sie daraus?

Losung von Aufgabe 1

(1) Zu zeigen ist, dass die angegebene Funktion y einmal stetig-differenzierbar (da es sich hier um eine Differentialgleichung
erster Ordnung handelt) ist auf I und die Differentialgleichung 16st.
Wir setzen die drei Funktionen

FiR SR, e,

R SR, zrse

g R-R, z+— /e_szds.
0

Dann ist fiir alle z € R

g(z) = jeSst = /zh(s)ds.
0 0

Weiter sind die beiden Funktionen f und h glatte Funktionen auf R, und glatte Funktionen sind stets beliebig oft
differenzierbar, d.h. insbesondere ist die Funktion f einmal stetig-differenzierbar mit der Ableitung

#/(x) = 2ze” fiir z € R

und die Funktion h stetig auf R. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist somit auch die Inte-
gralfunktion g stetig-differenzierbar auf R mit der Ableitung (erneut nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung)

g (z) = h(z) = e fiir v € R.



Also gilt fiir die Funktion y, dass
x
y(x) = Ce” +e* /efszds
0

= Cf (@) + f(x)g(x)

fiir alle x € R ist. Also ist y als Komposition von einmal stetig-differenzierbaren Funktionen auf R wieder einmal
stetig-differenzierbar auf R mit der Ableitung nach der Produktregel:

y'(x) =Cf'(@) + [ (2)g(x) + f(2)g' ()]

x

= 2Cxe” —|—2xe esds—i—e ? e

|
o

=2z |Ce”’ e ds| +1
=2zy(z) + 1
fiir alle z € (—o0,00) = I. Also 16st y die obige Differentialgleichung. O

Bemerkung: Das Integral z — fow e~%"ds ist nicht elementar berechenbar.

(2) Sei A > 0 beliebig. Zu zeigen ist, dass die Funktionen y., und y, einmal stetig-differenzierbar (da es sich hierbei um
eine Differentialgleichung erster Ordnung handelt) sind auf I und sie das Anfangswertproblem losen.

Yoo € C1([0,00)) und die Ableitung von y..: Die Nullfunktion y., ist eine glatte Funktion auf (0,00) und glatte Funk-
tionen sind beliebig oft stetig-differenzierbar, d.h. insbesondere auch einmal stetig-differenzierbar. Demnach ist die
Nullfunktion y., stetig-differenzierbar auf (0,00) als glatte Funktion auf (0,00). Die Funktion y., hat demnach die
Ableitung;:

Yoo (z) = 0 fiir alle x € (0,00) .

Weiter ist die Funktion y., stetig im Ursprung, d.h. y., € C°(]0,00)) und daher ist y, € C* ([0, 00)).

yx € C1([0,00)) und die Ableitung von yy: Die Funktion y, ist eingeschrinkt auf das Intervall I; := [0, \] gerade kon-
stant null und wie wir oben im Fall von y., gesehen haben somit einmal stetig-differenzierbar auf (0, \) als glatte Funktion
auf (0, A) mit der Ableitung

yi(z) = 0 fiir alle x € (0, \).

Weiter ist die Einschriankung y[j,) auch stetig im Ursprung und in 2 = X mit y(A) = 0, d-h. yxljo,n € C ([0, A]).

Die Funktion y, ist eingeschriankt auf dem Intervall Is := (A, 00) als Komposition glatter Funktionen auf (A, co) wieder
selber glatt auf (A, 00). Weiter sind glatte Funktionen beliebig oft stetig-differenzierbar, also insbesondere auch einmal.
Damit ist die Einschrankung y|(x o) als glatte Funktion auf (A,o00) einmal stetig-differenzierbar auf (X, co) mit der

Ableitung ) ) .
Y@ =7@=2-0-0=5@-N) 1=5(-2)

laut der Kettenregel fiir alle 2 € (A, 00). Weiter ist so auch die Einschrdnkung yx|(x,cc) stetig auf (), 00). Es gilt zudem:

lim yy(xz) = lim }(Jc—)\)

AT z— AT

12_
(A= NP =707 =

Ak\'—‘

lim yy(z)' = lim 0=0,
T—AT

T—AT

0=0= lim y(x),

AT

N)\)—l

1
/T + i
g o) = i) = 50 =
d.h. die Funktionen yy und v} sind auf (0, 0o) stetig. Wegen I; Ul = I ist die Funktion yy auf (0, 0o) stetig-differenzierbar
mit der Ableitung

S ) = {o fiir = € (0, A]

1(z—\) fiir z € (X, 00)

fiir 7 € (0,00) und die Funktion y, ist stetig auf [0, 00). Also ist die Funktion y) € C! ([0, 00)).
Yoo und yy losen das Anfangswertproblem: Setzen wir nun dies in die obige Differentialgleichung ein, erhalten wir fiir

€ (0, A]

Vo) = V0 = 0 = 3/ (2),
V() = V0 =0 =y (2)



und fiir z € (A, 00)

Yoo(2) = V0 =0 = ¢/ (2),

@ =7 @ -V =Sl =N =5 (-0 = (@),

da in diesem Fall z > A und so x—X > 0 ist. Damit erfiillen die Funktionen y., und y, auf (A, co) die Differentialgleichung.
Weiter ist 0 € [0,00) und es gilt dafiir:

Yoo (0) =0,
ya(0) = 0.

Damit erfiillen die Funktionen 3., und y, die Anfangsbedingung. Also 16sen die beiden Funktionen y, und y, dasselbe
Anfangswertproblem, aber es gilt z.B. fir x = A+ 1 € [0,00):

1 2 1 45 1 1
At =-A+1-N)==-.-12=2.1="= =Yoo A+ 1),
PO+ =0+ 1=N = 1= 1= £0=yu(A+ 1)
d.h. yx # Yoo auf (0,00). Das Anfangswertproblem ist nicht eindeutig 16sbar, es hat sogar beliebig viele Losungen. [
Bemerkung: Nicht-eindeutige Anfangswertprobleme kénnen auch nur endlich viele Losungen haben, wie wir spéter
feststellen werden.



Aufgabe 2 (Anfangswertprobleme l6sen)

Charakterisieren Sie stets den Typ der vorliegenden Differentialgleichung und 16sen Sie anschlieSend das zu Grunde
liegende Anfangswertproblem auf einem mdglichst geeigneten Intervall 1.

(1) ¥ = Ler=v", y(~log(2)) =0.
(2) ¥ =2 +ay?y =0, y(1) =1
(3) y' =5, y(1) = 1.

(4)

Loésung von Aufgabe 2

(1) Typ der Differentialgleichung bestimmen: Diese hat keinen speziellen Typ, wir konnen aber sagen, dass es eine
nicht-lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit getrennten Verénderlichen ist, denn wir konnen diese schreiben als

mit den Funktionen

fiR>R, z—e” und g: R\ {0} = R, yHL.
Y

Losen der Differentialgleichung:
Schritt 1. Trennung der Variablen: Wir haben nun

also muss

1
——dy = /f x)dz +C
/ 9(y) )
fiir eine Konstante C' € R gelten.

Schritt 2. Berechnung der unbestimmten Integrale: Es gilt fir alle y € R:
1 1

2

_ — Y
gly) e Y
Yy

Es ergibt sich fiir die beiden unbestimmten Integrale:
1 2 1 2 1 2
—dy = /yey dy = 7/2yey dy = =e¥
/ 9(y) 2 2

/f(x)dx+0:/ezdx+0:ez+0

und

fiir alle z,y € R.
Schritt 3. Auflésen nach y: Es muss gelten:

1 2 1
Lyt :/701 :/ )z +C = e +C
5 Ok f(@)

& ¥ = 2(e* + ) = 2" 4+ 2C
& y(r)? =log (2e" + 2C)
< y(x) = £4/log (2e* + 20).

Demnach lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung (1):

y(x) = £+/log (267 + 2C)

fiir eine Konstante C' € R fiir alle x € R so, dass 2e¢* 4+ 2C > 0 mit log (2¢* + 2C) > 0.
Losen des Anfangswertproblems:
Schritt 4. Spezielle Losung aufstellen: Wegen der Anfangsbedingung y (—log(2)) = 0 muss nun gelten:

1
0=y (—log(2)) = i\/log (2e~1o8(2) 4+ 2C) = i\/log (2 5+ 20) = ++/log (1 +20)



< 0=+/log(1+2C)
< 0=log(1+20)
=

1=1+2C
&S 0=2C
& C=0,

d.h. die Losungen zum Anfangswertproblem (1) lauten:

y(x) = £/log (267 4 2C) = £+/log (2e* + 2 - 0) = ++/log (2e* + 0) = ++/log (2e7)
log (2) + log (e®) = +4/log(2) + =
fir alle x € [—1og(2), 00) =: I. O
Bemerkung: Hier haben wir nun gesehen, dass wir exakt zwei verschiedene Losungen vom selben Anfangswertproblem

haben.
(2) Typ der Differentialgleichung bestimmen: Wir kénnen die Differentialgleichung dquivalent umformen durch

v — a2 + oy =0

1 _ Y3 22 xy?y 0
= Y-y 2+y/=72—72+ 2 T a2
z Y2 xy xy Y
/ 1 2

S Y =—yt+ay °.
T

Dies ist eine homogene nicht-lineare Differentialgleichung erster Ordnung, genauer eine (homogene) Bernoulli-Differentialgleichung
mit n = —2.

Losen der Differentialgleichung:

Schritt 0. Umformen und Substituieren in eine lineare Differentialgleichung: Dazu setzen wir die Hilfsfunktion

z als

2=yl = (D) 42 8,

Diese hat laut der Kettenregel die Ableitung
Z/ — 3y2 . y/ — 3y2y/.
Wegen der Differentialgleichungsvorschrift fiir ¢’ folgt nun:

1 1 3 . 3
2 = 3y?y = 3y? [y + xyﬂ = 3y?- <y) + 3y2 - (xyfz) =Sy +3zx=—-"2+3z.
x x x x
Also erhalten wir fiir z die Differentialgleichung

(2) 2 = —§z + 3.
T

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung und die beiden Differentialgleichung (2) und (2’)
sind aquivalent.
Schritt 1. Losen der homogenen Differentialgleichung zu (2°): Die homogene Differentialgleichung zu (2’) lautet

p 3
Zy, = ——Zh-
b x

Fiir die Losung berechnen wir das unbestimmte Integral

3
—dx = -31
[ 2o = =315 (al)
fiir alle 2 € R\{0}. Die Losung z, vom obigen homogenen Problem ist nun gegeben durch
zn(z) = Chel —7d7 = ¢ e~3losllz)) — Chlz|™3

fiir alle x € R\{0}.
Schritt 2. Herleiten der partikuldren Losung zu (2’): Motiviert durch die Lésung z;, der homogenen Differential-
gleichung zu (2’) machen wir hier den Ansatz der Variation der Konstanten:

zp(2) = C(x) 2|~

fiir eine Funktion C und setzen dies in die inhomogene Differentialgleichung (2’) ein. Wir haben fiir die Ableitung von
zp nach der Produkt- und Kettenregel:

—3sign(x)
jz[*

3sign(z)

2 (2) = C'(2)|2| 7% + C(a) - =C'(@)]] 7 - [C@)2| 7]

||



= CWlel™ = (o) = Ol - L)

~ sign(x)
wobei sign: R — {—1,0,1} die Vorzeichenfunktion ist, d.h.

—1 fir z < 0,
sign(z) := ¢ 0 fir z = 0,
1fira >0

und die Ableitung der Betragsfunktion ist fiir x € R\{0} gerade:

d
— (@) = sign(z).
Dann haben wir laut der inhomogenen Differentialgleichung (2’):

3 3
C'(x)|z| 2 — Ezp(:zz) = zl')(x) = —Ezp(x) + 3z
& C'(x)|z|™3 =32
& C'(x) = 3z|z>.
Dies bedeutet eine Moglichkeit die Funktion C' zu wéahlen ist fiir x > 0:

C(z) = /C"(s)ds= /3s|s|3ds = /35-33ds = /384d8
0

0 0

(=)

bzw. fur x < 0:

C(x) */C’(s)ds:/3s|s|3ds:/3s (fs)gds:/f?)s‘lds
0 0 0 0
35" 3 5 3 45 3 5.3 3 5 5_ 3 15
[ 58}0 5" ( 5 ) 57 T3 57 T 57 = 5l

Zusammenfassend gilt fiir C:
3
C(z) = g|a:|5 fir alle z € R.

Dann gilt fiir die partikuldre Losung zu (2):

§|I’|2 _ §1‘2

5, ‘I|73 _
)

3 _ 3
zp(z) = C@)le]* = <lo

fiir alle z € R.
Schritt 3. Aufstellen der allgemeinen Lésung zu (2’): Die allgemeine Lésung der Differentialgleichung (2°) lautet
nun

3
z(z) = zp(x) + 2n(z) = ga:Q + Ch|x\_3

fiir eine Konstante Cy, € R fiir alle € R\{0}.
Schritt 4. Riicksubstitution zur Losung der Differentialgleichung (2): Es gilt:

2(xz) =y(@)* & yx) = V().

Also lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung (2) (per Riicksubstitution):

5/3
y(a) = /(@) = [ Za? + Culal

fiir eine Konstante Cp, € R fiir alle z € R\{0}.

Losen des Anfangswertproblems:

Schritt 5. Aufstellen der speziellen Lésung vom Anfangswertproblem (2): Fiir die Losung des Anfangswert-
problems (2) muss laut Aufgabenstellung gelten:

1=y(1)=€/§'12+Ch1|_3:is/g'l-‘rch-l_?’:i/g-f—ch-l:i/g-‘rch




3
3 5-3 2
®G=l-g=—5"=53

Damit lautet wegen 1 € (0, 00) die Losung vom Anfangswertproblem (2):

_ 33 2 —3_§>/32 2 3
y(x)—\/5x + Cyplz| 3 = 7 +5x

fiir alle x € (0,00) =: I. O
Bemerkung: Wir kénnen hier auch nach Schritt 3. die Anfangsbedingung einsetzen um das Anfangswertproblem zu
16sen, da gelten muss:

Damit erhalten wir nun:

3 3 3
~12+Ch|1\‘3:5-14—0}1-1‘3:54—(]}1-1:5—1—0}1

(G2

5

Also muss z lauten:

3 3 2
z(z) = ga:Q + Chlz| 3 = 5$2 + 590*3

fiir alle x € (0,00), da 1 € (0, 00) ist.
Und per Riicksubstitution erhalten wir nun fiir alle z € (0,00) =: I:

2
yi(x) = 2(z) = 5932 + g$_3
s ylr) =y 1‘2—|—gx—3
Y 57 5

Die Lésung vom Anfangswertproblem (2) lautet damit

3 2
y(z) = W fir alle x € (0, 00) .

Dieser alternative Losungsweg wére genauso richtig gewesen.
(3) 1. Variante: Typ der Differentialgleichung: Wir kénnen die Differentialgleichung (3) dquivalent umformen zu

,  x—4dry 4z n T
1+22  1+227 " T2

Also haben wir hier eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung vorliegen.
Losen der Differentialgleichung:
Schritt 1. Lésen der homogenen Differentialgleichung: Die homogene Differentialgleichung zu (3) lautet

—4x

yn(z) = myh(JW

Fiir die Losung berechnen wir das unbestimmte Integral

—4x 2z
/71+m2dx:_2/71+x2 :—210g(’1—|—x2‘) :—210g(1—|—x2)

fiir alle z € R, da 1 + 22 > 0 ist fiir alle 2 € R. Die Losung v, vom obigen homogenen Problem ist nun gegeben durch

yn(x) = Cpe! 5797 = Ope2les(14+2%) = G 5

(1+2?)

fir alle x € R und mit einer Konstanten C}, € R.

Schritt 2. Herleiten der partikuliren Lésung zu (3):

Motiviert durch die Losung y;, der homogenen Differentialgleichung zu (3) machen wir hier den Ansatz der Variation der

Konstanten:
C(z)

Yp(t) = m



fiir eine Funktion C' und setzen diesen in die inhomogene Differentialgleichung (3) ein. Wir haben fiir die Ableitung von
yp nach der Produkt- und Kettenregel:

g C@)  —4eCl@)  C'x) 4z Cla)
wlt) = (1+ 22)° ’ (1+22)°  (1+22)° 1422 (1+22)°
C'(x) 4z ()

T ar2)R 1t
Damit ergibt sich:

C'(x) 4z () ' (@) —4x L=
— ) = ) =
(1+x2)2 1—|—x2yp Ip 1+x2yp 1422

C'(z) =
(1+a2)?*  14a?

& O'(z)=z(1+2°) =z +2°
Dies bedeutet eine Moglichkeit die Funktion C' zu wahlen ist fir x € R:

* 1 1,]° 1 1 1
A (S+S3) ds = |:282+ 484:|0 = <2$2+ 4x4) — (2 02+ - 04>

1

4
1, 1, (1 1N 1, 1., 1, 1,
=52 +41’ (2 0+4 O>2x+ = (0+40) = x+4

4 2
2

x

C(x)

12,1
=T —XT
27 T4

—0= 4

So folgt nun fiir die partikulare Losung:

_ C(z) x2 (2+x2)
bpl) = (1422)°  4(1+422)°

fiir alle z € R.

Schritt 3. Aufstellen der allgemeinen Losung zu (3):

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (3) lautet nun

2% (2 + 2?) N Ch
4(1+22)°  (1+22)°

y(x) = yp(x) + yn(z) =

fir eine Konstante Cy, € R fiir alle z € R.

Losen des Anfangswertproblems (3):

Schritt 4. Aufstellen der speziellen Lésung zum Anfangswertproblem (3):
Damit muss fiir die Losung des Anfangswertproblems (3) gelten:

12'(2+12) Ch
4(1412)° - (1+12)°
C1-(2+1) Chy
41+1)*  (1+1)?
3Gy
122

3 Cn 3 Gy

1=y(1) =

-4Jr 4 *16+ 4
& 16 = 3440,

& 13 =4C,
13

Also lautet die Losung fiir das Anfangswertproblem (3)

2? (2 + 22 C
y(z) = ( 2) + . 2

4(1+ z2) (1+ 22)

z? (24 2?) 13

2+ 2
4(1+22)2 " 4(1+22)



2? (24 2%) + 13
4(1+a2)°
222+t 4+ 13
4(1+22)°
zt + 227 + 13
4(1+22)°
fir alle z € R = (—o00,00) =: I. O

Variante 2.: Typ der Differentialgleichung: Wir kénnen durch Umformen die Differentialgleichung auch als eine Differ-
entialgleichung erster Ordnung mit getrennten Veranderlichen auffassen, wegen:

, x—dxy  xz(1—4y) x

mit den Funktionen

ffR>R, 2+— ——

1+x und ¢g: R\ {0} = R, y+— 1 —4y.

Losen der Differentialgleichung:
Schritt 1. Trennung der Variablen: Wir haben nun

also muss

1
—d :/ x)dx + C
/ g’ /@)
fiir eine Konstante C' € R gelten.

Schritt 2. Berechnung der unbestimmten Integrale: Es gilt fir alle y € R:
11
gly) 1—4y

Es ergibt sich fiir die beiden unbestimmten Integrale:
1 1 F -4 )
S dy= [ ——dy=—= [ = ay=—log(|1 -4
J = =3 Tt = s (- )

1 1
/f Jdz + C = / ——dz+C 2/1+ dz+C == log(‘l—i—xgl) §log(1+x2)+0

fﬁrallexeRundyER\{Z},dal—i—x > 0 ist fiir alle z € R und

und

1
1-4y=0 & 494y=1 <« y:Z.

Schritt 3. Auflésen nach y: Es muss gelten:

—ilog(|1—4y\):/ﬁdyz/f(x)dx—l—C:%log(l—I—mz)—|—C’

1
< log (|1 —4y|) =—4- [QIOg(1+I2) +C| = —2log (1 +2?) —4C
o |1 _ 4y| _ 67210g(1+12)74C _ ef2log(1+m2) Lem40 i
(1+a2)”

Fall 1. y < i: Dann ist 4y < 1 bzw. 0 < 1 — 4y und demnach ist |1 — 4y| = 1 — 4y. Dann gilt:

—4C
1—dy=|1—-4y|=—
| | (1+22)°
6740
T R
—4C
& dy=1-——
(14 22)*
- 1 ) e—4C 1 e—4C
Y= - - | = = —
4 (1—1—372)2 4 4(1+2?2)




und

fiir alle z € R.
Fall 2. y > i: Dann ist 4y > 1 bzw. 1 — 4y < 0 und demnach ist

1—4yl=—(1-4y)=—-1+4y=4y — L.

Dann gilt:
—4C
dy—1=]1—-4dy|=—
| | (1+22)?
e—4C
& dy=1+—-s
(1+22)°
1 e—40 1 e40
S y=-|1+—| ==+
(S A TINPICH R Ry TR
und e
1 e 1 1
yr)= -+ ——5>-4+0=—
(@) 4 4(1+a2)° 4 4

fir alle x € R.
Demnach lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung (3):

1
2
o ={1] s
it 4(1+x2)2’

falls y < <
falls y > I

fiir eine Konstante C' € R fiir alle z € R.
Losen des Anfangswertproblems:
Schritt 4. Spezielle Lésung aufstellen: Wegen der Anfangsbedingung y (1) =1 > i muss nun gelten:

1 e4C 1 e 4C 1 e2C 1 e4C 1 €
1: 1:— —_— — — —_—— — —_— = —_— =
y(1) 4+4(1+12)2 4+4(1+1)2 1T 1T 1 16
e 34 1 e
4 4 16
(:)12:16~%:e_4c

d.h. die Losung zum Anfangswertproblem (3) lautet:

P U SR . (1422412 (1+2:12% 4 ()7) +12
xTr) = — —_— = =
T 0+ 2? 4 10+ 4(l+a2) 1(11a2)
14222 +2*+12 2% +22%+13
4(1 + a2)? 4(1 + 22)?
fir alle x € R = (—o0,00) =: . O

(4) 1. Variante: Typ der Differentialgleichung bestimmen: Wir kénnen die Differentialgleichung dquivalent umformen
zu

Y =z (y+vy°) =2y +ay’

Dies ist eine homogene nicht-lineare Differentialgleichung erster Ordnung, genauer eine (homogene) Bernoulli-
Differentialgleichung mit n = 2.

Losen der Differentialgleichung:
Schritt 0. Umformen und Substituieren in eine lineare Differentialgleichung: Dazu setzen wir die Hilfsfunktion

z als

1
P
Yy
Diese hat laut der Kettenregel die Ableitung
ol
y? y?



Wegen der Differentialgleichungsvorschrift fiir y' folgt nun:

! + 2 2
z'z—%z—uz— %’—&—% = (f42)=-S-s=—az-u
Y Y Y Y )

Also erhalten wir fiir z die Differentialgleichung
4) 2 =—xz—=x.

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung und die beiden Differentialgleichung (4) und (4’)
sind dquivalent.
Schritt 1. Losen der homogenen Differentialgleichung zu (4°): Die homogene Differentialgleichung zu (4’) lautet

2 = —xzn.

Fiir die Losung berechnen wir das unbestimmte Integral

1
/—xdx = —ixQ

fiir alle x € R. Die Losung 2, vom obigen homogenen Problem ist nun gegeben durch
zp(x) = Chel ~#d% = C’he_%“62

fiir alle z € R.
Schritt 2. Herleiten der partikuldren Losung zu (4’): Motiviert durch die Lésung z;, der homogenen Differential-
gleichung zu (4’) machen wir hier den Ansatz der Variation der Konstanten:

fiir eine Funktion C und setzen dies in die inhomogene Differentialgleichung (4’) ein. Wir haben fiir die Ableitung von
zp nach der Produkt- und Kettenregel:

2 (x) = C'(x)e 2% + C(z) - (—;e_%“62 : 233) = C'(x)e 2 — 2C(x)e 3" = C'()e 7% — wzp(a).
Dann haben wir laut der inhomogenen Differentialgleichung (4°):
C'(z)e " — wzp(x) = 2, (2) = —wzp(2) — 20
& C'(p)e 2™ = —x

2

& C'(z) = —ze?® .

Dies bedeutet eine Moglichkeit die Funktion C' zu wéhlen ist fiir € R:

xr T xr 1
C(z) Z/C/(S)dsz /—se%szds: —/56%82~23ds
1,277 1.2
:—[ezs} = —e2%

Dann gilt fiir die partikuldre Losung zu (4'):

fiir alle z € R.
Schritt 3. Aufstellen der allgemeinen Lésung zu (4’): Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (47) lautet
nun

2(z) = 2p(2) + 2n(2) = —1+ Che 3

fiir eine Konstante C}, € R fiir alle z € R.
Schritt 4. Riicksubstitution zur Losung der Differentialgleichung (4): Es gilt:
1 1

2(2) = —— & yla)z(z) =1 & ya) = @)

Also lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung (4) (per Riicksubstitution):
1 1

€Tr) = = FRT)
y(z) z2(x)  —1+ Cpe 2*
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fir eine Konstante C}, € R fiir alle x € R mit —1 + Che’%‘/"/’2 £ 0.

Losen des Anfangswertproblems:

Schritt 5. Aufstellen der speziellen Lésung vom Anfangswertproblem (4): Fiir die Losung des Anfangswert-
problems (4) muss laut Aufgabenstellung

1 1 1 1 1
1:y(0): 1.2 1o 0
—1+4+ Che™ 2 —1+Che™ 2 —1+4 Cye

& —-1+CL=1

< Oy =2.

Damit lautet wegen 0 € (—\/log(4), \/log(4)) und wegen

T+ C 1 S1+Gy

14272 = —14 Che 2" =0
& 263_%9”2 =1

a1

= R ——

¢ 2

1 1
& f§x2 = log <2> = —log(2)
& 27 = 2log(2) = log (2?) = log(4)
& x=++/log(4)
die Losung vom Anfangswertproblem (4):

1 1

y()

_ 1.2

14 Che 3 1423

fiir alle x € (—\/log(4), «/log(4)) =T O

2. Variante: Typ der Differentialgleichung: Wir koénnen die Differentialgleichung auch als eine Differentialgleichung
erster Ordnung mit getrennten Veranderlichen auffassen, wegen:

Y=z (y+y?) = flx) 9y

mit den Funktionen
f:R—=R, z+— zund g: R\ {0} = R, y sy +y>

Losen der Differentialgleichung:
Schritt 1. Trennung der Variablen: Wir haben nun

also muss

1
—d :/ z)de +C
/ 9w /@)
fiir eine Konstante C' € R gelten.

Schritt 2. Berechnung der unbestimmten Integrale: Es gilt fiir alle y € R laut Partialbruchzerlegung:
1 1 1 1 -1 1 1

= = -+ B
gy) y+y? y(+y) y 1+y y 14y

Es ergibt sich fiir die beiden unbestimmten Integrale:

/ﬁd :/(;‘ﬁy) dy:/idy—/ﬁdy=log<|y|>—1og<|1+y|> :10g<|1_{|y|) :log( ﬂ@/)

und

1 1
/f(a:)dx—FC':/xdx—kCZ 5/2xdx—|—0= §x2+0
fir alle © € R und y € R\ {0, -1}, da
l4+y=0 & y=—1
ist.
Schritt 3. Auflésen nach y: Es muss gelten:

I A W I S _ 1,
log< 1+y)/g(y)dy/f(a:)dx+02x +C

12



o |—L | = edmH0 237" . 0O = ¢Cedo”,
1+y
Fall 1. y < —1: Dann ist y < —1 < 0 bzw. 14+ y < 0 und demnach ist |y| = —y und |1 +y| = — (1 +y)
14y —(1+vy) 1+y

e y=eCer” . (1+y)=e ez —l—ece%ﬁy
& (1 — ece%x2> y=y— ece%xzy = eCe2”’
eCe?”
ER e
fiir alle 2 € R so, dass 1 — e“e2®” # 0 und y(x) < —1 ist.
Fall 2. =1 <y < 0: Dann ist 1 +y > 0 und demnach ist |y| = —y und |1 + y| = 1 + y. Dann gilt:

— Y = Y = Yy = ece%wz
1+y 1+y 1+y
o I = _Cer®’
1+y
& y= —eCer?” . 1+y) = —eCez® _ eceémgy

& (1 + ece%zz) y=y+ eCe%mzy = —eCe2®

1,..2
eCes®

e —
Y 1+ eCes®

fiir alle « € R so, dass und y(x) € (—1,0) ist. .
Fall 8. y > 0: Dann ist 1 4+ y > 0 und demnach ist |y| = y und |1 4+ y| = 1 + y. Dann gilt:

fiir alle 2 € R so, dass 1 — eCe2®” = 0 und y(z) < —1 ist.
Demnach lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung (4):

z2

C

=

%, falls y < —1 oder y > 0 und 1 — eCes?” #£0,
y(x) — lfecce:’%wrz
_m, falls Yy e <_1,0)

fiir eine Konstante C' € R fiir alle z € R.
Losen des Anfangswertproblems:

. Dann gilt:

Schritt 4. Spezielle Lésung aufstellen: Wegen der Anfangsbedingung y (0) = 1 > 0 muss nun gelten:

1=y(0)= eCer®  eCez0  C0 C1 C
T T T a6k T 1 00 1-e0e0  1-eC 1 1-eC
& 1-e¥=¢e¢
& 1=2e¢
1
c
s e =
2
und weiter gilt:
1_1652?2:1_6065%2:0



& 2=e2®
L 5
& 527 = log(2)
& 2 = 2log(2) = log (2%) = log(4)
< x = ++/log(4),
d.h. die Losung zum Anfangswertproblem (4) lautet:

y(z) = : = !

14 Cpe 37 ] 4 2e 3%

fiir alle @ € (—/log(4), /log(4) ) =: I.
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Aufgabe 3 (Logistisches Wachstum und Mundpropaganda)

(1) Seien a,b > 0 zwei konstante Groflen und yo > 0 der Startwert. Wir betrachten das Anfangswertproblem

y = ay — by?,
y(O) = Yo-

Um was fiir einen Differentialgleichungstyp handelt es sich hier? Leiten Sie anschlieend eine allgemeine Losungsformel
dafiir her.

(2) Haben wir nun eine menschliche Population von der Grole N € N gegeben und genau eine Person will ein Gerticht
in dieser Population verbreiten. Dann kénnen wir dies mit Hilfe der Differentialgleichung aus (1) modellieren. Wir
setzen als I(t) die Anzahl der Menschen, die zur Zeit ¢t > 0 das Geriicht bereits kennen und &k > 0 sei die Anzahl der
Begegnungen, die jede Person, die das Geriicht kennt in der Population hat und sofort das Geriicht weitererzéhlt.
Nun lautet die Differentialgleichung dazu:

dr, . N-—I(t)
Z (O = 1) =——k.

Was ist eine geeignete Startbedingung 7(0) hier? Was sagen die Quotienten

N —I(t) N-I),
N TN

fir t > 0 aus? Losen Sie anschliefiend mit Hilfe von (1) das Anfangswertproblem. Was passiert mit 7(¢) fir ¢ — oo?
Ist dieses Modell realistisch?

Loésung von Aufgabe 3

(1) Typ der Differentialgleichung bestimmen: Es handelt sich hierbei um eine homogene nicht-lineare Differentialgle-
ichung erster Ordnung, genauer eine (homogene) Bernoulli-

Differentialgleichung mit n = 2.

Losen der Differentialgleichung:

Schritt 0. Umformen und Substituieren in eine lineare Differentialgleichung: Dazu setzen wir die Hilfsfunktion
z als

1
P
Y
Diese hat laut der Kettenregel die Ableitung
P SR
y? y?

Wegen der Differentialgleichungsvorschrift fiir ¢’ folgt nun:

/ _b2 b2
Yol W (BB ) o (Sob) ==,
Y Y Y Y Y

Also erhalten wir fiir z die Differentialgleichung
(1) 2/ = —az +b.

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung und die beiden Differentialgleichung (1) und (1°)
sind dquivalent.
Schritt 1. Losen der homogenen Differentialgleichung zu (1°): Die homogene Differentialgleichung zu (1’) lautet

2 = —az.

Fiir die Losung berechnen wir das unbestimmte Integral

/fadx = —ax

fiir alle z € R. Die Losung 2, vom obigen homogenen Problem ist nun gegeben durch

an(x) = Cpel ~99% = Cpema®
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fir alle x € R.
Schritt 2. Herleiten der partikularen Losung zu (1°): Motiviert durch die Lésung zj, der homogenen Differential-
gleichung zu (1’) machen wir hier den Ansatz der Variation der Konstanten:

zp() = C(x)e™

fiir eine Funktion C und setzen dies in die inhomogene Differentialgleichung (1’) ein. Wir haben fiir die Ableitung von
zp nach der Produkt- und Kettenregel:

z (@) = C'(x)e™ ™ 4+ C(x) - (—ae™ ") = C'(z)e”* — aC(z)e” " = C'(x)e™ ™ — azp(x).
Dann haben wir laut der inhomogenen Differentialgleichung (1’):

C'(x)e™ — azp(x) = 2z,(z) = —azp(x) +b
s C'(z)e ™ =0

& C'(z) = be™™.

Dies bedeutet eine Moglichkeit die Funktion C' zu wéhlen ist fiir € R:

C(x) = / C'(s)ds = /be“sds:é/aea‘gds
a

— 00 — 00

b as1T _9 ax _éax
_a[e] _a(e 0)_0,6 ’

fiir alle z € R.
Schritt 3. Aufstellen der allgemeinen Lésung zu (1’): Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (1°) lautet
nun

b -
z(x) = zp(x) + 2n(z) = -t Che™ ™
fir eine Konstante Cy, € R fiir alle z € R.
Schritt 4. Riicksubstitution zur Losung der Differentialgleichung (1): Es gilt:

) = 5 & Ye)le) =1 & yle) = o

Also lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung (1) (per Riicksubstitution):

1 1
X@) It Cuo o

y(z) =

fiir eine Konstante C}, € R fir alle z € R mit 3 + Che ™ #£ 0.

Losen des Anfangswertproblems:

Schritt 5. Aufstellen der speziellen Lésung vom Anfangswertproblem (1): Fiir die Losung des Anfangswert-
problems (1) muss laut Aufgabenstellung

NS S S S
W T T e a0 TP G Th G-l It G

b
= <a+Ch)yol

b 1
& -+ 0= —
a

Yo

1 b
s Ch=———.

Yo a

Damit lautet wegen 0 € [0, 00) und wegen

b ez b 1 b\ _,._ b 1 b b 1 b
-+ Cpe =—+(———)e >—-4+|——=) 1=+ ——=
a a Yo @ a Yo @ a Yo a



1
=—>0
Yo

fir alle z € [0,00), da yo > 0 ist, die Lésung vom Anfangswertproblem (1):

@)= 1
x) = =
Y g + Che—aw b -+ (L — Q) e—ax
a Yo a
_ 1 B 1
byt p)ew Lot (2 —b)ea)
B a
b+ (j‘:} - b) e—aw
fir alle x € [0, 00) =: I. O

Bemerkung: Wir haben hier nicht das maximale Existenzintervall I gew&hlt fiir die Losung y, aber dieses ist fiir unsere

Zwecke hier ausreichend.
(2) Wir koénnen die Differentialgleichung in (2) umschreiben zu:

I'(t) = %(t) = I(t)N_TI(t)k =1(t) m - I](Vt)] k=1I(t) [1 - I](Vt)} k
=kI(t) - %I(t)2 = al(t) — bI(t)?

mit a :=k >0 und b := % > 0, d.h. wir haben eine logistische Differentialgleichung wie sie in (1) vorkam. Ist
I(0) = Ip > 0

ein Startwert, so lautet nach (1) die allgemeine Losung fiir die Differentialgleichung aus (2) mit yo := Iy > 0:

I(t) = = j

1+ (% - 1) ekt

fiir alle ¢ € [0, 00).
Ein guter Startwert Iy hier ist Iy = 1 > 0, da laut Aufgabenstellung genau eine Person anfangt das Gerticht zu verbreiten.

Damit haben wir als Losung fiir das Anfangswertproblem aus (2):

I(t) = N _ N
1_~_(%_1)67kt 1—&—(%—1)8_“

N

1+ (N —1)ekt

fiir alle ¢ € [0, 00). Weiter konnen wir folgendes fiir ¢ € [0, 00) interpretieren:

b (O Bruchteil der Nicht-informierten Personen iiber das Gerticht.

)
a(t)k = Y= M k. Jede informierte Person iiber das Geriicht hat q(t)k Begegnungen mit nicht-informierten Personen
bzw. dies ist die Anzahl der neu-informierten Personen.

Weiter haben wir fiir ¢t — oo:

lim I(t) = lim N N N

=—=N.
=00 too 14+ (N —1)e k140 1

Ist dieses Modell realistisch? Wegen tlim I(t) = N ist dies fiir groe N € N nicht realistisch, da es unwahrscheinlich ist,
—00

dass von einer Person ausgehend alle Personen in der Population von diesem Geriicht erfahren alleine durch Mundpro-
O

paganda.
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