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Aufgabe 1
. e’ cos(x) L
a) Wir setzen f(x) := Ti2 o © € R, und zerlegen das Intervall [0,1] durch #quidistante
x
Stiitzstellen gemaf
. i 1
a:i:zh:z, 1=0,...,4, h:Z

Die zusammengesetzte Trapezregel zur Schrittweite h = i lautet in diesem Fall

1
| @) de ~ GLpan) + 250 + 210 + 26 ) + Fo)
1

1 1 3
SL7(0) +27() + 20 (5) + 2 () + F(1)
~ 1.04674.

Die zusammengesetzte Simpsonregel zur Schrittweite h = % liefert
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= SO0 +4£() +2f(5) + 47 () + F(1)]

~ 1.05821.

L7 (@o) + 47(@1) + 2 (e2) + 4f(ws) + faa)]

b) Fiir die zusammengesetzte Trapezregel gilt die Fehlerdarstellung vom Cauchyschen Typ
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Balf) = =255 B2 )

fiir ein 7 € [a, b].
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Schiitzt man die einzelnen Terme ab, so erhilt man fiir alle z € [0, 1]
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|/ (x)] <e {1~ <1+1> +1-ﬂ = 16e < 44.
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Um eine Genauigkeit von 1074 bei der Berechnung des Integrals mit der zusammengesetzten
Trapezregel zu erreichen, muss gelten:

|Ru(f)| = %hﬂf”(n)\ <1074,

Hinreichend dafiir ist (mit h = 1)

n

1, _4 9o 12, 144
—h®-44 <1 < —1 > 1/ —10% ~ 191.49.
12h 0 < h 1 0 S oo G 0 91.49

Fiithrt man die Trapezregel also mit einer Unterteilung in mindestens 192 Intervalle durch, so
ist sichergestellt, dass der Fehler kleiner 10™% ist.

Bemerkung: Die Abschéitzung von f” ist sehr grob. Es gilt sogar
|f"(z)] < 3.11 fiir alle z € [0, 1].

Mit Hilfe dieser Abschiatzung kann man zeigen, dass eine Unterteilung in n = 51 Intervalle
ausreichend ist, um eine Genauigkeit von 10~* bei der Approximation des Integrals zu erzielen.

Aufgabe 2

Wir setzen f(x,y) :=y. Dann ist die Differentialgleichung gegeben durch

Y (x) = f(z,y(x))
mit Anfangswert y(0) = 1.

a) Fiir k € Ny sind die N#herungswerte yi von y(kh) beim Euler-Verfahren gegeben durch

Yo =y(0) = 1,
Ykt1 = Yk + h- f(xr, yp) = (14 Ry,

wobei zp = k- h, k € Ny, die Gitterpunkte zur Schrittweite h sind. Die Rekursionsgleichung
besitzt die Losung
yk:(l—l—h)k, k € Ny.

T

b) Ist 2 >0 und n € N, so gilt fiir den Néherungswert y,(x) := y, zur Schrittweite h = % nach
Aufgabenteil a)

ha(@) = (140" = (1+2)".
c) Aus der Hoheren Mathematik ist bekannt, dass

lim y,(z) = lim (1 + %)n = e’ =y(z).

n—0o0 n—o0

Dies zeigt, dass das Euler-Verfahren fiir das gegebene Anfangswertproblem gegen die Losung
des Problems konvergiert.



Aufgabe 3
Es sei im Folgenden stets f(z,y) = 22 4+ y% — 1.

a) Das Euler-Verfahren zum gegebenen Anfangswertproblem

y'(x) = f(z,y(x), »0)=1

lautet
Yn+1 = Yn + hf(l‘n, yn)a Yo = 1
mit g =0und z, =nh, n=1,2,....

Fiir die Schrittweite h = % erhilt man

Yn+1 = Yn + h(a’% + y72z -1)
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Folglich ist
1 1
Y1 +2 2 P
1 1 1 9
=14+-4+-—=-=-=1.125
=itotgT o7 ’

die Ndherungslosung im Punkt xe = 1 ist gegeben durch y(1) ~ 1.125.

Zur Schrittweite h = i: Analog zu oben gilt

Yn+1 = Yn + h(z2 — +y2 — 1)
1

= +12+1n2
T T I T Ty
und
y1:17
65
= — =1.01562
y2 = ¢ = 1015625,

y3 ~ 1.08600,
ya &~ 1.27147.

In diesem Fall erhalten wir also die Néherung y(1) ~ 1.27147.

b) Das Halbschrittverfahren zum selben Anfangswertproblem lautet

1 1
Yn+l = Yn + hf <$n + §hayn + 2hf(xmyn)> , Yo =1

Wir erhalten fiir die Schrittweite h = %

33

1 1 1 1 1

33 1.(333 1,(133
= — — -, — — -, — ~ 1. 127.
b2 32+2f<4’32+4f (2’32)) 1428127

Mit Hilfe des Halbschrittverfahrens ergibt sich also die N#herung y(1) ~ 1.428127.



Aufgabe 4

Es bezeichne z die Losung des Anfangswertproblems

Z(t) = f(t.2(t), z(x)=y

und (o)
zlxrh)—y h 0
Awyhy =4 * > "7
f(l'ay)a h=0

den exakten relativen Zuwachs der Losung z. Der lokale Diskretisierungsfehler des Einschrittver-
fahrens

Ynt+1 = Yn + h®(2n, yn. h),  y(x0) =30

ist dann gegeben durch
O(z,y,h) = A(z,y,h) — ®(z,y, h).
Das Einschrittverfahren besitzt die Konsistenzordnung 2, falls fiir den lokalen Diskretisierungsfehler
gilt
0(x,y,h) = O(h?), h— 0.

a) Ist f hinreichend oft stetig differenzierbar, so gilt

h? h3
2(x +h) = z(x) + ha'(z) + ?z”(x) + Ez'"(ﬁ)
h? 0 h3
=y+ hf(l“,y) + ?altzxf(t’ Z(t)) + E’Z,/,(g)
h? h3
=y+hf(zy)+ 5 (faley) + fylz.y) - 2(2) + 2"(E)
h? h3
fir ein £ € (z,2 + h). AuBerdem ist
0P h? 9*®
(I)(.T,y, h‘) = (p('r7y70) + h%(IE,y,O) + EW(xayag*)
fiir ein £* € (0, h).
Dies ergibt fiir den lokalen Diskretisierungsfehler
e(iﬁ,y, h) = A(.ﬁ,y, h) - (I)(.%', Y, h)
B z(x+h)—y
=Y gy
X Y 9 b} aCI)
h2 Z”/(f) 82(13 .
?[ 5 W(l‘»y,f )]-

Damit nun 6(z,y,h) = O(h?), h — 0 gilt fiir alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen
f und alle (z,y) aus dem Definitionsbereich G von f, miissen die Bedingungen

f(:r,y) - ‘I)(.T),y,())

fe(z,y) + fylz,y) flx,y) 0P
y2 - %(‘T,y,())

erfiillt sein.



b) Das Verfahren von Heun ist beschrieben durch
1
Hier gilt also

und
%‘i(%y,o) = %(fx(x,y) + fy(,9)f(2,9))-

Nach a) besitzt das Verfahren von Heun die Konsistenzordnung 2.

Aufgabe 5

Es sei y : [0,1] — R zweimal stetig differenzierbar. Aufilerdem sei z; := ih fiir i = 0,1,...

wobei N € Nund h := ﬁ sel.

a) Nach dem Satz von Taylor gilt
/ h2 " 3
y(@i = h) = y(i) = hy (z5) + 5y (2:) + O(A%),
! h2 " 3
y(@i —h) = y(zi) + hy (2:) + 5y (2:) + O(h%)
fr A > 0und i =1,..., N. Hieraus folgt

y(ﬂfi+1)2—hy(95i1) _ y’(:ci) + O(hQ)'

b) In der Vorlesung wurde gezeigt, dass sich die Ableitungswerte y”(z;) fiir i = 1,
Hilfe der zweiten Differenzen geméss
y(@io1) — 2y(xi) + y(ziy1)

Y (z;) = 2 + O(h?)

7N+17

..., N mit

approximieren lassen. Fiir die Ableitungswerte y'(x;) verwenden wir die in Aufgabenteil a)
beschriebene Approximation. Vernachlissigen wir die Fehlerterme und setzen die Approxi-

mationen in die gegebene Differentialgleichung

y'(z) —ay'(z) = By(z) =0,  y(0) =0, y(1) =m

ein, so erhalten wir mit

yi~y(x;), i=1,...,N, yo = y(xo) = »(0), yny1=ylrns1) =y(1)

das lineare Gleichungssystem

Yi-l “2i t Y1 Yl — i
h? 2h

71—/3%207 izl?"'aN7

Yo = 70,
YN+1 = 71-

Durch Einsetzen der Randwerte in die erste und N-te Gleichung und Multiplikation mit h?

erhalten wir

ah ah
2+ Bh*)y — (1— 7)92 =(1+ 7)70,
ah ah .
-1+ 7)%’4 +(2+BR%)yi — (1 - ?)yz‘ﬂ =0, i1=2,...,N—-1,
ah ah
—(1+ 7)%\7—1 +(2+ BhQ)yN =(1- 7)71-



Setzt man . X
gy -
T oy g2 RS ST

so hat das lineare Gleichungssystem die Gestalt

1 -, 0 0 ... O Y1 Y0
-7 1 —-n 0 0 Y2 0

0O —7 1 -—n 0

0 co. =71 —q
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