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Spektraltheorie
5. Übungsblatt

Aufgabe 1 (Faltungsoperatoren)

Sei k ∈ L1
(
Rd
)
. Zeigen Sie, dass der Operator T : L2

(
Rd
)
→ L2

(
Rd
)

definiert durch

Tf := k ∗ f, f ∈ L2
(
Rd
)

ein wohl-definierter, linearer und stetiger Operator ist und bestimmen Sie das Spektrum σ(T ), sowie die Teilspektren
σp(T ), σc(T ) und σr(T ).

Aufgabe 2 (Fouriertransformation von Schwartzfunktionen)

Zeigen Sie, dass die Fouriertransformation
F : S

(
Rd
)
→ S

(
Rd
)

ein wohl-definierter Automorphismus ist.
Hinweis: Eine Folge (fn)n∈N ⊆ S

(
Rd
)

konvergiert in S
(
Rd
)

gegen eine Funktion f ∈ S
(
Rd
)

genau dann, wenn es
bezüglich der Familie der (Schwartz) Halbnormen konvergiert, d.h.

ρα,β (fn − f) := sup
x∈Rd

∣∣xβ∂α (fn − f) (x)
∣∣→ 0 falls n→∞ für alle Multiindizes α, β ∈ Nd0.

Aufgabe 3 (Analytische Fortsetzung der Fouriertransformation)

Seien α ∈ (0,∞) und der Streifen Sα := {z ∈ C : |=(z)| < α}, sowie f : R → C eine Borel-messbare Funktion mit
f(·)eα|·| ∈ L1 (R).

(i) Zeigen Sie, dass das Integral

I(z) :=

∫
R

e−iz·xf(x)dx

für alle z ∈ Sα existiert.

(ii) Zeigen Sie, dass I eine holomorphe Fortsetzung von f̂ ist.

(iii) Sei nun f ∈ C0
c (R) mit f̂ ∈ L1(R). Zeigen Sie, die folgende Äquivalenz:

supp
(
f̂
)

ist kompakt ⇔ f ist konstant null.
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