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7. ﬂbungsblatt

Aufgabe 1 (Zum essentiellen Spektrum o)

Seien (X, ||| y) ein Banachraum, A: D(A) € X — X ein linearer, abgeschlossener Operator, sowie K € K ((D(A), ||-[ 1), X)
ein linearer, kompakter Operator. Zeigen Sie zuerst, dass die beiden Banachrédume (D(A), ||| ,) und (D(A + K), ||| 44 1)
isomorph sind zueinander und beweisen Sie

Oess(A) = 0oss (A + K).

Aufgabe 2 (Fredholm-Alternative fiir Hille-Tamarkin-Operatoren)
Seien (€2, A, 1) ein Mafiraum, p € (1,00), X = LP((2, 1), C) und A € C\{0}, sowie k: Q x @ — C p-messbar mit

Il = ( /| ( / k(x,ynqdu(y)) ' du(x)>; < oo,

wobel ¢ € (1,00) mit % + % = 1ist. Setze T: X — X durch

Tof(z) = /Q k(e ) f(y)duly) fiir f € X,z € Q.
Zeigen Sie:

(i) T} ist ein wohl-definierter, linearer, stetiger und kompakter Operator.

(ii) Betrachten wir nun zu einem g € X folgendes Problem:
(x)  (Mdx —Ti) f=gy.
Zeigen Sie, dass eine der folgenden zwei Alternativen gilt:

(1) () hat eine eindeutige Losung f € X.
(2) Es gibt eine Zahl n € N und Funktionen g1, ...,g, € LY(Q, 1) so, dass (x) genau dann eine Losung hat, falls

/Qg(m)gi(x)d,u(x) =0 fur allei € {1,...,n}.

In diesem Fall ist der Losungsraum n-dimensional.
Aufgabe 3 (Anwendung der Fredholm-Alternative)
Sei X = L?(0,00). Wir definieren den Integraloperator 7: X — X durch

TH(z) = i/o Fly)dy fiir f € X,z € (0,00).

Zeigen Sie:

(i) T ist ein wohl-definierter, linearer und stetiger Operator.

(ii) Zeigen Sie, dass T nicht kompakt sein kann.



