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Nachklausur

1. Teil: Differentialgleichungen

Aufgabe 1

Bestimmen Sie ein nichtkonstantes erstes Integral fiir das folgende Differentialgleichungssystem:

&= -2+ 2y +1,
y = 2 + 2.

Losung zur Aufgabe 1:

Da es sich hier um ein zweidimensionales System handelt, verfolgen wir den iiblichen Ansatz,
eine von der Nullfunktion verschiedene reellwertige C''-Funktion A derart zu finden, dass die
Integrabilitdtsbedingung —(Ah), = (A\g), mit g(z,y) = —2? + 2y + 1 und h(z,y) = 2* + 22y
erfiillt ist, um anschliefend ein erstes Integral H aus der Forderung

Hl(ﬂf,y) = VH(SC,y)T = )\(l’,y)<—h($,y),g(ﬂf,y))

zu ermitteln. Fiir ein solches A gilt

_%yh)(x’y) _ (g—;\(as,y)(az2 + 2zy) + Qx)\(x,y)) = —g—;\(x,y)(;ﬁ + 2zy) — 22\ (x,y)
209 (1, = Pola ) (-2 + 2y +1) — 207(w,)

Die Integrabilitdtsbedingung ist hier also zu

O\ 1O
- (l’,y)(132+2.1’y) = (%,y)(—$2+2y+1>, (Jf,y) ER2
Ay ox

dquivalent. Hieraus ersehen wir, dass wir mit der Wahl A = 1 die Integrabilitdtsbedingung
erfiillen konnen. Wegen

0
a—y(—ﬁv +y’ +y) = gz, y) = Ma,y)g(, y)
machen wir nun den Ansatz H(z,y) = —2%y + y*> + y + c(z) mit einer stetig differenzierbaren
Funktion c. Die Forderung %—I; = —\h = —h fiithrt dann zu
OH !

%(:c,y) = —2xy + (1) = —2® — 27y



oder dquivalent

d(z) = —2°.

Mit der Wahl ¢(x) = —% erhalten wir sodann

3

i
H(x,y)z—g—x2y+y2+y

als ein nichtkonstantes erstes Integral zu dem gegebenen Differentialgleichungssystem.

Aufgabe 2

Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

& =2%—3x—y,
y = —2x — 4y + 2%,
2=2r+y—=z.

Verifizieren Sie, dass (0,0,0) ein Equilibrium ist und untersuchen Sie (0,0,0) im Hinblick auf
seine Stabilitdtseigenschaften.

Losung zur Aufgabe 2:

Wir setzen
2> —3x —vy
f(xvyuz) = —2$—4y+22
20 +y—=z
fiir (z,y,2) € R®. Dann gilt
0
£(0,0,0)= 10
0

und (0,0, 0) ist als Equilibrium erkannt. Ferner gilt

2c—3 -1 0
f’(:l:,y,z) = —2 —4 2z
2 1 -1
und damit
-3 -1 0
10,00)=1-2 -4 0
2 1 -1

Das charakteristische Polynom yx der Matrix f’(0,0,0) lautet (Regel von Sarrus)
X=—-A+D[A+3)A+4) =2l =-A+DN+7A+10) = = A+ 1)(A+2)(A +5).

Folglich haben alle Eigenwerte von f’(0,0,0) einen negativen Realteil. Mithin ist (0,0, 0) asym-
ptotisch stabil.

Aufgabe 3



Untersuchen Sie die Stabilitat der trivialen Losung des Systems
& =—2* -y — 7,
§y=a*+2r—y

mit Hilfe einer Lyapunov-Funktion.

Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz V(z,y) = 2% + 2 mit o, 3 € N.

Loésung zur Aufgabe 3:

Fiir V(z,y) = 2% + y?* hat man V(0,0) = 0 sowie V(z,y) > 0 fiir alle (x,y) € R?\ {(0,0)}
und alle o, 8 € N. Wir berechnen

d
SV (@(0),y(1) = 20021+ 26277 = 2002 (=2 — oy — o) + 20571 + 20— y)

= 202?72 — 202y — 202 + 2By*P 7 a? + 48y* 1w — 28y%.

Wir haben also drei gemischte Terme. Wir wollen «, 8 so wéhlen, dass sich zwei davon ge-
genseitig aufheben. Wegen «, f € N kénnen wir mit dem vorletzten Term nichts machen, also
wahlen wir 26 — 1 =1, 2a = 2, d.h. « = f = 1 und bekommen

d
£V(x(t), y(t)) = —22* — 222y — 2% + 2ya? + dyr — 2> = —22* — 2(x —y)* < 0.

Aus —22* —2(z — y)? = 0 folgt = 0 = y. Dies impliziert, dass (0, 0) ein asymptotisch stabiler
stationérer Punkt ist.

Aufgabe 4

Zeigen Sie, dass das Randwertproblem

—(@*/ (7)) +2u(r) =0, 1<2<2,
u(l) =u(2) =0

nur die triviale Losung hat und konstruieren Sie die zugehorige Greensche Funktion.
Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz u = %, o € R um ein Fundamentalsystem zu konstruieren.

Lésung zur Aufgabe 4:

Der Ansatz liefert '
—a(a— 1)z = 202® + 22% = 0,

woraus folgt
o —a+2a—-2=(a+2)(a—1) = 0.

Das liefert zwei linear unabhiingige Losungen 22 und x und die allgemeine Losung ist Chz +

Cyx=2, O, Cy € R. Wir bezeichnen

Ry [u]

u(1)
Rofu] :==u

2).



Wir zeigen, dass nur die triviale Losung C; = C5 = 0 das Randwertproblem erfiillt. In der Tat,
erfiillt u = Cyz + Cyz? die Randbedingungen R;[u] = Ry[u] = 0, dann ist die Matrix zur
Bestimmung von Cf, Cy invertierbar:

Rilz] Rilz7?]\ _ 1 1
det (R2 o] Rl ) det 9 # 0.
Wir konstruieren nun zwei Losungen ¢, 1 mit R;[p] = Ro[t)] = 0 und Rs[p] = R[] = 1. Fiir
¢(r) = a1z + asr™? bekommt man

() ()= 0)= ()= ()

und fiir ¢(z) = B2 + foz~? bekommt man

L1\ (B) _ (1 B\ _ (-3
G DE)-0)-G)-()
Wir berechnen Wy, ¥]:

(z) () do—do? 80
Wit =aen (Z0) J100) = oo (Vres T es)
1

84
:E(

—dx — 64 2 + 4272 + 640 +4x — 32072 + 8272 — 64:10_5) = —Ex_2

Insbesondere, haben wir auch —x?W{p,¥](x) = const vgl. Blatt 7, Aufgabe 3. Die Greensche
Funktion hat also die Gestalt

Gl = L Je@v(), firl<g<n<o
—PWn) |pme(E), firl<n<g<2
9

E2)(—n+8772), firl<&<n<?
(£ +8677), fir1<n<gE<2

Y
(8
-
=D (n+8n?), fir1<{<n<2
N — ) (€487, firl<n<E<?2



2. Teil: Hilbertriaume

Aufgabe 5
Sei V' der Vektorraum der finiten reellwertigen Folgen, d.h.
(Tp)neny € V<< ANy € N: 2, = 0,Vn > Ny.

Fir p € (1,00) ist (V. - ||) ein normierter Raum mit der Norm ||z| := (3=, |2, |P)?. Es sei
(vn)nen eine Folge in R. Wir betrachten die lineare Abbildung

Ti{w-m = (V).

(xn)neN — (Oénxn)neN-

Zeigen Sie:

a) Ist die Folge (a,)nen beschriankt, dann ist 7" stetig. Bestimmen Sie in diesem Fall ||T7]].

b) Ist T stetig, so ist (a,)nen beschrinkt.

Losung zur Aufgabe 5:

a) Seixz eV, dh. Y > |z,P = 22[21 |z,|P < co mit einem von x abhéngigen Ny € N. Aus

00 No No
ITollf = lananl? = lanwal? < lallfe Y lzal? < b 2]
n=1 n=1 n=1

bekommt man ||7,|| < ||a|[se := sup, e ||, d-h. die Beschrinktheit von T,,.

Sei (v, Jken eine (moglicherweise konstante) Folge mit limy o0 |, | = ||c¥]|goc. Aus
. HTaen Hﬂ’ .
T, > lim ———— =1 = 0.
el = B8 el — el =l
bekommt man || T, || = ||al] -

b) Wir zeigen die Behauptung indirekt. Sei (v, )ren eine Folge mit limg_,o0 |0y, | = +00. Die
Abschétzung
TOC n .
|To|| > lim [T fler = lim |ay,, | = +oo.
k—o0 ||€nk||€p k—o0

liefert nun einen Widerspruch zur Beschranktheit von 7.

Aufgabe 6

Finden Sie die beste Approximation von sinz in dem von 1 und z aufgespannten Unterraum

des reellen Hilbertraumes L*([0, 5]).



Losung zur Aufgabe 6:

Wir definieren vy := 1, vy := 2. Da (v, v5) # 0, setzen wir wy := v; und suchen ws in der Form
wy 1= V1 + avy mit a € R, sodass

0 = <w17w2> = <U1,U1> +C¥<U1,Ug>.

Dies liefert )

—[Pde —xj2
foﬂ/Q xdx /8
Damit hat man (wy,ws) = (vy,v; — %Ug) = 0 und LH{vy, v} = LH{wy,ws}. AnschlieBend
normieren wir w; und wy durch w; := wy/||wy| und uy := wy/||ws||. Laut Satz 10.7 hat die

beste Approximation «* von w := sinx in LH{wy,ws} = LH{uy, us} die Darstellung

—4/m.

a = —(vy,v1)/(v1,v2) =

(u, wy) (u, wa)
(wr, w1>w1 " (w2, wo)

u* = (u, ur)uy + (u, ug)ug = W.

Wir berechnen

w/2
(u,wy) = / sinzdr = 1
0
w/2 /2
(u,v2) = / zd(—cosz) = —x COS$|3/2 —l—/ cosxdr =1
0 0
(1, w5) = u,00) = 4, 05) = 1 — 4/
w/2
(wy, wy) :/ lde = 7/2
0
/2 42 /2 42 s -
<w27w2> — /0 (1 - él’)2d$ = F ; (x — %)2dl’ — p . %'—/7r/4 — 8
und bekommen
L2 1=4fm o, o 8=24/m  24(1 —4/m)
“ _7T+ 7/6 ( ) = T 2 Z.

Aufgabe 7

Sei 0 C R™ beschriankt und offen sowie ¢ € L>®(€) mit ¢ > 0. Zeigen Sie, dass die einzige
schwache Losung in H}(€2) des Randwertproblems

—Au+c(x)u=01in Q, wu =0 auf O

die Nulllésung ist.

Losung zur Aufgabe 7:

Angenommen, es giibe eine nichttriviale schwache Losung u € Hj (). Aus der schwachen
Formulierung bekommt man

/ Vu-Ve+c(x)updr =0, Vo e CF(Q).
Q



Nach Definition ist Hg(Q) der Abschluss von C§°(2) bzgl. der Norm || - || g1 (q), HUHJQLP(Q) =
HVUH%Q(Q) + HUH%2(Q) (insbesondere ||v]|z2(0) < |Vl g1 und ||Vl r2@) < 0] a1 @))- Das heifit,
es gibt eine Folge (¢ )nen C C°(2) mit ||, — u||g1o) — 0. Wir haben nun

/ Vu- Ve, + c(x)up, dr — / |Vul? + c(z)u? de,
Q 0
denn

/QVU‘ (Vn — Vu) dz| < |[|Vull 2 IV (en — u)|l22() < |Vullz2@)llon — ullm @

und

/Qc(x)u(gon —u)dx

Mithilfe von ¢ > 0 bekommen wir

< llellze@llull 2@ llen = ullz@) < llellze@llull 2@ llen = ulla @)

0= lim | Vu-V,+ c(z)up, dr = / |Vul? + c(z)u? do > HVUH%Q(Q)
Q

n—o0 0

und aus der Poincaré-Ungleichung
vl @) < CollVollze), v € Hy(2)
mit einem C, > 0 folgt schlieBlich v = 0 in H} ().

Aufgabe 8

Sei £y = {z = (Zn)nen € RY | [z]ley = (3220, |20]2)"* < oo} der iibliche Hilbertraum der
quadratsummierbaren Folgen und sei

M = {(xn)neN cRY|0< g, < % fiir alle n € N}.
Zeigen Sie:
a) M C {s.
b) Falls 2 € M und (z®);ey eine Folge in M ist mit
:Eg“) g Tn, Vn €N,

dann gilt ||z — x|y, — 0 fiir k — oc.

Losung zur Aufgabe 8:

a) Sei x € M. Fiir jedes n € N bekommt man

n

"1 =1
2
Z|x1| §;ﬁ§i=1ﬁ<oo’

i=1

d.h. ||z, < 0.



b) Wir wollen zeigen, dass fiir jedes € > 0 ein K € N existiert mit

oo
l2® — 2|7, = > |2 — 2 < e
n=1

fir alle k£ > K.
Da z®) 2 € M gibt es ein N € N (unabhsingig von k) mit

oo oo

DD F-ES

n=N+1 n=N+1

fiir alle k € N. Wéhle jetzt K € N so grof}, dass

(k) _ 2 -

fir alle 1 <n < N und £ > K. Wir haben nun

[e.9]

o] N
> lolh) — gl = Yo lall) 4 S ol <
n=1

n=1 n=N-+1



