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Aufgabe 38

Sei 1 <p<qg< oo und Q C R” offen und beschriankt. Zeigen Sie, dass die folgenden normierten
Raume nicht vollstandig sind:

a) (7] - [lg)
b) (L), || - [lp)

Lésungsvorschlag:
b) Sei zp € © und R > 0 so klein, dass Br(zg) C Q. Definiere (ug)ren in L9($2) durch

1
k(%) = XBr(w0)\Bryi (o) (%) ETS
|.’IJ — x0’ p+q
Dann gilt: (ug)ken ist eine Cauchy-Folge in (L9(€2),] - ||p), denn fBR(xo) |ug|P < oo (siehe Aufgabe
33). Aber angenommen u; — u, dann konvergiert wy insbesondere punktweise fast iiberall gegen u

und damit gilt u(z) = Xpp(20)lT — xo| =2/ PF9) fiir fast alle € Q. Das steht aber im Widerspruch
zu u € LY(Q), denn [, |u|?dz = co (Aufgabe 33).

Aufgabe 40
Beweisen Sie folgende Dichtheitsrelationen:
a) LB(R™) :={ue LP(R"): IK C R™ kompakt, Vo € R" \ K : u(z) = 0} C LP(R") dicht.

b) Co(R™) C LP(R™) dicht. Hinweis: Approximieren Sie durch Treppenfunkionen. Diese konnen als
endliche Linearkombination der Form ), ¢ x@, geschrieben werden, wobei ¢; € C und xg,
charakteristische Funktionen von offenen Quadern @); sind, welche eine Basis der Borelschen
o -Algebra auf R™ bilden.

c) C§°(R™) c LP(R™) dicht. Hinweis: Kombinieren Sie b) mit Aufgabe 39.

Losungsvorschlag:
a) Fiir u € LP(R™) ist fiir jedes € > 0 ein v € L{(R™) anzugeben, sodass |[u—vl|, < ¢ gilt. Alternativ
kann man auch eine Folge in L{j(R") angeben, die gegen u konvergiert. Sei u € LP(R™), definiere
(un)neny in LERY) durch w, := XBn(0)t, dann gilt: u, — wu punktweise. Mittels majorisierter
Konvergenz gilt dann

lim |un|p |ul? ist I\iajorante / |u|p
Daher gilt nh_}r{)lo llun —ullp, = nango fR"\Bn(o) |ulP = 0.

b) Zunéchst ist fiir uw € LP(R™) die Funktion |ulP integrierbar, daher gibt es per Definition zu jedem



e > 0 eine Treppenfunktion t := >, y|alPxg, mit ¢ =0 fiir alle I > N € N und Quadern @,

sodass
/ u|pda:—/ tdr < %

Es ist also hinreichend zu eigen, dass charakteristische Funktionen von Quadern xg, beliebig gut
durch stetige Funktionen mit kompaktem Tréger f; € Cy approximiert werden kénnen. Genauer ist zu
zeigen, dass zu jedem xq, ein f; € Cy existiert, derart, dass ||xq, — fillp < m fiir alle [ € N,
dann folgt ndmlich:

N N N
€
lu =Y afilly < lu— P+ 17 =" afill < 5t > lalllxe = fill, <«
I=1 =1 =1

Sei also @; ein Quader in R™ . Nach Transformationssatz reicht es 0.B.d.A den Einheitswiirfel zu be-
trachten, da ich jeden Quader mit entsprechender Streckung und Verschiebung auf die Gestalt bringen
kann. Definiere f: R" — R, f(z) = g(z1)g(z2) - - - g(x,) mit

kx 0<z<k!
1 kl<a<1-—k!
9:R—=R,g(x)= ~0
—k(z—1) 1-k1<z<1
0 sonst.
Dann gilt:
3 2
g:v—xO,lxpd:B:2/ 1—kelPde=————0 k — 00).
| lot) = x0.1)) M=k = s (1 — o)

n
Unter Verwendung von x[o 1= () = [] Xjo,1j(x) und des Satzes von Fubini, erhélt man die Existenz
k=1

eines f; mit den gewiinschten Eigensghaften.

c) Sei u € LP(R™), wahle geméfs A40b) ein v € Co(R™) mit ||u—v|, < e/2. Gemaf A39 gilt: Ayv €
C§°(R™). Wahle M C R" kompakt mit suppv + Br(0) Nsuppv C M . Wihle dann 7 so klein, dass
| Apv —v|loo < W . Dann folgt wie in Aufgabe 33, dass || A,v—v|, < vol(M)YP[|Ayv -]l < 5.
Zusammen ergibt sich also:

[ = Apolly < flu = vllp +[lv = Ayoll, <e.



