
Theorem 0.1. Seien U ⊂ R×Kn offen und F : U → Km, (t, x1, · · · , xn) 7→ F (t, x1, · · · , xn) ste-
tig und stetig partiell differenzierbar in x1, · · · , xn. Dann ist F lokal Lipschitz-stetig in x1, · · · , xn.

Beweis. Sei F : U → Km, (t, x1, · · · , xn) 7→ F (t, x1, · · · , xn) stetig und stetig partiell differenzier-
bar in x1, · · · , xn. Sei (t0, x0) ∈ U und Q := I × [a1, b1]× · · · × [an, bn] eine kompakte Umgebung
von (t0, x0). Sei ferner (t0, y0) ∈ Q beliebig und γ : [0, 1] → Q, s 7→ (t0, sx0 + (1 − s)y0) eine
glatte Kurve in Q, welche x0 und y0 verbindet. Dann sind die Abbildungen s 7→ F (γ(s))j stetig
differenzierbar mit

d

ds
F (γ(s))j = ((∂x1F )j(γ(s)), · · · , (∂xn

F )j(γ(s))j)
(
x0 − y0

)
j = 1 · · ·m

Nach dem Mittelwertsatz gibt es für j = 1, · · · ,m ein s∗j ∈ [0, 1], sodass gilt:

F (t0, x0)j − F (t0, y0)j = F (γ(1))j − F (γ(0))j =
d

ds
F (γ(s∗j ))j

=
(
(∂x1F )j(γ(s∗j )), · · · , (∂xn

F )j(γ(s∗j ))j

) (
x0 − y0

)
Daraus folgt:

‖F (t0, x0)− F (t0, y0)‖Km ≤ · max
j=1···m

‖
(
(∂x1F )j(γ(s∗j )), · · · , (∂xn

F )j(γ(s∗j ))j

)
‖Kn · ‖x0 − y0‖Kn

Nun sind nach Voraussetzung die Abbildungen Q → Km, (t, x) 7→ (∂xk
F )(t, x) mit k = 1, · · · , n

stetig. Da Q kompakt ist, nehmen sie ihr Maximum an. Sei nun L > 0 so gewählt, dass L ≥
max

k=1,··· ,n
max

(t,x)∈Q
‖∂xk

F (t, x)‖Km . L ist somit unabhängig vom gewählten y0. Dann erhält man

‖F (t0, x0)− F (t0, y0)‖Km ≤ L · ‖x0 − y0‖Kn ∀(t0,y0)∈Q,

daher ist F lokal Lipschitz-stetig. �
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