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Aufgabe 13

Sei A : R→ Rn×n stetig. Zeigen Sie, dass für das lineare System

ẏ = A(t)y

der Begriff der Stabilität der trivialen Lösung mit dem Begriff der Stabilität im Sinne von Lyapunov
der trivialen Lösung übereinstimmt.

Beweis (“⇒ ”): Sei y die triviale Lösung und sei y stabil. Sei ỹ1, .., ỹn eine Basis des Lösungsraumes
L . Definiere yj := (‖ỹj(0)‖)−1ỹj für j = 1, .., n . Da y stabil ist, gibt es Cj > 0 , j = 1, .., n . mit
‖yj(t)‖ ≤ Cj , ∀t ∈ [0,∞) und alle j = 1, .., n . Definiere C := maxnj=1Cj . Sei ε > 0 vorgegeben,
wähle δ := εC−1n−1/2 . Für beliebiges y ∈ Bδ := {y ∈ L : ‖y(0)‖ ≤ δ} gibt es αj ∈ R , j = 1, .., n ,
sodass y der Darstellung y =

∑n
j=1 αjyj genügt. Dann gilt:

δ > ‖y(0)‖ ≥ n
max
j=1
|αj | ≥ n−

1
2

 n∑
j=1

|αj |2
 1

2

.

Daraus folgt für ‖y(t)‖ :

‖y(t)‖ ≤

 n∑
j=1

|αj |2‖yj(t)‖2
 1

2

≤ C

 n∑
j=1

|αj |2
 1

2

≤ Cδ
√
n = ε.

y ist also Lyapunov-stabil.
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