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9. Übungsblatt
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Themen: Rotationskörper, Substitutionsregel, Polar-, Zylinderkoordinaten

Aufgabe 25 (K). Seien f, g ∈ C[a, b] mit 0 ≤ f(x) < g(x) für alle x ∈ [a, b]. Sei

B := {(x, y) ∈ R2 : x ∈ [a, b], f(x) ≤ y ≤ g(x)}.

Ferner sei der Flächenschwerpunkt (x0, y0) ∈ R2 von B definiert durch

x0 :=
1

|B|

∫
B
x d(x, y), y0 :=

1

|B|

∫
B
y d(x, y).

Zeigen Sie, dass für das Volumen V des von B durch Rotation um die x-Achse erzeugten Rota-
tionskörpers gilt:

V = 2πy0|B|.

Lösung 25

Aufgabe 26 (K). Berechnen Sie folgende Integrale mittels Zylinder- bzw. Polarkoordinaten:

(a)

∫
B
(x2 + y2)2e2(1−z)7 d(x, y, z), B = {(x, y, z) ∈ R3 : z ∈ [0, 1], x2 + y2 ≤ (1− z)2},

(b)

∫
C

y

x
d(x, y), C = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0,

√
x2 + y2 ∈ [r,R], |y| ≤ x}, (0 < r < R).

Hinweis zu (b): Aus (x, y) ∈ D folgt x ≥ r√
2
> 0.

Lösung 26



(a) Nach Fubini gilt∫
B
(x2 + y2)2e2(1−z)7 d(x, y, z) =

∫ 1

0

∫ 1−z

0

∫ 2π

0
r4e2(1−z)7 · r dϕ dr dz

= 2π

∫ 1

0

∫ 1−z

0
r5e2(1−z)7 dr dz

=
π

3

∫ 1

0
(1− z)6e2(1−z)7 dz

=
π

3

∫ 1

0
y6e2y

7
dy

=
π

3

[ 1

14
e2y

7]1
0

=
π

42
(e2 − 1).

(b) Für ϕ ∈ [−π, π] gilt

| sin(ϕ)| ≤ cos(ϕ) ⇔ ϕ ∈ (−π

2
,
π

2
), tan(ϕ) ≤ 1 ⇔ ϕ ∈ [−π

4
,
π

4
],

also

C =
{
(ρ cos(ϕ), ρ sin(ϕ)) ∈ R2 : r ≤ ρ ≤ R,ϕ ∈ [−π

4
,
π

4
]
}

sowie ∫
C

y

x
d(x, y) =

∫ R

r

∫ π/4

−π/4

ρ sin(ϕ)

ρ cos(ϕ)
· ρ dϕ dρ =

∫ R

r
ρ

∫ π/4

−π/4
tan(ϕ) dϕdρ = 0,

denn tan(−ϕ) = − tan(ϕ) für alle ϕ ∈ [−π
4 ,

π
4 ].

Aufgabe 27. Berechnen Sie das Volumen des Rotationskörpers

B = {(x, y, z) ∈ R3 : x ∈ [a, b], y2 + z2 ≤ f(x)2}

für die folgenden Funktionen f und n ∈ N:

(a) f(x) = xn(1− x) (x ∈ [0, 1]),

(b) f(x) = ex − 1− x (x ∈ [0, 1]),

(c) f(x) = | sin(nx)| (x ∈ [−π, π]),

(d) f(x) = |x|(1− x2)1/2 (x ∈ [0, 1]).

Hinweis: Es gilt stets f ≥ 0 auf dem jeweiligen Intervall.

Lösung 27 Nach Vorlesung gilt |B| = π
∫ b
a f(x)2 dx. Darum erhalten wir:

a)

|B| = π

∫ 1

0
x2n(1− x)2 dx = π

∫ 1

0
(x2n − 2x2n+1 + x2n+2) dx

= π ·
( 1

2n+ 1
− 2

2n+ 2
+

1

2n+ 3

)
= π · 1

(2n+ 1)(n+ 1)(2n+ 3)
.



b)

|B| = π

∫ 1

0
(ex − 1− x)2 dx = π

∫ 1

0
(e2x − 2ex(1 + x) + (1 + x)2) dx = π

[1
2
e2x − 2xex +

1

3
(1 + x)3

]1
0

= π(
1

2
(e2 − 1)− 2e+

7

3
) =

π

6
(3e2 − 12e+ 11).

c)

|B| = π

∫ π

−π
| sin(nx)|2 dx = 2π

∫ π

0
sin2(nx) dx =

2π

n

∫ nπ

0
sin2(z) dz

=
2π

n

[z − sin(z) cos(z)

2

]nπ
0

= π2.

d)

|B| = π

∫ 1

0
(|x|(1− x2)1/2)2 dx = π

∫ 1

0
x2(1− x2) dx = π

∫ 1

0
(x2 − x4) dx

= π · (1
3
− 1

5
) =

2π

15
.


