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1 R", topologische Grundbegriffe, Banachraume

1.1 R" als euklidischer Raum
Definition 1.1 Auf R™ = {3: =(z1,...,¢p) 1, €ERji=1,.. .,n} werden definiert:

a) Addition: x +vy:= (x1 +y1,...,Tn + Yn), T,y € R”
b) Skalarmultiplikation: X - x = (A\x1,...,Azy), z € R", X €R
n
¢) Skalarprodukt: < x,y >:= inyi (oft: x-y=<ux,y>)
i=1
d) euklidische Norm: ||z|| := /< z,0 > = /2] +...22.
||z — y|| heisst euklidischer Abstand von x und y.
Bemerkung:
(R™, +, -) ist R-Vektorraum
(R™ +,, < -,- >) heifst euklidischer Vektorraum

Lemma 1.2 FEs gilt Va,y,z € R", A\, u € R:
a) ||z|| >0 firxz#0
b) ||A- || = |A] - []]]
c) ||z +yll < =l +[lyll
d) | <zy>[ <]yl
e) |lo =zl <[z —yll +[ly — 2|
7) [llall = lgll| < llz =l
g) <X x+pyz>=A<z,z>+u<yz>
h) <x,y>=<y,z>
i) e; = (0,...,0,\1//,0,...,0), 1=1,...,n sei Standardbasis.

i

n
Dann gilt: x = Z <x,e; > e

i=1

n
B il < lall <) gl (i=1,...,n)
j=1



1.2 Konvergenz von Folgen im R"

Fiir jedes k € N sei 2% € R™. (2*)1en heikt Folge (von Vektoren) im R”

Beachte: 2% = (z},..., 2F)

Definition 1.3 Eine Folge (2*)ren heifit

a) beschrinkt, falls M > 0 ezistiert mit ||z¥|| < M Vk €N

b) konvergent, falls a € R™ existiert mit klim [|z¥ —al| =0 (Schreibweise.'klim z* =a)
—00 — 00

¢) Cauchy-Folge, falls zu jedem € > 0 ein Index N = N (e) existiert mit

k>N =28 2! <e

Satz 1.4 Sei (z¥)gen Folge im R™.

a) (z¥)ren konvergiert < jede der Koordinatenfolgen (v¥)gen, . .., (2F)ren konvergiert.
b) (2¥)pen ist Cauchyfolge < jede der Koordinatenfolgen (x¥)ren, ..., (2%)ren ist Cauchy-
Folge.

Korollar 1.5

a) (z¥)ren ist konvergent < (xF)ren ist Cauchy-Folge.
b) Jede konvergente Folge hat genau einen Grenzwert und ist beschrankt.
¢) Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

1.3 Kugel, Sphire, Umgebung

Definition 1.6 Sei a € R" und r > 0. Dann heifst:
By(a) == {x ER™: ||z —a|| < r} offene Kugel mit Mittelpunkt a, Radius r

B,(a) := {:c ER": ||z —a|| < r} abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt a, Radius r

Sy(a) = {x eER": ||z —all = r} Sphdre mit Mittelpunkt a, Radius r



Definition 1.7
Sei ) £ M C R™. Dann heifit

diam M := sup {Ha: —yllrx,y € M}
Durchmesser von M. Setze diam () = 0. M heifit beschrinkt, falls diam M < oo

Bemerkung:

M ist beschrankt < 3 Kugel B,(a) mit M C B,(a).

Definition 1.8 Sei a € R™. Eine Menge U C R™ heifit Umgebung von a, falls € > 0 existiert
mit Be(a) C U.

1.4 Innere Punkte, Randpunkte, Hiaufungspunkte

Sei A C R® und AY :=R"\ A

Definition 1.9 Sei A € R". Ein Punkt a € R™ heif$t:

a) innerer Punkt von A, falls € > 0 existiert mit Bc(a) C A (& A ist Umgebung von a)
b) Randpunkt von A, falls Ve > 0 gilt: B.(a) N A # 0 und B.(a) N A€ # ()

¢) Haufungspunkt von A, falls jede Kugel Be(a), € > 0, unendlich viele Punkte von A
enthdlt.

Definiere:
A0 = {x € R"™ : x st innerer Punkl von A} Inneres von A"
0A = {a: € R"™ : x ist Randpunkt von A} ,Rand von A"

A=AUOA ,abgeschlossene Hiille von A"
H(A) = {x € R" : x ist Hiufungspunkt von A}



Lemma 1.10

a) AYCACA
b) R = AU (A9)P U oA

disjunkt
¢c) A= AUdA = A"UoA
d) (A9)° = (A)°

1.5 Offene und abgeschlossene Mengen

Definition 1.11 Sei A € R®

a) A heift offen, falls A = A°.
b) A heift abgeschlossen, falls AC offen ist.

Bemerkung

a) () ist offen, denn (° = ().
() ist abgeschlossen, denn )¢ = R™ ist offen
analog: R™ ist sowohl offen als auch abgeschlossen

b) Sei A :=(0,1] C R. A ist weder offen noch abgeschlossen

Satz 1.12

a) Die Mengen A, C R", a € I seien offen = |J Ay ist offen
ael

l
b) Die Mengen Aq,...,A; CR"™ seien offen = ﬂ A; ist offen
i=1

¢) Die Mengen A, CR"™, « € I seien abgeschlossen = () A ist abgeschlossen

ael

l

d) Die Mengen Ay, ..., A CR"™ seien abgeschlossen = U A; ist abgeschlossen

i=1



Bemerkung:

Ag = (—1,1) C Rist offen. ﬂ Ay, = {0} ist abgeschlossen
k=1

oo
Ap:=[-1+ £,1— 1] C R ist abgeschlossen. U A = (—1,1) ist offen
k=1

Satz 1.13 Sei A C R™. Dann ist A° offen und A, OA sind abgeschlossen.

Satz 1.14
Sei A C R", H(A) = Menge der Haufungspunkte von A und

L(A) := {1: : 3 Folge (a)ren in A mit klim ay = x} Dann gilt

A=L(A) = AUH(A)

Korollar 1.15 Sei A C R™. Dann gilt:
A abgeschlossen < H(A) C A < fiir jede konvergente Folge (zi)ken in A gilt klim T €A
—00

1.6 Banachrdume und Kontraktionsprinzip

Definition 1.16

Sei X ein reeller Vektorraum und N : X — R eine Abbildung (schreibe ||x|| = N(x)) mit
folgenden FEigenschaften. Vx,y € X, VA € R gilt:

N1) ||z|| > 0 und ||z|]| =0 2 =0

N2) ([N - 2|l = AL ]|

N3) [l +yl| < |lz[l + llyl|

Dann heifstt N Norm auf X und (X, || ||) heifit normierter Raum.

Bemerkung:

Sei (zx)ken Folge in X. Die Begriffe beschrinkt, konvergent, Cauchy-Folge kénnen wortlich
wie in Definition 1.3 erklart werden. Die Definitionen aus den Abschnitten 1.3, 1.4, 1.5 kdnnen
wortlich auf normierte Ridume iibertragen werden.

Ausgenommen von der wortlichen iibertragung: Satz 1.4 und Korollar 1.5



Definition 1.17
Sei (X, || - ||) normierter Raum. Falls jede Cauchy-Folge (zi)ren einen Grenzwert

r = lim xp € X besitzt, dann heifft (X, || -||) vollstandig bzw. Banachraum.

k—o0

Satz 1.18 (Kontraktionsprinzip, Banachscher Fixpunktsatz)

Sei (X,]|| - ||) ein Banachraum und A C X eine abgeschlossene Teilmenge. Die Abbildung
[ A — A erfille die Bedingung ||f(x) — f(v)|| < qllx — y|| Vz,y € A fir eine Konstante
q €[0,1). Dann gilt:
i) Es existiert genau ein x* € A mit f(z*) = ™ (2 ist Fizpunkt).
ii) Die Folge (zy)ken definiert durch xpiq1 = f(zy), k € No, xo € A beliebig, konvergiert
gegen x*.
iii) Es gilt Vk € N:

q
||z — 2| < [2r1 — zp]] < . |1 — o

l1—q —q
Bemerkung:
Eine Abbildung mit den Eigenschaften wie in Satz 1.18 nennt man Kontraktion.

Beispiele fiir Kontraktionen:
D (XD =®R [, A=R, f(z):=ge"

) (1) = @1 A= R 70 = (e g

2

Satz 1.19
i) Sei (fr)reneine Folge in C(la,b]) und f € C([a,b]). Dann gilt:

lim || fx — flloo = 0 < (fi)ken konvergiert gleichmafig auf [a,b] gegen f
i) (C’([a, o), || - Hoo) ist Banachraum

Beispiel: (normierter Vektorraum, der kein Banachraum ist)

b
G D = (€t 1 [ ). wobei (171 = [ 17(e)ldo



2 Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit

Im Folgenden sei stets D C R™ und f : D — R™ eine Funktion.

2.1 Definitionen

Zu & € R, r > 0sei B(€) = B,(€) \ {¢} "punktierte Kugel"

Definition 2.1 (Grenzwert)

Sei f: D — R™ eine Funktion und & € R™ Hdufungspunkt von D. Man sagt: f strebt gegen
n € R™ fiir v — &, falls zu jedem € > 0 ein & > 0 exisitert mit:

z € DN Bs(€) = |If(z) —nll <e

In Symbolen: limgf(z:) =n oder f(z) — n firx — &

Definition 2.2 (Stetigkeit)

Sei f: D — R™ eine Funktion und & € D. f heisst stetig an der Stelle &, falls zu jedem € > 0
ein 6 > 0 existiert:

z e DNBs(E) = [|f(x) - fEI <e

Bemerkung:

a) f heisst stetig auf D, falls f in jedem Punkt £ € D stetig ist. Man schreibt f € C(D).
b) Sei £ € D Haufungspunkt. Dann gilt: f ist stetig in £ < lin%f(m) = f(§)

Definition 2.3 (Lipschitz-Stetigkeit)
f: D — R™ heisst Lipschitz-stetig auf D (kurz: f € Lip(D)), falls L > 0 existiert mit:

1f (=) = fW)ll < Ll|z = yl| Y&,y € D

Beachte: Lip(D) C C(D)

10



Definition 2.4 (Gleichmiissige Stetigkeit) Eine Funktion f : D — R™ heisst gleich-
mdssig stetig auf D, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit:

lz—yll <6, wyeD=||f(z) = fyll <e

Satz 2.5 (Folgenkriterium) Sei f : D — R™ eine Funktion.

a) £ € R"™ sei Haufungspunkt von D. Dann gilt:

hnéf(x) =n <V Folgen (zi)ken in D\ {&} mit klim xp =& gilt klim flzr) =n

b) f ist stetig in & € D <V Folgen (xx)ken in D mit klim xp =& gilt klim flag) = f(&)

2.2 Beispiele stetiger Funktionen

Sei D C R™.

Definition 2.6

Gegeben sei die Funktion f: D — R™. Dann ist fir jedes x € D der Funktionswert f(z) von
der Form f(z) = (fl(x), . ,fm(x)> Firi=1,...,m heisst

D — R ) : .
fz{ r - fi(2) i-te Koordinatenfunktion.

Satz 2.7 f: D — R™ ist stetig < jede Koordinatenfunktion fi,..., fm : D — R ist stetig.

Satz 2.8 f,g: D — R™ seien stetig.

a) Fir A\, p € Rist A\f 4+ pg stetig.

b) Sei m = 1. Die Funktionen f - g, g (falls g #0), |f|, fT, f~,max{f, g}, min{f, g} sind
stetig.

f:D — R™  stelig }

— . 1 .
Y gifD) — R stetig =h=gof: DR stetig.

11



2.3 Aquivalente Beschreibung der Stetigkeit
Definition 2.9
Sei D C R™, Eine Menge M C D heisst

a) relativ offen in D, falls eine offene Menge O € R™ existiert mit M = DN O.

b) relativ abgeschlossen in D, falls eine abgeschlossene Menge A C R™ existiert mit M =
DN A.

Satz 2.10
Gegeben sei die Funktion f: D — R™. Dann gilt:

f ist stetig auf D <V offene Mengen V C R™ ist f~Y(V) relativ offen in D

2.4 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

Definition 2.11 Eine Menge M C R™ heisst kompakt, falls jede Folge (xk)ken in M einen
Héufungspunkt besitzt. (Aquivalent: ..., falls jede Folge (xk)ken eine Teilfolge mit Grenzwert
x € M besitzt.)

Satz 2.12 Sei M C R™. Dann gilt:
M kompakt < M ist beschrinkt und abgeschlossen

Satz 2.13
Sei D C R™ kompakt und f : D — R™ stetig. Dann ist f(D) kompakt.

Korollar 2.14
Sei D C R™ kompakt und f : D — R stetig. Dann Iz, x* mit f(z.) = irlef und f(x*) =supf.
D

Satz 2.15

Sei D C R™ kompakt und f : D — R™ stetig. Dann ist f gleichmdssig stetig auf D, d.h. zu
€e>035>0:
zyeD, |lo—yll <d=If(z) - flyll <e

12



Satz 2.16 (Satz iiber die Umkehrfunktion)

Sei D C R™ kompakt und f : D — R™ stetig und injektiv. Dann exisitert die Umkehrfunktion
f~Y: f(D) — D und ist stetig.

2.5 Folgen stetiger Funktionen, der Banachraum (C(D),|| - ||«)

Definition 2.17

Sei D C R™ und (fi)ken eine Folge von Funktionen fi : D — R™ sowie f : D — R™ eine
Funktion.

a) fr heisst punktweise konvergent gegen f, falls Vx € D gilt: klim fr(z) = f(x)
b) fr heisst gleichmassig konvergent gegen f, falls zu jedem € > 0 ein kg € N existiert mit:
k= ko= ||fu(z) = f(x)]| <e VzeD

Satz 2.18 (vgl. Ana 1 Satz 7.4)

Sei D C R", (fx)ken eine Folge von Funktionen fi : D — R™, die gleichmdssig auf D gegen
f:D — R™ konvergiert.

a) Ist jedes fi stetig an der Stelle £ € D, so ist f stetig an der Stelle €.
b) Ist fr, € C(D) Vk € N, so ist f € C(D).

Definition 2.19

Sei D C R™ kompakt. Auf C(D) = {f : D — R™, f stetig } wird die folgende Norm einge-
fiihrt:
[1flloo = max]| f ()]

Bemerkung:

a) Die Abbildung x +— || f(z)]|| ist stetig auf D.

b) Die Normeigeschaften von || - ||s sind leicht einsehbar.

Satz 2.20
Sei D C R™ kompakt. Dann ist (C(D), HHoo) ein Banachraum (vgl. Satz 7.3 Ana 1, Satz 1.19)

13



2.6 Stetige Fortsetzbarkeit

Satz 2.21

Sei D C R™ und f : D — R™ sei gleichmdssig stetig auf D. Dann exisitert eine eindeutige
stetige Fortsetzung F': D — R™ von f auf D.

Beispiele:
a) D =R\ {0}, f(z) = sin(2) besitzt keine stetige Fortsetzung auf R.
b) D =R\ {0}, f(z) = mayp hat keine stetige Fortsetzung auf D=R"

sin [|] , ¢ # 0 hat stetige Fortsetzung F' auf R, denn }/u%% =1

§) D=R\{0}, f(z) =
und F ist gegeben durch

sin(la)
F(z):{ lar > @70
1, z=0

2.7 Aquivalente Normen auf R”

Definition 2.22

Sei X ein Vektorraum und || - ||, ||| - ||| seien zwei Normen auf X. Die beiden Normen heissen
dquivalent, falls Konstanten «, 3 > 0 existieren mit

allzl| <|llz|l| < Bllz]] Yz e X (%)

Bemerkung:

a) Aus (x) folgt 5||lz[l| < [l]| < Zlll=]

b) Ist (xk)ren konvergente Folge / Cauchyfolge bzgl. || - ||, so auch bzgl. ||| - |||. Folglich
besitzten (X s (X - ||\) dieselben konvergenten Folgen und es gilt:
(X, IE H) vollstandig < (X, lE H]) vollstandig

Satz 2.23 Alle Normen auf R™ sind dquivalent.

14



Bemerkung: Satz 2.23 gilt auch auf endlich-dimensionalen normierten Raumen.

Korollar 2.24

Auf R™ seien zwei Normen || - ||, ||| - ||| gegeben. Dann gilt fir A C R":
A ist offen in <R”, I - H) & A ist offen in (R", Ik H])
A ist abgeschlossen in (Rn, I - H) & A ist abgeschlossen in (]R", lE H\)
A ist kompakt in (]Rn, I - H) & A ist kompakt in (R", IE H|>
Folgerung:

Sei f: D C R" — R™ eine Funktion. Der Begriff |, f ist stetig im Punkt & € D* ist unabhéngig
davon, welche Normen auf R”, bzw. auf R™ gewahlt wurden.

2.8 Landau-Symbolik

Definition 2.25
Sei D CR" und f: D —R™, g: D — (0,00) seien Funktionen und & Hiufungspunkt von D.

a) f(x) =o0(g(x)) fir x — & bedeutet lim% =0

r—E

b) f(x) =0(g(x)) fir v — & bedeutet es existieren C > 0 und eine Kugel B.(§) mit
1f(@)]| < Cy(x) Vo € B-(§) N D

Sprechweise: , f(x) ist klein o von g(x)“ bzw. , f(x) ist gross O von g(x)“ fii v — &

Sinngemaisse Varianten:
) f:DCR—-R™ g:DCR— (0,00)
f(x) =o(g(x)) fiir z — oo (bzw. —o0) bedeutet lim L@l — o

r—+o00 g($)

f(z) = O(g(z)) fir x — oo (bzw. —o0) bedeutet es existieren C' > 0, r > 0 mit
|f(z)| < Cg(x) VzeD, z>r (bzw. z < —r)

15



IT) (ar)ken, (br)ken seien Folgen, by > 0 Vk € N.
ar, = o(by) fiir k — oo bedeutet klirgo';—: =0

ar, = O(by) fiir k — oo bedeutet 3C > 0, ko € N: |ag| < Cby, Yk > ko
II) f(x) = g(z) + o(h(x)) bedeutet f(x) — g(x) = o(h(x))

16



3 Differentialrechnung in mehreren Veranderlichen

3.1 Beispiele mit zwei Verdnderlichen

flw,y) =2ye™, f:R? >R
Partielle Ableitung von f nach a:

gic (z,y) = fo(z,y) = yef’*’ Y+ 22%y%e z?y (y festhalten, nach x differenzieren)

Partielle Ableitung von f nach y:
gzjj (z,y) = fylz,y) = xe®Y + 23ye®V (z festhalten, nach y differenzieren)
Héohere partielle Ableitungen:
fzx:(fa:)xa f:ty:(f:c)ya-"a N
fﬂca:( y) = (2zy° + 4xy® + dady?)e” Y,
Jay(@,y) = (1 + 2%y + 42y + 22%y?)e™
fym( ) (1 4 2$2y 4 3§2y 4 2x4y2)612y,
foy(x,y) = (223 + 2%y)e™ Y, etc....

Schreibweisen:

fz(€5m) :}%Hno h
k) —
fy(g,n):]lliﬂof(é,wr 13; f(&m

falls der jeweilige Limes gebildet werden kann und existiert.

Bemerkung:
Beide Limiten kénnen sicher gebildet werden, wenn (£,7) € D°.

Es gibt allerdings weitere Moglichkeiten, bei denen f;, f, sinnvollerweise gebildet werden kon-
nen. Sei z.B. D = [a,d’] x [b,V]

E=a, ne bV): f,(&n) = hmw

— . — 7 §+hm—f(&,
¢=a, ne by ful&m) = gmw

17



Satz 3.2

f: D — R2 (x9,90) € D° und f,, fy existieren und sind stetig in einer Umgebung von
(x0,y0). Dann ist f stetig in (xo,yo)-

Gegenbeispiel:
;. { =iz () #(0,0)
0 (z,y)=(0,0)

f ist unstetig in (0,0), hm f( 7%) %

aber:
£2(0,0) = lim 100 — o, £,(0,0) = lim TOR) — g
Fir (z,y) 7é (0,0) gilt:
X €T X 2
fo(z,y) = x2-z&/-y2 - ($22+y 7, fy(@,y) = Z4? T ($22+‘Z2)27

d.h. fz, f, existieren in jedem Punkt, sind aber unstetig in (0, 0).

Satz 3.3 (Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge, Satz von Schwarz)
Essei f: D — R, D C R? offen und f, fu, fy, oy, fye seien stetig auf D. Dann gilt fry = fye.

Gegenbeispiel:
sl = { 25 (e 200

fu(x,y) = ym + my<2x(x +(y$2);;;;(f2 — y2))7 (z,y) # (0,0)

o) = gy (UL () 2 0.0)

£2(0.9) _}géf(h,y);f(O,y) 7%;Ohhy ZEJ—F:Z Ly 40, (stimmt auch fiir y = 0)
o) = i ER IOy PR

Fol0.0) i O = 00

0.0 = i S 500.0)

Grund fiir f3,,(0,0) # fy2(0,0): die partiellen Ableitungen f;,, fy» sind unstetig in (0, 0).
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3.2 n Veranderliche

Definition 3.4 (Partielle Ableitung reellwertiger Funktionen)

Seit DCR", f:D—Rund§ € D. f heifit im Punkt & € D partiell nach x; differenzierbar,
falls die Abbildung xj — g(x;) = f(&1,- -, &—1,25,&4+1, - - - &n) auf einem Intervall der Form
[z, 25 + 0], [z —0,25], [xj — 0,2+ 0] erkldrt und an der Stelle x; (gegebenenfalls einseitig)
differenzierbar ist.

In Zeichen:
fe;(€) = 687{7({) = %E})w, wobei {e1,...,e,} die Standardbasis des R™ ist.

o af o ‘ ‘ ] af D — R )
Eristiert Dz (&) in jedem Punkt & € D, so ist die Funktion ;- of definiert.

Definition 3.5 (Gradient) Sei D CR", f: D — R, £ € D.

Falls an der Stelle & die partiellen Ableitungen nach x1,...,x, existieren, dann heif§t

grad £(§) = VI(&) = (far (&) F2, (&)

Gradient von f an der Stelle . (V wird ,nabla“ ausgesprochen)
Beachte: grad f ist Zeilenvektor

Bemerkung:
Fir partielle Ableitungen gelten die iiblichen Rechenregeln:
0 _ of 0 9 _ of 0
5 (f+9) = g5 + om0 5, (F9) = 559 + [ o
Definition 3.6 (Partielle Ableitungen vektorwertiger Funktionen)

Ses D CR™, f: D — R™und § € D. f heifst im Punkt § partiell nach x; differenzierbar,
falls jede Koordinatenfunktion f;: D — R (i =1,...,m) partiell nach x; differenzierbar ist.

Die Matriz o7 o7
N T B
9 : I = :
% . gJ;f: grad f,

heifit Jacobimatriz von f.

Im Fall m =n st % quadratisch und det(%) heifit Jacobideterminante.
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Vereinbarung bei Matrizenprodukten:
1 Si(x)
= |, flz)= : Spaltenvektoren

dfi(x) afi(x)
dry ' Oy

grad fi(x) = (

) Zeilenvektor

Definition 3.7 (Hohere partielle Ableitungen)

Sei D CR", f:D — R. fp,..., [z, heifien partielle Ableitungen erster Ordnung. Ist [z,
nach x; differenzierbar, dann heift fi,., = (fz,)z; partielle Ableitung zweiter Ordnung.

Schreibweise:

f _ 0 of\ _ 0% f
T 9ry \Ox; ) Oxi0xj
analog:

fa:il,--.,xik = (fmi1"'xik71)xik heifst partielle Ableitung k-ter Ordnung.
Schreibweise:

6k

£ Oy, ... 0wy,

Definition 3.8 (Die Riume C*(D), C*(D))

Sei D C R™ offen.

a) m=1:

CH(D) = {f : D — R, alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k existieren und sind
stetig auf D}, C°(D) := C(D)
Ck(D) = {f € CF(D) alle particllen Ableitungen der Ordnung < k haben eine stelige
Fortsetzung auf (D)}

C*(D)= ) C¥(D), C=(D)= (| C*(D)
keNg keNg
b) m>2
Ck(D) = C*(D,R™) = {f : D — R™, jede Koordinatenfunktion fi,...fn € C*(D)}

restliche Bezeichungen C*(D,R™), etc. sinngemdip.

Satz 3.9 (Satz von Schwarz) Sei D C R™ und f € C¥(D), k > 2. Dann ist jede partielle
Ableitung der Ordnung < k unabhdngig von der Reihenfolge der Differentiation.
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3.3 Vollstindige Differenzierbarkeit

Definition 3.10 (Vollstindige Differenzierbarkeit)

Sei U C R™ Umgebung des Punktes £ und f : U — R™. f heifit vollstindig differenzierbar im
Punkt &, falls eine lineare Abbildung L : R™ — R™ existiert mit

f(&+h) = f(&) = L(h) = o(|[n]]) fir b — 0.

Aquivalente Formulierungen:

r(h)

F(E+ ) = F€) = Lk) == r(A) und Jim T =0
bzw. lim fE+h) — 7€) = L(h) =0
h—0 ||h||

L heifit Ableitung von f an der Stelle §. In Zeichen: Df(§) = L

Bemerkung:

R —- R

hoe f1€)-h

b) Bekannt aus der Linearen Algebra: Sei L : R" — R™ linear. Wihle in R, R" jeweils

Standardbasis. Dann existiert eine m x n-Matrix C' mit L(h) = Ch. Beachte h, L(h)
sind Spaltenvektoren.

c) Sei D C R™ offen. Ist f : D — R™ in jedem Punkt von D differenzierbar, so heilt f
differenzierbar auf D.

a) ImFalln:mzlistL:{

Beispiel:
[R? =R, f(x,y) =2y
f@+hy+k) = f(z,y) =(x+h)?(y+k) — 2y = (2% + 20h + b*)(y + k) — 2%y
=22k + 2zyh + 2xhk + b2y + b2k

=(2zyh + x%k) + 2zhk + h?y + h’k = (2zy, 2?) (h) +7(h, k)
N—— k
1x2—Matrix
wobei
r(h, k)l < 2llh][k] + h2[y| + h?|k|
< z|(h® 4+ k) + (ly| + 1)A? falls k| < 1
< (| + lyl + DR, K.
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Also gilt  lim % = 0 und es folgt:

(he)—(0,0) !

Df(z,y) = (2zy,*)

of 2

beachte auch: g—i(a:,y) = 2y, @(xvy) =z
d.h. es gilt: Df(z,y) = Vf(x,y)

Satz 3.11
Ist f: U CR™ — R™ an der Stelle £ € U vollstandig differenzierbar, dann gilt:
a) f ist stetig an der Stelle £

b) alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von f an der Stelle & existieren und es gilt:

of
Df(&)(h) = 87(5) -h
——— X
vollstindige Ableitung Jacobimalriz

Insbesondere gilt 1m Fallm = 1:

DF(E)(h) = grad £(€) - =

Bemerkung:
Oftmals wird zwischen der linearen Abbildung L und ihrer Abbildungsmatrix C' nicht unter-
schieden. Daher benutzt man Satz 3.11 auch in der Form Df (&) = %({).
Beispiele:
a) be R, AcR™" f:R" - R™, f(zx)=Az+b
flx 4+ h) — f(x) = Ah, also existiert D f(z) und = A.

b) f:R? = R? f(z,y) = (a%y,e"TY)

2
) . of [ 2xy T
Jacobi-Matrix: Bay) — <e“”+y e];—‘,-y)

Ist f vollstindig differenzierbar? Wenn ja *“23"!

ot +0) = 1) - 52w (1)

((x +h)%(y + k) — 2%y — 2xyh — 2%k, e TYTITR oty oty (p 4 k))

2xhk + h2(y + k), ™Y - (e"TF — 1 — h — k:)) = r(h, k).

22



Fiir r(h, k) gilt die Abschétzung:
[Ir(h, )| < [ri(h, K)| = [ra(h, K]

Bl K] <1 b 2
< |zl (B + KD + (ly| + 1) (W% + k?) 4+ Y. eT(ﬂ;)

et Hy+2

< (| + [yl + 1) - [I(h, R)|* + -2(h* + k%)

< (Il + Iyl + 1+ €42 -1, B

= % k20 0. Also ist f vollstdndig differenzierbar.

Satz 3.12
a) U C R™ sei Ungebung von & und f : U — R™ besitze in U partielle Ableitungen
gg]:; (), (i=1,....,m; j=1,...,n), die im Punkt £ stetig sind. Dann ist f im Punkt £
vollstindig differenzierbar.
b) Ist D C R™ offen, f € CY(D) = f ist differenzierbar in D.

Erginzung

Achtung: Aus der Existenz der partiellen Ableitungen in einer ganzen Umgebung von £ folgt
nicht die die Differenzierbarkeit im Punkt £ (vgl. Beispiel nach Satz 3.2)

[ (@) £ (0,0)
fe.y) = { ™0 (2y) = (0,0)

f ist aber in (0,0) nicht differenzierbar (noch nicht einmal stetig).

[z, fy existieren in jedem Punkt des R?,

Satz 3.13 (Kettenregel)

Set U C R™ und V. .C R™, sowie f : { Z : I]Efz;) differenzierbar im Punkt £ € & und
g: { ‘; : ;Rfy) differenzierbar im Punkt n = f(§) € 1(}
Dann ist h=go f: { Z : H;ff(:r)) differenzierbar im Punkt £ und es gilt:

0 0 0

pxn-Matriz  pxm-Matriz mxn-Matriz

23
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Bemerkung:

o Of
> G 50O

h
Komponentenweise gilt die Formel: —(¢)

al‘j

Beispiele:

B(t)
a) h(t) :/ v(s)ds, wobei v : R — R stetig sei und o, : R — R differenzierbare
a(t

Funktionen seien.

f{ R — R? { R? — R
Lt (a®.80)) T () — [Py(s)ds = T(v) —T(u) (I =7)

Ergebnis: #'(t) = Dg(f(t)) - Df(t) = —y(a(®))/(t) + v(B3()5'(t)

R? — R? R® — R3
b) f: ) 9 g: 9 u
(r,y) — (2ry,siny,2” +y) (u,v,w) = (u+w,vw,e")

h=gof:R? - R3

2y 2z 1 0 2w
Df(x,y)=1| 0 cosy Dg(u,v,w)=10 w v
2r 1 e* 0 0

1 0 222 +y 2y 2z
Dh(z,y)=| 0 2?24y siny |- 0 cosy| =

ey 0 0 2z 1
2y + 4x> + 4y 2z + 222 4 2y
2xsiny cosy (22 + y) +siny
2ye2ry 2xe?rY

c¢) Kettenregel im Fall n = p =1, m = 2 (schreibe ¢ anstatt z)

A1), h(t) = g(a(t), (1))
)
)
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d) Aufteilung der Koordinaten in zwei Gruppen

zeR", f(x) €eR™, g(y) € R,

Y= Y1y s Yr,Yrtls - Ym) = (u,v) mit u € R", v € R™™"
—_— ——
U v
. _ a(:r) T m—r
Dementsprechend: f(z) = B(z)) a(z) eR", B(z) e R
gz = Matrix der partiellen Ableitungen nach y1,...,y,
gg = Matrix der partiellen Ableitungen nach y,11,...,Ym

& = 5 (@), B(2)) - §2(@) + g (@), B(x)) - G5 (@)

Schematische Darstellung:

n m 9a | .
ox
oh@) | _ J g |09
Pl =5¢ =P 3y | oo 08
r o m-r Oz m-—rTr

Satz 3.14 (Mittelwertsatz)

Sei D C R" offen, f: D — R sei differenzierbar in D. Falls a,b und die Verbindungsstrecke
Sap :={(1 —=t)a+tb, t € (0,1)} in D liegen, dann existiert & € Sqp, mit

f(0) = f(a) = grad f(§) - (b —a)
Definition 3.15 (Konvexitit)

Eine Menge C € R™ heifit konvez, falls Va,b € C gilt Sq, C C.

Korollar 3.16 Sei D C R" konvez, offen und f € C*(D,R).

a) %’ ce % beschrinkt = f € Lip(D)
b) grad f =0 = f = const. in D.

Bemerkung:

Teil b) ist verallgemeinerbar, falls D C R™ ein ,Gebiet” ist
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3.4 Exkurs: Gebiete in R®

Definition 3.17 (Polygonzug)

a) Fiir a,b € R" sei ab = {(1 —t)a + tb,t € [0,1]} die abgeschlossene Verbindungsstrecke
von a zu b.

b) Fir ap,ay,...,ar € R", k> 1 sei der Polygonzug P(ao,...,ay) erklart durch

P(ag,...,ax) =aga; Uaiaz U ... Uag_1ax

Definition 3.18 (Zusammenhangskomponenten) Sei D C R™ offen.

a) Fir x,y € D bedeutet x ~ y : 3 Polygonzug P(z,a1,...,ax—1,y) C D. Dann ist ~ eine
Aquivalenzrelation.

b) Die Aquivalenzklassen heiffen Zusammenhangskomponenten von D.

¢) Falls es nur eine Aquivalenzklasse gibt, dann heifit D zusammenhingend oder Gebiet.

Satz 3.19 Sei D C R" ein Gebiet und f € C'(D,R). Falls grad f = 0 in D, dann ist
f =const. auf D.

Ende des Exkurses

3.5 Richtungsableitung

Definition 3.20 (Richtungsableitung)
Sei U C R™ Umgebung von & und f : U — R. Sei e = (e1,...,€,) € R" ein Finheitsvektor,
d.h. & +...,€2 = 1. f heifit im Punkt £ in Richtung e differenzierbar, falls

hmf(f +te) — f(§)

t—0 t

existiert.

. . . 0,
Bezeichung fiir den Limes: 3%(5)

Bemerkung:
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Satz 3.21
Sei U CR™ n > 2, Ungebung von & und f: U — R™ sei differenzierbar im Punkt €.

a) ¥V Einheitsvektoren e = (€1, ..., €,) € R" existiert ‘g—ﬁ(ﬁ) und es gilt

Vi) =mmaf©) =3 2 (0

) U {Z©) = [Hllerad f©Il Il grad £()I]

e€R™ |le]|=1
c¢) Falls grad f(§) # 0, dann gilt fir e* = %
of N . ,
W(é) = ||grad f(&)||, e* = Richtung des starksten Anstiegs
e
a * 3 .
d(—e") (&) = —||grad f(§)||, —e* = Richtung des stirksten Abfalls
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4 Satz von Taylor, Lokale Extrema

Satz 4.1 (Satz von Taylor)

Sei D C R™ offen, f € C™TY(D,R), m > 0 und die Punkte &, £+ h sowie ihre Verbindungs-
strecke S¢¢qn seien in D gelegen. Dann gilt:

hih; O " hiyh, O
Fleh) = FOLVAE Y 4 axng(@*"*z“'z i T ()4,
P z R r——

i1=1 im=1

mit

. z 8m+1f
m+1
m_z Z m+1 8xi1...3xim+l(§+7h)

11=1 im4+1=1

fir ein T =7(& h) € (0,1)
Definition 4.2 (Hesse-Matrix)

o
Die Funktion f: D C R™ — R besitze im Punkt x € D partielle Ableitungen zweiter Ordnung.
Dann heifit die n x n-Matriz

f$1$1(x> fﬂClLBn(:C)
Hy(z) = : : Hesse-Matriz.

facmcl(x> fl’nxn(‘r)

Falls f € C*(D), dann folgt mit dem Satz von Schwarz H}F(az) = Hy(x), d.h. Hy(z) ist
symmetrisch.

Beachte:

n an .
1‘21 " hj 8902-896]' (f) h f(‘s) h  h Spaltenvektor

Folgerung (Taylor-Formel zweiter Ordnung):

f(E+R)=FfE)+VF(E) - -h+ %hT - Hy (€ +7h) - h fiir ein 7 = 7(£,h) € (0, 1)
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Definition 4.3 (Lokale Extrema reellwertiger Funktionen)
Sei D CR"™ und f: D — R. Man sagt [ besitzt im Punkt £ € D ein

lokales Mazimum, falls eine Kugel Bs() existiert mit f(§) > f(z) Va € Bs(§) N D
lokales Minimum, falls eine Kugel Bs() exisitert mit f(§) < f(z) Va € Bs(§) N D

Falls ,=“ nur fiir x = & gilt, so heifft £ ,strenges Extremum® (strenges lokales Mazimum/Minimum,).

Falls

f(&) > f(x) Yx € D, so besitzt f im Punkt & ein globales Mazimum.
< f(z) Yz € D, so besitzt f im Punkt & ein globales Minimum.

Satz 4.4 (Kriterium von Fermat)

Sei D C R™. Die Funktion f: D — R besitze in & € D ein lokales Extremum. Falls grad f ()
existiert dann gilt grad f(§) = 0.

Bemerkung:

Sei f(z,y) = xy. grad f(0,0) = (0,0), aber f hat in (0,0) kein lokales Extremum.

Definition 4.5 (Quadratische Formen)
Sei A eine reelle n x n-Matriz. Dann heifit Q4 : R™ — R gegeben durch
Qualx) := 2T Az = an'iaij(rj
ij=1
quadratische Form. Die Matriz A (bzw. die quadratische Form Q4) heifit
positiv definit, falls Qa(x) >0 Vz #0
positiv semi-definit, falls Qa(x) > 0 Vx
negativ definit, falls Qa(z) < 0 Vz #0
negativ semi-definit, falls Qa(x) < 0 Vz
indefinit, falls xo,yo € R™ existieren mit Qa(xg) > 0> Qa(yo)
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Definition 4.6 (Matrix-Norm)

m n 1
Sei A € R"™*". Definiere ||A|| := (Z Z |aij|2> ’
i=1 j=1
Bemerkung:
Auf dem Vektorraum der reellen m x n-Matrizen ist || - || eine Norm.

Lemma 4.7 Sei A € R™*"™ ynd x € R*

a) |[Az|| < ||A]f |||
b) Falls m = n dann gilt Qa(z) < ||Al|||z||?

Lemma 4.8 Sei A € R™*"
a) Qa(x) positiv definit < FJa>0: Qa(x) > a Vr € R" mit ||z|| = 1.
b) Qa positiv/negativ/indefinit = 3 € > 0, sodass VB € R™"™ mit || B — A|| < € gilt:
Q@ p positiv/negativ/indefinit.
c) Qa indefinit = 3 a,b € R™ mit ||a|| = ||b]| = 1 und € > 0 mit der Eigenschaft:
QRp(Aa) > 0> Qp(Ab) VA € R\ {0} und alle B € R™™ mit ||B — A|| < e.

Satz 4.9 (Hinreichende Bedingung fiir Lokale Extrema)
Sei D C R™ offen, f: D — R sei in C%(D) und fiir € € D gelte grad f(€) = 0. Dann gilt:

a) Hg(&) positiv definit = f hat an der Stelle & ein lokales Minimum.

b) Hy (&) negativ definit = f hat an der Stelle & ein lokales Mazimum.

¢) Hy(&) indefinit = f hat an der Stelle § kein lokales Extremum.
Beispiel (n

= 2)
) a b
Sei A = <b c>

_ ar+by\ _ o 2 _ g2
Qalz,y) = (x,y) <bx+cy>_ax +2bzy +cy®, D=detA=ac—b
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Dann gilt die folgende Klassifizierung;:

a>0 = Q4 positiv definit

D>0= . :
a <0 = Q4 negativ definit

D_0= a>0o0dera=0, ¢c>0 = Q4 positiv semidefinit
a<0odera=0, c<0 = Q4 negativ semidefinit

D <0= (@4 indefinit

Grund:

fiir a # 0 ldsst sich das Vorzeichen von aQ4(z,y) = (azx + by)? + Dy? ablesen
Beispiel:

fla,y) =2 + ¢ — 3y

Vf(z,y) = (32> —3y,3y> —32) = (0,0) & 22 =y, y> =2
=zrx=0,y=0o0derz=1,y=1

6xr -3
Hf(fv,y)=<_3 6y>,

H(0,0) = <_03 _03> , D < 0, Hesse-Matrix indefinit, kein Extremum

6 -3

H¢(1,1) = <_3 6 > D =36 —9 = 27 > 0, Hesse-Matrix positiv definit, (1,1) ist Stelle

eines lokalen Minimums.
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5 Implizit definierte Funktionen / Umkehrsatz

m n
1
Erinnerung: Sei A € R™*" eine Matrix und ||A|| := (Z Za?j) 2 die Norm der Matrix A.
i=1 j=1
Dann gilt: ||Az|| < [|4]] - ||z|| Yz € R™.

5.1 Lipschitzbedingung und Nullstellensatz

Satz 5.1 (Lipschitzbedingung)
Sei D C R™ offen, f : D — R™ eine C'-Funktion mit ||Df(x)|| < L Vo € D. Dann folgt

|| f(x) — f(w)|| < L||z —y|| Y,y € D fir die Sy C D ist.

Dabei ist Sgy die Verbindungstrecke von x und y.

Bemerkung:

a) A= (aij), Ak = (CLZ) C Rm*n,

Dann gilt ||A — A¥|| P20 e afj kopo ai; Vi=1,...,m, Vj=1,...,n
b) A, AF € R™" det A # 0, ||A — A*|| *=° 0. Dann gilt:
A¥ invertierbar fiir grofe k und (A*)~! Fopo g1
Grund:
det AF ¥ det A # 0. Aufserdem:
(a0t = DO b (VMg gy
ij det AF det A ij’
wobei Mj; die Unterdeterminante ist, die durch Streichung der j-ten Zeile und i-ten
Spalte entsteht.

32



Nullstellenproblem
Sei D C R™ offen und f : R — R™. Gesucht: Nullstelle f(x) = 0.
Idee: Umformulierung als Fixpunktproblem; Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes

2 Varianten:

—1 _

x=2— [Df(z)] " f(), v=1— A" f(z),

falls D f(z) invertierbar. oder fiir geeignete invertierbare Matrix A
= wpp = o — [Df(@)] " f () = ap1 = a5 — A7 f(a)
(Newtonverfahren) (vereinfachtes Newtonverfahren)

Satz 5.2 (Nullstellensatz)

Sei D C R™ offen, f: D — R", A € R"™" sei invertierbar und 3 Kugel B,(a) C D, sodass
F(z):=z— A" f(2) auf By(a) einer Lipschitzbedingung mit Lipschitzkonstante L = 3 geniigt.
Falls ||[A7Y f(a)|| < &7, dann besitzt f in B,(a) genau eine Nullstelle.

5.2 Implizit definierte Funktionen

Beispielproblem:

Gegeben sei die Gleichung f(z,y) =0, f:R? — R. Kann man {(z,y) € R?: f(z,y) =0} als
yFunktionsgraphen“ z = g(y) oder y = h(z) darstellen?

Anders gesagt: kann man f(z,y) = 0 nach = oder y auflésen?
Beispiel (Auflésen von Hand): % + Z—j = 1 (Ellipsengleichung)

E = {(z,y): ‘%; + %j = 1} und (zg, y0) € E sei fest.

falls yo>0: yzb\/l—%

falls yo < 0: y:—b\/l—ﬁ—;
falls yg = 0,29 = £a: keine eindeutige Auflésbarkeit nach y méglich
Aber, in der Nihe der Punkte yg = 0, g = *a ist die Auflésbarkeit nach x mdéglich:

x:a\/l—‘z—; (xo > 0)
xz—ay/l—i—j (xg < 0)
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— 2yo

# 0 — lokale Auflosbarkeit nach y
Beachte: g—g(aco,yo) =% {

=0 — keine lokale Auflésbarkeit nach y

Beschreibung der allgemeinen Situation:
Sei f: D C R"™™™ — R™. Elemente des R : (x1,...,Zn,Y1,.--,Ym) = (z,y) € R*T™
Das Gleichungssystem f(z,y) = 0 lautet ausfiihrlich:

fl(xla' s Ty Yly e 7ym) =0
m Gleichungen

fm('rla---axn?yb"'?ym) =0

Notation:
of ... 9L
ox1 O0zn
fo= % = : : (m x n) Matrix,
Ofm ... Ofm
8&71 8$n
onh ... 9N
) 8'y1 8ym
fy = % = : . : (m x m) Matrix
Ofm .., Ofm
8y1 8y7n

Satz 5.3 (Satz iiber implizit definierte Funktionen)

Sei D C R™™ offen und f : D — R™ sei eine C'-Funktion. Fir (£,1) € D gelte f(£,17) =0
und g—i(f,n) set inwertierbar. Dann gilt:

3 offene Umgebungen U(E) C R™, V(n) C R™ mit U(€) x V(n) C D und eine C'-Funktion
g:U(&) — V(n) mit den Eigenschaften:

a) f(z,9(x))=0 VexeU() (Existenz)
b) Falls f(x,y) =0 fir ein (x,y) e U&) x V(n) = y=g9g(x) (Findeutigkeit)

Zusatz: Ist f € CF(D), so ist g € CF(U(€))
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Anwendungen:

1) Differentialgeometrie:

S C R3 heikt Flichenstiick, falls eine offene Menge U C R? und eine bijektive C'-
Funktion f:U — S existieren mit der Eigenschaft:

d 0
a—{b(u, v), 8—{;(% v) sind linear unabhéangig V(z,y) € U

Tangentialvektoren

Sei S = {(z,y,2) €ER3: F(z,y,2) =0}, F € CY(R}R) und P € 5.
Frage: ist S’ lokal um den Punkt P = (¢, 30, 20) ein Flichenstiick?
Antwort: Ja, falls VF(xo, yo,20) # 0

2) Lineare Algebra:

A C R™ ™ gei eine reelle, symmetrische n x n-Matrix mit dem einfachen Eigenwert \g
(d.h. dim N(A — X\ - E) = 1) und dem zugehorigen Eigenvektor yo € R"™, |lyo|| = 1.

Frage: Fiir € € R klein, besitzt A + eB auch einen einfachen Eigenwert A(e)?

Amtwort: Ja, es gibt C*°-Abbildungen ¢ — A(e), € — y(e) mit A(0) = Ao, y(0) =
Yo, N(0) = ol Bxg so, dass A(e) einfacher Eigenwert von A + €B ist mit zugehorigem
normierten Eigenvektor y(e).

5.3 Umkehrsatz

Erinnerung aus Analysis I:

Sei I C R ein Intervall und f : I — R differenzierbar mit f/(x) # 0 Vo € I. Folglich ist f
streng monoton, und die Umkehrfunktion f~!: I* = f(I) — I existiert und ist differenzierbar
mit

F Y (y) = ———— fiir alle y € I'*.

() ()

Im mehrdimensionalen Fall: f: D C R™ — R", { € D, n= f(&)
Frage: Existieren Umgebungen U (&), V(n), sodass f : U(§) — V(n) invertierbar ist?
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Satz 5.4 (Satz iiber die Umkehrabbildung)
Sei D C R™ offen, f € CY(D,R"™) sowie £ € D, n= f(£) und %({) sei inwvertierbar
Dann ezisitert eine offene Umgebung U = U () C D mit folgenden Eigenschaften:

a) V = f(U) ist offene Umgebung von n
b) f:U — V ist bijektiv

c) g:=f1:V — U ist differenzierbar auf V mit
dg, . (Of -1
W =(5:@) -~ v=1@)
Beispiele fiir Satz 5.3/5.4
1) f(z,y) =e** 3% +32-5y=0, f:R?—=R
3 Umgebung U(3) C R, V(2) C R und eine Funktion g : U(3) — V(2) mit

f(z,9(z)) = 0 Ve € U(3)
Bestimmung von ¢'(3):
O (r,g(e) + YLr,g(@) o) =0
)

5 + (—8)g'(3 =0, also: ¢/(3) =2

2 2 2
(Y =295\ _ (0
f(x7y1>y2) - < $2+2y%+y§ - 4

Spezielle Losung: £ = 1,71 = (1,1)

%(1, 1) = <i _34> invertierbar , 3¢ : U(1) — V(1,1) C R? mit f(z,g(x)) = 0.

Bestimmung von %(5):

S g@) =0, GLEm) + FEn FE=0
(3) + (G 3)meo-0 spo-..
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3) flx,y) = (e® cosy, e’ siny)

_of _ [(e*cosy —ePsiny o
o(z,y) (xay) - <€x siny e cosy > y det( . ) e 7& 0

= In jedem Punkt (21,20) € R? ist f lokal invertierbar. Aber f : R? — R? ist nicht
injektiv, denn f(z,y) = f(z,y + 27).
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6 Extrema unter Nebenbedingungen

Beispiele:

a) Welcher Punkt des Kreises 22 +4? = 1 hat vom Punkt (1,1) den gréften bzw. kleinsten
Abstand?

Minimiere/Maximiere die Funktion f(z,y) = (z —1)? + (y — 1)?
fiir (z,y) € N := {(z,y) € R? : g(z,y) = 0}, wobei g(z,y) = 2® +y* — 1.
b) Welches in den Einheitskreis einbeschriebene n-Eck hat maximalen Flacheninhalt?

Fliacheninhalt eines Dreiecks: %Sin(ai), a;=Innenwinkel, 0 < o; < .

n
Maximiere f(aq,...,ap) = %Z sin(ay;)
i=1

n
fir (a,...,an) € N:={(z1,...,2,) e R",0 < z; <7T,in:27r}
i=1

6.1 Allgemeines Problem im Fall n =2

Seien f,g : D C R? — R C!-Funktionen. Maximiere/Minimiere f(z,y) fiir (x,y) € N :=
{(z,y) € R?: g(2,y) = 0}
f hat ein Maximum an der Stelle (§,n) € N, falls gilt:

f&n) > flx,y) V(r,y) €N

f hat ein Minimum an der Stelle (£,7) € N, falls gilt:

f&mn) < fla,y) VY(z,y)eN
Behauptung: Ist (£,7) Stelle eines lokalen Maximums/Minimums mit Vg(£,n) # 0, dann
sind Vf(§,n) und Vg(&,n) linear abhéngig.
Folgerung: (&, n) ist Extremalstelle von f unter der Nebenbedingung N mit Vg(&,n) # 0

=Die Funktion H(z,y,\) = f(x,y) + Ag(z,y) hat als Funktion von (z,y, A) eine Nullstelle der Ableitung

0H OH

@m(&na >\0) = Vf(f,?]) + Ang(f,n) = (); ﬁ(&n’ )\0) — g(&n) -0
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6.2 Der Fall n > 2

Satz 6.1 (Lagrange’sche Multiplikatorenregel)

Sei U C R™ offen und f : U — R, g : U — R™ seien C'-Funktionen mit m < n. f habe an
der Stelle £ € U ein Extremum unter der Nebenbedingung g(x) = 0. Falls Rang% (&) =m ist,
dann ezistieren reelle Zahlen \° = (\), ..., \))) € R™, sodass die Funktion

H(z,)) = f(z) + Y _Nigi(x)
=1

an der Stelle (€, ) eine Nullstelle der Ableitung hat, d.h. DH(&,\°) =0

Bemerkung: Die Zahlen X, ... A2 heissen Lagrange-Multiplikatoren

Beispiele:

a) H(z,y,\) = (z = 1)+ (y - 1) + \(@® +y* - 1)

2z
8(('309 )( z,y) = <2y> hat Rang 1.

oOH _(2(x—1)+2X\x
emiCE _<2( —1)+ Xy

G (z,y,N) =a?+y*-1

g

2
S = Y= 5 =1L dhA=+/2-1
mogliche Extremstellen: (z,y) = (%, %), (x,y) = (&—%, &—%)
Da f sein Minimum/Maximum auf N annimmt, folgt:

(z,y) = (%= 12) Punkt minimalen Abstands
(z,y) = (> —2) Punkt maximalen Abstands

U={(z1,...,2p) ER":0<z<mi=1,...,n}
Existenz eines Minimums ist gesichert auf der kompakten Menge:

n
j\?:{(l’l,...,xn) GRnogngTr’lez2ﬂ'}
=1
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n

d.h., fla) = %Z sin(a;) nimmt Maximum auf N im Punkt @ € N an.
i=1

Nun zeigt man, daf & € N gilt:

1. Fall: Angenommen, a; = 0 fiir ein ¢, d.h. es liegt hochstens ein n — 1-Eck vor. Durch
Hinzunehmen einer weiteren Ecke wird der Flicheninhalt echt grofer. Widerspruch!

2. Fall: Angenommen, &; = 7 fiir ein 7. Dann ist einer der Nachbarwinkel «; kleiner

als 5. Ersetze o; durch § und o; durch a; + 5. Damit bleibt die Winkelsumme = 27

erhalten, aber der Gesamt-Flacheninhalt wird echt grofer, denn:
sin(aj) <sin(ay + §) +1=rcos(ay) +1 (o < F)

Widerspruch! Folglich ist @ Stelle eines Maximums von f iiber N.

Lagrange:
YL (a3, \o) = §cos(@) +dg =0
n
(@, M) 22071'—2% =0
i=1
=>a1=...=0y = %’T, d.h. das regelméfige n-Eck maximiert den Fldcheninhalt.
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7 Wege und Kurven

7.1 Definitionen, Wegliange, Parametrisierungen

Beispiel:
o - [0,27] — R3
' t — (rcost,rsint,at)

® heifst Weg, die Bildmenge ®([0, 27]) heifit Kurve (hier: Schraubenlinie)

Definition 7.1 Sei I = [a,b] C R.
a) Ein Weg im R"™ ist eine stetige Funktion ® : I — R"™. Die Bildmenge C = ®(I) heifit die
von @ erzeugte Kurve und ® heifit Parametrisierung dieser Kurve.
b) Der Weg ® heifit geschlossen, falls ®(a) = ®(b) ist.

c) ® heifit Jordanweg, falls ® injektiv ist. ® heifft geschlossener Jordanweg, falls ®(a) =
®(b) und ®@|qp) injektiv ist.

d) ® heift glatt, wenn ® € CY(I) und ®'(t) # 0 Vt € I ist.

falls es eine Zerlegung a =ty < t1 < ... <ty = b gibt mit

latt
e) ® heifit stickweise {g?

glatt .
(I)‘[ti,tiﬂ]{cl firi=0,1,...,n— 1.

[) Fine Kurve C heifit Jordankurve/geschlossene Jordankurve, falls es eine Parametrisie-
rung ® : [a,b] — C von C gibt, die ein Jordanweg/geschlossener Jordanweg ist.

Beispiele:

a) Die Strecke ab ist eine Jordankurve fiir a # b mit der Parametrisierung:

dt)=a-+t(b—a), tel01]
oder
d(t) =a+t*(b—a), tel0,1]

Achtung: ® ist glatt, ® ist nicht glatt.
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b) Der Einheitskreis in R? ist eine geschlossene Jordankurve

®(t) = (cost, sint) oder x = cos(t), y = sin(t)
analog die Ellipse
®(t) = (acost,bsint) oder x = acos(t), y= bsin(t)

¢) Zykloide (Kurve eines Punktes P auf einem in z-Richtung rollenden Rad)

Mittelpunkt M (rt,r) (konstante Geschwindigkeit)

P (rt—l—asint,r—i—acost)
Weg ®(t) = (rt +asint,r +acost), te[0,00)
Kurve (Zykloide) C = ®([0,00))

Ist @ glatt?
®'(t) = (r +acost, —asint)

Fiir a = r ist ®'(7) = 0. Die Kurve ist also nicht glatt, falls a = r ist.

Definition 7.2

Sei I = [a,b] und ® : I — R" ein Weg. Sei Z eine Zerlegung von I mita =1ty < ... <t,=0>
und P(®(to, ..., tp)) der zu ® und Z gehdrige Polygonzug.

P
a) Lange des Polygonszug 1(Z,®) =1(Z) := Z [|®(t;) — P(ti—1)]|
i=1
b) Weglinge von ® L(®) :=supL(Z), wobei Z beliebige Zerlegung von |a,b] ist.
Z
c) Der Weg ® heifit rektifizierbar, falls L(Z) < oo ist.

Bemerkung: L(®) € [0, o0].
3 Folge von Zerlegungen Z*F,  |Z¥| -0 mit L(®) = lim I(Z*)
—_———

k—oo
Feinheitsmaf
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Proposition 7.3 (Eigenschaften der Weglinge)
Sei @ : [a,b] — R™ ein Weg.

a) L(®) > [|2(b) — @(a)|
b) Ist ® Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante M (2.B. ||®'(t)|| < M), dann folgt

L(®) < M(b—a) < 0.

¢) ©,V: [a,b] — R" seien rektifizierbare Wege. Dann gilt |L(®) — L(V)| < L(® — ¥)
d) ®1:[a,c] = R", Pg: [c,b] — R"™ seien rektifizierbare Wege mit ®1(c) = ®2(c). Dann ist

[a,b] — R"
P=0, 4P, <I>1(t),a§t§c
t —
c<t<b
rektifizierbar mit L(®1 @ $g) = L(P1) + L(P2).

Definition 7.4
® : [a,b] — R™ sei rektifizierbar. Dann ist @ : [a,t] — R", a <t < b auch rektifizierbar und

s(t) = L(®|j,) heipt Weglingenfunktion. Setze s(a) = 0.

Satz 7.5 Sei ® : [a,b] — R" rektifizierbarer Weg.

a) S :[a,b] — R ist stetig, monoton wachsend. Ist ® Jordanweyg, dann ist s streng monoton

wachsend.
b) Ist ® € C'([a,b]), dann ist s stetig differenzierbar und

s(t) = / 19 (7)]|dr

Zusatz: Satz 7.5 b) gilt auch, falls der Weg ® stiickweise C ist.
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Beispiele:

a) Zykloide mit r = a, t € [0, 27|

21 27
/ 19 ()|dt = /
0 0
t

—a 2m st=cos? (% )+sin2 2m t
= a\@/ V14 costdt s (:2) ° (Q)a\/i/ \/5‘ cos (5)‘dt
0 0

™

= 4a/ Cos (E)dt = 8asin (E)
0 2 2710

b) Parabel (t,t2), t >0

t t
s(t):/ |127) dT:/ V1 + 4r2dr
0 0
1 }Arsinh(Zt)

—sin 1 Arsinh(2¢) 1
2r=ginh 2/0 cosh? z dx = 3 {sinh(Q:n) + 1

- i(%\/l F A2 +In(2t+ V1 + 4752))

2w
(r + acost, —asint)Hdt = / V12 + a2 + 2racostdt
0

= 8a

0

Definition 7.6 (dquivalente Parametrisierungen)

Sei I = [a,b], J = [d,b] und ® : I — R™, W :J — R" seien Parametrisierungen dersel-
ben Kurve C C R™. ®, U heiflen dquivalent (® ~ W), falls eine stetige, monoton wachsende
Biyjektion H : J — I existiert mit W = ® o h.

Bemerkung

a) ~ ist Aquivalenzrelation.

b) ® ~ U = L(®) = L(V), denn wenn Z’ = (to,...,tp) Zerlegung von J ist, dann ist
Z = (h(to), ..., h(tp)) Zerlegung von I mit [(Z,®) = I(Z', V).

c) Sei @~ : [a,b] — R™ der durch ®(t) := ®(a + b — t) definierte Weg. Dann ist L(P) =
L(®7) (Ubung), aber ® » &~
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Satz 7.7

Seien C Jordankurve und ® : I — R", W : J — R"™ zwet zu C gehdrige Wege. Dann existiert
genau eine stetige Bijektion H : J — I mit V= ® o h und es folgt & ~ VU oder & ~ U™,

Zusatz: Sind @,V glatt, so ist h € C1(J) und h'(t) #0Vt € J.

Bemerkung:

Fiir eine Jordankurve C gibt es genau 2 Aquivalenzklassen von zugehérigen Parametrisierungen
durch Jordanwege. Eine Auswahl einer dieser Aquivalenzklassen heikt Orientierung von C.

Korollar 7.8

Sei C C R™ Jordankurve und ® ein zugehoriger Jordanweg. Dann ist L(®) unabhdngig von ®.
Man definiert die Linge der Jordankurve L(C) := L(®).

Insbesondere gilt fiir ® € C'([a,b])
b
L@) = [ @)l

Bemerkung:

Die Aussagen beziiglich Definition 7.6, Satz 7.7 und Korollar 7.8 gelten auch fiir geschlossene
Jordankurven. Betrachte dazu @ : [a,b) — C.

Satz 7.9 (Weglinge als Paramter)

Sei C eine rektifizierbare Jordankurve. Dann existiert eine Parametrisierung ¥ : [0, L(C)] — C
mit der Figenschaft L(V| 0 S]) = s. Ist C glatt, dann ist U stetig differenzierbar mit |¥'(s)|| = 1.

Physikalische Interpretation: ¥(s) Ortsvektor, U’(s) Geschwindigkeitsvektor, ||U’(s)|| Geschwin-
digkeit, mit der die Kurve C durchlaufen wird.

Beispiel:
C={(z,y) eR*:a? +y?> =1}, &(t) := (cosVt,sinvt), s € 0,477

t
||®'(t)]| = 2%/5 Weglangenfunktion s(t) = /0 ﬁdT =t

U(z) = ®(2?) = (cosz,sinz), z = Weglinge als Parameter, z € [0,27], [|¥/(z)]| =1
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7.2 Funktionen von beschrankter Variation

Definition 7.10
Sei f:]a,b] = R und Z = (to,...,tp) Zerlegung von [a,b]. Dann heifst
P

Var(Z; f) = Z |f(ti) — f(ti—1]| Variation von f beziglich Z
i=1

a

Vb(f) = supVar(Z; f) Totalvariation von f
z

f heifit won beschrinkter Variation®, falls VP(f) < oo. Schreibweise: f € BV ([a,b)])

Lemma 7.11 (Eigenschaften der Totalvariation)

a) f € BV([a,b]) = f beschrinkt, |f(b) — f(a)] < V2(f)
b) f,g € BV([a,b]) = Af + g, f-g € BV([a,b]) und

VIS + pg) < NV + 11lVEi(g)
V2(£9) < |IfllocVE(g) + llglloc V()

¢) | monoton = Vy(f) = |£(b) — f(a)l
d) f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L > 0 = V2(f) < L(b — a)

e) f stickweise C* = VP(f / |f/(t)|dt

f)a<e<b VA =V + VS

Satz 7.12 (Darstellungssatz von Jordan)
f € BV([a,b]) & 3 montone Funktionen g,h : [a,b] — R mit f = g — h.

Satz 7.13 Fin Weg ® : [a,b] — R" ist rektifizierbar <
jede der Komponentenfunktionen ®1,...®,, gehort zu BV ([a,b]).
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7.3 Riemann-Stieltjes-Integrale

Sei I = [a,b], Z = (to,...,tp) Zerlegung von [ und 7 = (7,...,7p), % € [ti—1,ti], i=1,...,p
ein Zwischenvektor.

Definition 7.14

Seien f,g: 1 — R Funktionen und Z, T wie oben. Dann heifit

p

o(Z,7, fdg) :=>_ f(r:)(g(t:) — g(ti-1))

i=1

Riemann-Stieltjes-Summe. Falls es eine Zahl J € R gibt mit der Figenschaft: Ve > 0 existiert
ein & > 0 sodass
|J - U(Za T, fdg)| <€

Y Zerlegungen Z mit |Z| < § und ¥V zugehdrigen Zwischenvektoren T, dann existiert das

b
Riemann—Stieltjes—[ntegml/ fdg und hat den Wert J.

Bemerkung: Fiir g(t) = ¢ erhélt man das Riemann-Integral.
Lemma 7.15
b b b
[ Onruris = [ ndgsa [ g
a) 4, b @b
| fa0a+ngn = A pdgs [ rge

existieren.

c b b b
b) Fira<c< bgilt/ fdg+/ fdg:/ fdg, falls/ fdg existiert.

falls die Integrale auf der rechten Seite

Satz 7.16 (Partielle Integration)

b b
Falls / fdg existiert, dann existiert/ gdf und es gilt:
b b b
/ fdg+/ gdf = fg’a
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Satz 7.17 (Transformationssatz)

b
Sei f € R(la,b]) und g € C*([a,b]). Dann existiert/ fdg und es gilt:

/abfdg = /abfg’dt

Bemerkung: Gilt auch, falls g stetig und stiickweise C! ist.

Satz 7.18

b b
Sei f € C([a,b]) und g € BV ([a,b]). Dann existiert/ fdg und es gilt / fdg‘ < £l V2 (g).

a

b
Erginzung: Cauchy-Kriterium fiir die Existenz von / fdg.
a
Falls Ve > 0 ein 6 > 0 existiert mit
0(Z,7, fdg) — o(Z', 7', fdg)| < e

fiir alle Zerlegungen Z,Z' mit |Z|,|Z'| < 6 und zugehorigen Zwischenvektoren 7,7/, dann

b
existiert / fdg (vgl. Analysis I, Riemann-Integral).
a

Beispiel:

H(t)::{ (1) t<0

- >0 Heavysidefunktion, I = [a,b], a < 0 < b.

b
Berechne / fdH, falls f stetig auf [ ist.

Sei Z Zerlegung von [a,b], Z = (to,...,tp), ti, <0 < ti,41 flir geeignetes ip.
7 sei zugehoriger Zwischenvektor. Dann gilt o(Z, 7, fdH) = f(7i,)(H (tig+1)—H (ti,)) = f(7iy)-
Falls |Z| < 6 und § so gewéhlt, dass |f(s) — f(¢)| < efiir |[s—t| <, s,t €T

b
dann folgt |o(Z, 1, fdH) — f(0)] < €, also / fdH = f(0).
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7.4 Kurven- und Wegintegrale

Definition 7.19 (Kurvenintegral)

Sei C C R™ rektifizierbare Jordankurve, ® : [a,b] — R" zugehoriger Jordanweg und f : C — R
sei eine gegebe Funktion. Dann heifit

C/f(ss) ds = / " f@)as(t)

Kurvenintegral von f iber der Kurve C.

Definition 7.20

Sei ® : [a,b] — R™ rektifizierbarer Weg und f : ®(I) — R bzw. F : ®(I) — R", F =
(Fy,..., F,) seien gegeben. Dann heifit:

[ b
/f<sc>dxk = / F(®(t))dy (1)

Wegintegral von f beziiglich i lings ® und

n n

[ (2] ] b
/F(x) dx = /Fld:rl R o D /Fk(x)dxk = / Fr(®(t))d®y(t)

k=1 k=1
Wegintegral von F' ldngs ®.

Satz 7.21

C
a) Sei C C R™ rektifizierbare Jordankurve und f : C — R stetig. Dann existiert /fds und

ist unabhdngig von der gewdhlten Parametrisierung durch einen Jordanweg ®.
P
b) Sei ® rektifizierbarer Weg und F : ®(I) — R™ stetig. Dann existiert /F -dx.

Ist W rektifizierbarer Weg und ® ~ U (& ~ U™, dann gilt

7F~dx:7F-dx (7F-d:nz7F-d:p)
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Satz 7.22 (Weitere Eigenschaften)

Sei C rektifizierbare Jordan-Kurve
und ® zugehdriger Jordan- Weg
f,g C — R seien stetig

/fds‘<L max[f]
c
/()\f—I—ug Ydx = A fd:c+u/gdx

® stiickweiser C' Weg

C b
/fdsz / £ (@)1 (1))t

C1,Cqy seien Jordan-Kurven, die nur einen

Endpunkt gemeinsam haben, C := Cy U Co
C C1 Co

fds = [fds+ [fds

7.5 Konservative Vektorfelder

Sei @ : [a,b] — R" rektifizierbarer Weg
F,G: ®([a,b]) — R™ seien stetig

‘/F dx<L

[}
/()\F—I—uG) da:—)\/F dx—i—u G- dx

I[naXHFo@H

7F dr = /abF((I)(t)) - @' (t)dt

Dy, Oy seien rektifizierbar,
b =&y @ Py (vgl. Prop 7.3 (d))

[} Pq [
/F~dx:/F-dw+/F-dm

Sei D C R™. Eine Abbildung F': D — R" heifst Vektorfeld.

Definition 7.23

Sei D C R"™ offen. Ein Vektorfeld D — R™ heifit:

a) Gradientenfeld, falls eine stetig differenzierbare Funktion V : D — R existiert mit F =
VV. V heifit Stammfunktion oder Potential von F.

b) konservativ, falls fiir jeden in D verlaufenden stickweisen C1-Weg ® :
(]

P
Wegintegral |F-dz nur von ®(a) und ®(b) abhingt. Schreibweise /F cdx = /
o(
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Satz 7.24

Sei D C R™ ein Gebiet (vgl. Exkurs Kapitel 3) und F : D — R"™ ein stetiges Vektorfeld. Dann
gilt:
F konservativ < F st ein Gradientenfeld

In diesem Fall gilt auflerdem:

d
a) V(z) = /F(y) -dy ist Stammfunktion von F, wobei ® ein beliebiger stickweiser C1-Weg

von einem festen Punkt € € D nach x € D 1ist.
(]
b) Fir jede Stammfunktion V von F gilt /F(y)dy = V(x)—=V (&), falls ® ein stickweiser

C' Weg von & nach x ist.

Frage: Wie erkannt man, ob ein Vektorfeld ein Gradientenfeld ist?
Angenommen, F = VV = (Fy,...,F,), V € C*(D).

: OF; L
gf;(a:) =52(z) furdi,j=1,...,n.

Dann gilt nach dem Satz von Schwarz: Vi,z; = Vi s, d.h. = oz

Ist diese Bedingung hinreichend dafiir, dass F' ein Gradientenfeld ist?

Definition 7.25

FEine offene Menge D C R™ heifsit sternformiges Gebiet (Sterngebiet), falls xo € D ezistiert,
sodass Vx € D gilt, dafi die Verbindungsstrecke von x,xq = Sz, C D ist.

Satz 7.26

Sei D C R™ ein Sterngebiet und F : D — R™ sei ein Vektorfeld mit
i, =1,...,n. Dann ist F' ein Gradientenfeld.

: OF; ;..
gf? = 5, fir alle
J 7

Dxlab — R

(x,t) — f(z,t)
nach x € D differenzierbar. Dann gilt fir alle x € D:

b b
o [ stwvde= [ an,

d.h. Integration und partielle Differentiation sind vertauschbar.

Satz 7.27 Sei D C R" offen und g : { sei stetig und stetig partiell
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen

8.1 Motivation: ,Was ist eine Differentialgleichung?”

Fiir t € [0,00) sei u(t) die Anzahl der Individuen einer Population zur Zeit ¢.
Ziel: Die Beschreibung des zeitlichen Verlaufs von u(t) als Funktion von ¢.

Sei At ein Zeitraum (1 Jahr, 1 Monat,. .. ). Dann gilt

u(t + At) = u(t) + At - p,

wobei p die effektive Reproduktionsrate, d.h. Anzahl(GeburtAe;n - Todesfélle) ist.

u(t + At) — u(t)
At

= p(t, At, u(t))

Der Limes At — 0 liefert ein vereinfachtes (idealisiertes) Modell:

Die ist eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung. Dabei ist: p : R x R — R eine
gegebene/bekannte Funktion, die die Abhéngigkeit der effektiven Reproduktionsrate von der
Zeit t und der Populationsgréfse u beschreibt.

Beispiel (Modell des Populationswachstums von Verhulst, 1837):
x(t,u) := @ = effektive Pro-Kopf Produktionsrate = a — fu, «,3>0
Fall 5 =0 (konstante Pro-Kopf Reproduktionsrate):

@ = ou, allgemeine Losung: u(t) = Ae®, AR

Grund:%(e‘atu) =0, also u(t) =const-e®

Dabei ist die Konstante A = Populationsgréfse zum Zeitpunkt ¢ = 0.
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Die Population wichst exponentiell (« > 0) oder fillt exponentiell (a < 0).
Fall 3 > 0:

Die effektive Pro-Kopf Reproduktionsrate ist fallend in u (dies modelliert die Ressourcenver-
knappung)
@ =u(a— Pu) heikt logistische Differentialgleichung

Setze v(t) := gu( L#) und berechne die neue Differentialgleichung fiir v(t):

(0) = Sgu(r) (o~ pu(t)) = b (1- é) — o(t)(1— (1))

(07 «

Es gibt die trivialen Losungen v =1, v =10
Nichttriviale positive Losungen:

/dv —/dt—t+const
v(l—v) N ’
—_——

1 1 v
S —lnv—In|l—o| =1 ( )
/1—v+v nv—In|l—v/=In T

(% __ _ttconst. __ __t
= 1—v| -
Ergebnis:
t
ce
0, fall 0 0,1
o) 1+§€t ¢ >0, falls v(0) € (0,1)
ce
— ,e > 1, falls v(0) € (1, 00)
% . Lti , falls u(0) € (0,3)
u(t) = 1+ cea
o cew
== , falls u(0) € (5, 00)
B ocea —1 ’

Wihle ¢ > 0 so, dass u(tp) = Populationsgrosse zum festen Zeitpunkt .
Eigenschaften der Lésungen:

tlim u(t) = 5 = Tragekapazitit der Umwelt
— 00
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u(t) ist monoton wachsend, solange u(t) < 3
u(t) ist monoton fallend, solange u(t) > §

Zwei verschiedene Loésungen kreuzen sich nie!

8.2 Explizite skalare Differentialgleichung erster Ordnung
Sei f: D C R? — R eine gegebene Funktion. Die Differentialgleichung
y = fxy) (1)

heift explizite skalare Differentialgleichung erster Ordnung.

Ist zusétzlich (§,7) € D gegeben, so heifst

Y = flz,y), y(&) =n (2)

Anfangswertproblem zu (1).

Definition 8.1 FEine auf dem Intervall I C R gegebene Funktion y : I — R heiffit Lésung von
(1), falls

a) y auf I differenzierbar ist und graphy := {(:z:,y(x)),a: € I} Cc D,
b) v (z) = f(z,y(z)) gilt Vo € 1.

y heifit Losung des Anfangswertproblems (2), falls zusdtzlich gilt
¢) £ €1 und y(§) = .

Spezialfall (Differentialgleichung mit getrennten Verdnderlichen):

v =f()g(y), v =n (3)
Lésungsmethode (Begiindung folgt im Satz 8.2):
L= f(@)g(y), 5 = fla)de
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bzw.

/n " g‘f) - /f " p(tyt (4)

fiir die Losung des Anfangswertproblems.

Satz 8.2

Seien I, I, Intervalle und { € I, n € I,. Die Funktionen f : I, — R, g : I, — R seien
stetig. Falls g(n) # 0, dann existiert eine Umgebung I von &, in der (3) genau eine Lisung
hat. Man erhdlt die Losung durch Auflosen von (4) nach y(x).

Beispiele:
a) ¥ =y% y(0) =1
d v@) 1 —1
—g:dm, / —dr=2,dh. — +1=um, y(z)=
y 1S y()
Die Losung existiert auf dem Intervall (—oo, 1)
b) v =+/|lyl, vy =0ist Losung.

betrachte positive Losungen:

jyﬂ:/dx, 2@ =z te=y) = (T), >

Konstruktion negativer Losungen:

z(x) := —y(—=x) 16st die Differentialgleichung, denn 2/(z) = y'(—x) = Jy(—z) =
|2()]

Zusammenkleben von Losungen:

r x>0
z.B.: @4(x) = 0 —a<z<0 , a>0
_(w‘z‘l)2 x < —a
z?
oder\lf(x):{ r r20
0, =<0

Insbesondere hat das Anfangswertproblem ' = +/]y|, %(0) = 0 unendlich viele Losun-
gen.
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Definition 8.3
Sei I C R Intervall und g,h € C(I). Die Differentialgleichung

Y +9(2)y=0, €l (H)
heifst homogene, lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Fir h # 0 heifit

y' +g(x)y=h(z), el (I)

imhomogene, lineare Differentialgleichung erster Ordnung.

Satz 8.4 (Losung der homogenen Gleichung)
Sei I CR, g € C(I). Die Allgemeine Losung von (H) ist
y(z) = ce” fﬁzg(t)dt, &el, ceR beliebig.
Die Losung des Anfangswertproblems (H) mit y(§) = n ist
= J a(t)dt

y(x) = ne

Satz 8.5 (Losung der inhomogenen Gleichung)
Sei I C R Intervall und g,h € C(I).

a) Die allgemeine Losungen von (I) hat die Form

y(r) = yn(z) + Yp(T)
—— —~—

allgemeine Losung von (H)  eine partikulire Lisung von (I)

b) Man erhdlt fir die allgemeine Losung von (I):

) y(z)=e¢@ (c—i— /; h(t)eS® dt> , G(t) = /;g(s) ds mit{ eI, ceR

Die Losung des Anfangswertproblems (1) mit y(&) = n lautet

(k) y(z) = e ¢ (n+ /E wh(t)eG(t)dt> .
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Bemerkung: Die Losungmethode ist wichtiger als die Losungsformel.

Beispiel: ¢ + ysinz = sin®z

homogene Gleichung: y' + ysinz =0, yu(z) = e~ Jsinwdr — ecose o c R

inhomogene Gleichung: 3’ + ysinz = sin® z, Ansatz: y,(z) = c(z)es®

cosx 3

d(x)e®S* =sin® x
c(x) = [e “*%sind zdx t=gosw [e7t(t? — 1)dt
dt=—sin zdz
= —e 1(t? = 1) + [ e t2tdt = —e (2 —1) —2te ' +2 [e7tldt

=e (1 -2 —-2t-2)

2 2

= yp(z) = €% . e7 % (sin“x — 2cosx — 2) =sin“x — 2cosx — 2

2

allgemeine Losung: y(x) = sin®z — 2cosx — 2 4 ce®** c € R.

8.3 Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung

Sei D c R"*! und f: D — R" eine gegebene Funktion.

Elemente des R"! bezeichnen wir mit (x,9) = (z,y1,...,%,) mit z € R und y € R™.

Feg) = (A m) @1,y fal s )

Dann heifst

vi = fil@y... y0)

W Ya : fo(@, g1, yn) hurz of = flz.y)

Vo = fal@yneu)

System von Differentialgleichungen erster Ordnung. Ist zusitzlich (§,7) € D gegeben, so heifst
y' = flx,y), (&) =n (2)

Anfangswertproblem zu (1).
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Definition 8.6 Fine auf dem Intervall I C R gegebene Funktion y : I — R™ heifit Lisung
von (1), falls

a) y auf I differenzierbar ist und graphy := {(m,y(x)),:c € I} c D,
b) ¥ (z) = f(z,y(z)) gilt Vo € 1.

y heifit Losung des Anfangswertproblems (2), falls zusdtzlich gilt
¢) £ €1 und y(§) = .

Beispiel (Riuber-Beute-Modell von A. Lotka und V. Volterra):

u(t) :=Grofke der Beutepopulation zur Zeit ¢

v(t) :=Groke der Réuberpopulation zur Zeit ¢

a(t) = u(t)x (¢, u(t),v(t)), x =effektive Pro-Kopf Reproduktionsrate Beute
o(t) = v(t)A(t,u(t),v(t)), X =effektive Pro-Kopf Reproduktionsrate Riuber
Einfachstes Modell:

x(t,u,v) =a—bv, a,b>0
x(t,u,v) =—c+du, c¢,d>0

Fiihrt auf ein System erster Ordnung:

= u(a — bv)
0 =v(—c+ du)
Bemerkung:

In Abwesenheit der Réuber (v = 0) fiihrt @ = au zum exponentiellen Wachstum der Beute.

In Abwesenheit der Beute (u = 0) fithrt ¥ = —cv zum exponentiellen Aussterben der Rauber.

Zuriick zum AWP: (2) v/ = f(z,y), y(&)=n,mit f:[{,{+a] xR" >R" a>0
————

S=Streifen

Ziel: Entwicklung einer Losungstheorie fiir (2)
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Lemma 8.7 Sei f: S — R” stetig und I = [£,£ + a.

a) Isty Losung des Anfangswertproblems (2) auf I dann gilt
y(z) =n +/ f(t,y(t)dt Vxel.
3

b) Ist y € C(I) Liosung der Integralgleichung

v =+ [ S(evo)d, veer 3)
dann ist y € CY(I) und y lést Anfangswertproblems (2) auf I.

Bemerkung:

Fiir eine vektorwertige Funktion g : [, € + a] — R™ bedeutet

/jg(t)dt: ([gl(t)dt,...,/;gn(t)dt>

Ziel: Nachweis der Existenz einer Losung von (3) mit Hilfe des Banach’schen Fixpunktsatzes.
Vorbereitungen:

Sei || - || auf R™ die euklidische Norm. Betrachte fiir ein kompaktes Intervall I C R™ den Raum
c(I) = {y : I — R", y stetig auf [}. Dann ist (C(I), IE Hoo) mit ||y||eo = r;lg}(Hy(a:)H ein

Banachraum (vgl. Satz 1.19 fiir n = 1). Sei nun eine zweite Norm auf C'(I) erklart durch

lly||o = max e”**||y(z)||, o € R fest.
xel

Beachte: es gibt Zahlen p,o0 > 0mit 0 < o0 <e ™ <p Vz e, da I kompakt ist.
Es folgt: o|y|loo < ||Ylla < pl|Ylloo, d-h. || - ||a und || - ||oo sind Aquivalente Normen auf C(I).

Insbesondere ist (C(I), IE Ha> ein Banachraum.

Lemma 8.8

Sei z : [a,b] — R" stetig und | - | eine Norm auf R™. Dann gilt

‘/abz(x)d:c‘ < /ab|z(:r)|d:r.
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Definition 8.9 Sei f: D C R"™ — R" und |- | eine Norm im R™.

a) f heifft Lipschitz-stetig beziglich y, falls L > 0 existiert mit

b) f heifSt lokal Lipschitz-stetig beziiglich y, falls ¥(xo,y0) € D ein § > 0 und ein L > 0
existiert mit

|f($7y) - f(x7y)‘ < L’y _y’ V(l',y), ($7y) € D mit ‘IE - IL'()|, ’y - y0|? ’g_ y0| < 4.

Bemerkung:

1. Da im R"™ alle Normen &quivalent sind, geniigt es im Folgenden, die euklidische Norm
zu betrachten.

2. Ist D C R™"! konvex und 8%’ RN % beschrinkt auf D = f ist Lipschitz-stetig beziig-
lich y (Korollar 3.16).

Satz 8.10 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)
Sei f:[€,&+ a] x R™ — R"™ stetig und Lipschitz-stetig beziiglich y. Dann besitzt das Anfangs-

wertproblem

(2) y/ = f(‘/lj)y)a y(f) ="

genau eine Losung in [€, & + al.

Bemerkung:

Falls f : [ — a,&] x R™ — R™ Lipschitz-stetig bzgl. y ist, so besitzt (2) genau eine Losung auf
[5 —a, g]

Satz 8.11

Sei R=1[£,64a] x [m —bi,mi+b1] X ... X [y —bn,nn +by] und f € C(R) sei Lipschitz-stetig
bzgl. y auf R. Dann existiert auf [,§ + o] genau eine Losung des Anfangswertproblems (2),
wobeq

b bn
a:mln{OJ?ZlaaZ}) A:ZiIll,aX,n (;,Iqu)lé{R‘fl(x’y”
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Beispiele:
a) n=1, 3 = sinze™ = = f(.y), y(0) =7, S =[0,T] x R
of 1
— <
‘83/(37’”’ 1492
= J; auf [0,T] definierte Losung,
Analog gilt fiir S = [-T,0] x R: 3; auf [T, 0] definierte Losung.
b) n =1,y = sinze? = f(z,y), y(0) =7, S = [0,T] x R,

f(x,y) ist nicht Lipschitz-stetig bzgl. y auf S. Allerdings ist f(z,y) auf der Menge
R :=10,T] x [n — b,n + b] Lipschitz-stetig bzgl. y.

A= (;I?ljé(R‘f(x,y)‘ < et o =min {T, e”%} = 3J; Losung auf [0, ].

ez <e? = f Lipschitz-stetig bzgl. y auf S.

Lemma 8.12 Sei D C R*! offen, f: D — R stetig. Betrachte die Differentialgleichung
y' = f(z,y).
a) Isty Losung auf (a,b) und graph(y) = {(x, y(z)) : z € (a, b)} C A C D und A kompakt,
dann lasst sich y als Losung auf [a,b] fortsetzen.
b) y sei Losung auf [a,c] und z sei Lisung auf [c,b] mit y(c) = z(c).
y(z), a<z<c

Lésung auf |a,c|.
z(x), e<z<b g aufla.d

Dann ist w(x) = {
Satz 8.13 (Lokale eindeutige Losbarkeit)

Sei D C R™ ! offen und f : D — R™ stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. y. Dann besitzt das
Anfangswertproblem (2) eine eindeutige ,lokale“ Losung, d.h Je > 0, sodass auf [ — €,& + €]
genau eine Lisung von (2) existiert.

Ziel: Fortsetzung einer lokalen“ Losung des Anfangswertproblems auf moglichst grofie
Existenzintervalle.
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Definition 8.14
Eine Lésung y des Anfangswertproblems (2)7auf dem Intervall I heifit nichit-fortsetzbar, falls
fiir jede Losung 5 von (2) auf dem Intervall I gilt:

TCIundyT:y

Satz 8.15 (Existenz nicht fortsetzbarer Lésungen)

Sei D C R offen und f : D — R™ stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. y. Dann besitzt das
Anfangswertproblem (2) eine eindeutige, nicht fortsetzbare Losung.

Satz 8.16

Sei D C R™" offen und f : D — R"! stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. y. Fiir die
eindeutige, nicht fortsetzbare Losung y von (2) gilt:

a) y existiert ,nach rechis“ auf [£,b) (b= o0) zugelassen.

b) Es gilt
(i) b= o0
oder

(1) b < oo und lirbn [ly(x)|| = o0

oder
(i) b < oo und dist ((z,y(x)),0D) =t

Beispiel: (n=1)

v =y, y(0)=1, D=R? y(x) = e* ex. auf [0, 00) Fall ()
y = y?, y(0) =1, D =R? y(z) = & ex. auf [0,1) Fall (i7)
y =1y, y(0)=1, D=(-00,1)xR y(z)= 1 ex. auf [0,1) Fall (44) und (4id)

Y =—g, y0)=1, D=Rx(0,00) y(z)=+1-=zex auf[0,1) Fall (iii)

62



8.4 Homogene Lineare Systeme erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Schreibweise:
Y1
Sei A € R"™" eine n x n-Matrix, A = (a;;)7;_;. Wir betrachten Losungen y = [ : | von

Yn
(—00,00) — C" (komplexwertige Losungen sind hier zuléssig) der Differentialgleichung

y = Ay. (H)

Ziel: Bestimmung aller Losungen von (H)

Beachte: Fiir £(t,y) = Ay gilt ||/(t,) — £(t.9)]] = 1AW — 9| < 4]l lly — 7, db. die
Funktion f:R"*! — R" ist Lipschitz-stetig bzgl. y.

Lemma 8.17 Se: A € R™*"™,

a) Falls p € C Eigenwert von A mit Eigenvektor v € C" ist, dann lést e*v die Differen-
tialgeichung (H). Ist u € C\ R, so sind Re(e*v), Im(ev) linear unabhingige reelle
Lésungen von (H).

b) Falls A komplex diagonalisierbar ist, d.h. falls eine Basis des C" aus Eigenvektoren von
A existiert, dann lisst sich jede Losung von (H) schreiben als

p

y(t) = etilo,

=1

wobei 1, ..., pp die Figenwerte von A sind und v; € Kern(A — p;1d).

w1 0

Lemma 8.18 Sei J = R eine r x r-Matriz, i € C, in Gestalt eines Jor-
’ 1
0 %

dankdstchens. Dann ist die allgemeine Losung w(t) der Differentialgleichung
w' = Jw

gegeben durch Linearkombinationen der r Losungen:
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1 ¢ t*

5 (7“ — 1)!
0 1 t tT‘*Q
8 8 1 (r—2)!
0 e M, 0 e M 0 e .., ; e M
0 0 0 12

0 2

: . t

0 0 : 1

0 0

Satz 8.19

Sei p € C k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A. Dann existieren k Lo-
sungen von (H) der Form

y'(t) = P'(t)e ", i=1,....k, wobei

) . ) A
Pi(t) = (pﬁ(t), e ,pﬁl(t)) ; Pj(t) = Polynom vom Grad < i. Der hichste auftretende Poly-
nomgrad = (Grifie des gréfiten Jordankastchens zum Eigenwert p)—1.

Praktische Berechnung der Lésungen:
I) Berechnung der Matrix C mit B = CAC™!, B = Jordan-Normalform von A und Ver-
wendung von Lemma 8.18
oder
IT) direkte Berechnung von k Losungen wie folgt:

1. Schritt y(t) = ve #, v Eigenvektor zum Eigenwert .

2. Schritt y(t) = (a1 + ast)e **, aj,az € C". Bestimme aj,as durch Koeffizientenvergleich:
y'(t) = [u(ar + ast) + azle " = e " A(ay + ast)
Notwendigerweise ao = Eigenvektor zum Eigenwert p. Bestimme a;.

3. Schritt y(t) = (b1 + bat + vt?)e #t| etc. Bestimme by, by durch Koeffizientenvergleich

k. Schritt y(t) = (c1 + cot + ... + cpt* ™1 + vtk)e #

bestimme ¢, ..., c¢; durch Koeffizientenvergleich.
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Beispiel:

-1 1 -2
y=14 1 0 det(pld—A) = (u+1)*(p—1)
2 1 -1
0 0
p = 1: Eigenvektor | 2 |, Losung: et | 2
1 1
-1 -1
p = —1: Eigenvektor | 2 |, Losung: e™t | 2
1 1

Ansatz fiir 2. Losung zum Eigenwert —1:

-1
Yy = [a—i—t 2 }e‘t
1
-1 -1
y’:[—(a—H‘ 2 )+ 2 ]e‘t—[Aa—t 2
1 1 1
-1
—a+ | 2 Aa = 16se das LGS: (A+ E)a
1
1 -1
Ergebnis: [ —1 +[ 2 ]
0 1
N——
neu
1 -1
Losung: ( 1]+t 2 )e_t
0 1
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Berechnung reellwertiger Losungen

Ist p € C\ R ein Eigenwert der reellen n x n-Matrix A, dann auch 7. Aus k Losungen der
Form P(t)e #* werden durch Re(P(t)e #') und Im(P(t)e #!) 2k reellwertige Losungen.

8.5 Allgemeine Theorie linearer Systeme

Y =Alt)y (H)

y = A(t)y +b(t) (1)

wobei A : I — R™" b: I — R" stetige Abbildungen sind und I C R ein Intervall ist.

Lemma 8.20 Das Anfangswertproblem (I) mit y(7) =n und 7 € I besitzt genau eine Lisung
auf I.

Definition 8.21
Ein System {y(l), .. ,y(")} von n linear unabhingigen Losungen y @ (t), i =1,...,n von (H)

heifit Fundamentalsystem. Schreibweise als Matriz (Fundamentalmatriz):
Y(t) = (y(l)(t)’ iy ‘y(”) (t)), y(i) (t) = Spaltenvektor.
Satz 8.22

a) 3 reellwertiges Fundamentalsystem fir (H).

b) Die reellwertigen Lésungen von (H) bilden einen n-dimensionalen Unterraum von C1(I,R™).
Lemma 8.23 Ist Y (t) Fundamentalmatriz von (H), so ist Y (t) invertierbar ¥Vt € I.

Satz 8.24 (L6sung des inhomogenen Systems, Variation der Konstanten)

Sei Y (t) Fundamentalmatriz zu (H). Dann ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

y'=A)y+b(), y(r)=n
gegeben durch .
y(t) = Y(t)Y_l(T)n+/ Y (£)Y " 1(s)b(s)ds.
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8.6 Explizite skalare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Sei u : I C R — R n-mal stetig differentierbar. Fiir die i-ten Ableitungen nach z fiihren wir
folgende Schreibweise ein: ‘
. d
u () = ()

Sei f: D C R*""! — R eine gegebene Funktion. Dann heifit
u™ = fzu, . uD) (1)
explizite skalare Differentialgleichung n-ter Ordnung und
u® = flaud o u ), () =m0, (€ =, uTY(E) = mae (2)
mit (£,70,...,Mn—1) € D heillt zugehoriges Anfangswertproblem.

Transformation auf ein System erster Ordnung

Y1 = Y2
Ys = Y3
(1) u™ = fz,u,o,...,u» D) e (3) { :
y;’L—l =Un
y':z = f(xaylv"'vyn)
y1(x) u(z)
. - y2(2) CACORN I
Es gilt: u(z) € C™(I) ist Losung von (1) = _ = ) ist Losung von (3).
Yn () ul=1(z)
y1(z)
| (@) I T
Ferner gilt: _ € C(I) ist Losung von (3) = u(zx) := yi(x) ist Losung von (1).
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Die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

u™ 4 a1 () u™ Y + L ag(2)u + ag(z)u =0 (H)
u™ 4 ap_ (2)u™ Y + .+ ay(2)u + ag(z)u = b(x) (1)

a;, b I — R stetig. Da zugehorige System lautet:
Y2

0
v .
. _ + :
, 0
Y Yn b(z)
~an-1(2)Yn — ... — ao(z)y1
0 1
0
Y1 )
= + .
0
0 1 Yn b(z)
—ap(z) —ai(z) ... —ap—1(x)

=:A(z)
Die Losungen von (H) bilden einen n-dimensionalen Unterraum von C™(I); eine Basis heift
Fundamentalsystem.

Satz 8.25

Fiir die homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mat konstanten Koeffizienten sei
po € C k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(u) von A, d.h.

p(p) =ao+arp+ ...+ an_1p" " +

Dann besitzt (H) die k lincar unabhingigen Losungen M0, xeto . . aF=1elo st g = o +
13 € C\R, so entsprechen der komplezwertigen Lisung x'eH0® die beiden reellwertigen Lésungen

2%e®® cos(Bz) und x'e™ sin(Bz).

Satz 8.26

Die homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung auf dem Intervall I mit stetigen
Koeffizienten besitzt ein reelles Fundamentalsystem. Die reellwertigen Lésungen bilden einen
n-dimensionalen Unterraum von C™(I;R).
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Berechnung der Lésungen von (I)

Sei Y (t) Fundamentalmatrix des zugehorigen Systems

0
yi(z) . .
= : =Y(2)Y (¢ : +/ Y(z)Y 1(s) 0 ds (Variation der Konstanten)
yn(I) "n—1 b(S)
u(x) := y1(x) ist dann partikuldre Losung von (I).
Es gilt: Allgemeine Losung von (I) = up + Up

allgemeine Lésung von (H)  partikulire Losung von (1)
Beispiel:
a) ul™ — 20" 420" — 20/ +u=0, pp) =p* =23 +2u% —2u+ 1= (u—1)%2(u%+1)
Losungen: e, ze®, '™, e~ i®
reelle Losungen: e*, xe®, cos x, sin x
b) u” 4 2au’ + bu = 0 (geddmpfter harmonischer Oszillator)
charakteristisches Polynom: p(u) = p? + 2ap + b mit a,b > 0.

Nullstellen: p11/9 = —1 £ va? —b.

1. Fall a? > b: e(-0EVa*=b)z T2 o (Kriechfall)
2. Fall a?2 =b: e % xe~% “°( (aperiodischer Grenzfall)
3. Fall a2 < b: e *cos(vb— a2z),e % sin(vb — a?x) (Schwingfall), gedimpfte Schwingung

2
der Periode il

— a2

Inhomogener Fall zu 2. (a? = b):

(1) = (o) = ()= (5 ) () ()

Fundamentalmatrix:

e xe W a1 T
Y(z) = (—ae“w (1-— ax)e‘“w> —° (—a 1-— aa:)
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Variation der Konstanten: Ansatz c¢(x)Y (x)

(@)Y (z) = (2) L () = e <1 —aa:c —190) (2) — 0% <_§2>

Allgemeine Losung: u(z) = c1e® + cowe® + z

a2 _57 61702€R

Zuriick zur allgemeinen Differentialgleichung n-ter Ordnung:

ul™ = fzu,n, D), () =g, W) =y, ul () = nay (2)

Satz 8.27 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)

a) Sei f :[§,&+ a] x R" — R stetig, Lipschitz-stetig in den hinteren n Variablen. Dann

besitzt das Anfangswertproblem (2) genau eine Losung auf [€,& + a]. Gleiches gilt nach
links, falls f: [ —a,&] x R™ = R.

b) Sei D C R™ 1! offen (£,10,...,Mm—1) € D und f : D — R stetig und lokal Lipschitz-
stetig in den hinteren n Variablen. Dann besitzt das Anfangswertproblem (2) genau eine
nicht-fortsetzbare Losung, die nach rechts auf [€,b) existiert mit

b=o0

r—b— U(.’E)
oder b < co und : — o0 oder dist <

,aD) ==
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8.7 Die Matrixexponentialfunktion

n 1
Sei A C C™" eine komplexe n x n-Matrix, ||A|| = ( Z |aij|2> A= (aij)ij=1-
ij=1
Betrachte die Reihe (Folge der Partialsummen)
O
k!
k=0
Dabei sei A= Fund A¥=A4-...- A
—_—

k-mal

Lemma 8.28

oo
Sei A C C"*™ und (ck)ken eine Folge in C. Ist p > 0 der Konvergenzradius der Reihe chzk
~ k=0
und ||A|| < p, dann ist die Reihe chAk konvergent in (C™*™, || - ||).
k=0
Mit Lemma 8.28 ist et = Z o fiir alle A € C™*"™ definiert.
k=0

Akik
' erklart.

AuRderdem ist fiir alle t € R: et4 =
u eraenl 1s ur alle t € e kzoki

N kARl
Da die gliedweise abgeleitete Reihe Z i

k=0

ebenfalls fiir alle t € R, A € C™*™ konvergiert

gilt:

d 14 = ARtE tA
—_— = = A
dt” ; k—1)1 ¢

Damit erhalten wir:

Satz 8.29
Sei A C R™ ™. Dann besitzt das Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten

y = Ay

eine reelle Fundamentalmatriz der Form Y (t) = A mit der Eigenschaft Y (0) = E.
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Proposition 8.30 Seien A, B,C € R™*",

a) eBTC = eBeC | falls BC = CB
b) O 'BC = 0~ 1eBC, falls det C #£ 0

A1
c) edieg(An) — diag(eM ... M), wobei diag(\i, ..., \p) =
4) ()t = e
6) eA(s+t) — AspAt
) eATAE = oA
Erinnerung an Lemma 8.18
w1 0
Ist J =
1
0 Iz
1

dann gibt es fiir w’ = Jw ein reelles Fundamentalsystem der Form

Liefert e’* dasselbe Ergebnis?

0 1

J=uE+F, F= e = 1], usw

o
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—_
=~ %

eft = o : , denn F* =0 fiir k > r,

— o T

d.h. die Exponentialreihe ef* ist nur eine endliche Summe. Also folgt e/t = et(E+F) — gt

Dieses Fundamentalsystem ist bereits in Lemma 8.18 erkannt worden.
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9 Ausblick auf Analysis Il — Flachen-/Volumenintegrale
Definition 9.1
Seien hy, hy € C([a,b]) mit hi(x) < ho(z) Yo € (a,b). Dann heifst die Menge
A= {(Jr,y) ER?:a<z<h hr)<y< hg(x)}
Normalbereich bzgl. der x-Achse und
Bi={(@.y) eR:a<y<b, m(y) <o <ha))

Normalbereich bzgl. der y-Achse.
Ist f: A— R bzw. f: B — R stetig, so definiert man das Flichenintegral

Af(%@ﬂ%@z/j(ﬁf f(axy)dy)daf

bzw.
b ha(y)

/f(w,y)d(x,y)Z/ (/ f(w,y)dft)dy

B a hi(y)
Bemerkung:

[a,b] — R
Die Abbildun ha(z) ist stetig, also insbesondere Riemann-integrierbar
& T - f(z,y) dy & &
hi(z)

auf [a, b].

Definition 9.2
Sei A C R? Normalbereich bzgl. x- oder y-Achse. Dann heifit

A = /A 1d(z, y)

Im Falle des Normalbereichs bzgl. der x-Achse gilt

Fldacheninhalt von A.

b
\A|_/ ho(z) — i (2)dz

Dies entspricht der elementargeometrischen Vorstellung des Riemann-Integrals.

74



Beispiel:

= (zy)eR?:—p<z<p, —\/pz—wQSyS\/pQ—wQ}
P 1 o T
|D,| = / 24/ p? —y2dy = 2,02/ V1= 22dz == 2/)2/ sin? tdt = wp?, denn
p -1 0

f SiIl2 (t) — tfsith cost )

2. A=Dreieck im ersten Quadranten mit Eckpunkten (0,0), (0, 1), (1,0)

1 1-z 1 1— 2
/nyd(x,y) = / (/ xgydy>dx—/ x2(2$) dx
A 0 0 0

/1 22(1 — 22 + 2?) 1 1 1 1
0 2 10 4 6 60

Ubertragung auf 3 Dimensionen

Definition 9.3
Sei A C R? Normalbereich bzgl. x- oder y-Achse und seien g1, g2 € C(A;R). Dann heifit

C={@y.2) R : (@wy) € A gi(r,y) <= < gale.y)]

Normalbereich bzgl. der x,y-Ebene. Ist f : C — R stetig, so definiert man

L= [ ([° s 9a:)ie)

1 (:c,y)

und |C| = [ 1d(z,y, z) heift Volumen von C.

Bemerkung:

In &hnlicher Weise erklirt man 3-dimensionale Normalbereiche bzgl. der z, z- oder y, z-Ebene.
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Veranschaulichung des Volumen-Begriffs:
A =a,b] x [e,d], d.h. hi(x) =¢, ha(z) =d
gl(‘T’y) = 07 92($,y) >0

1= [ wtwiea) = [ ([ ntoiw)e zg”‘f/cdgxw L(b—a), )iy

Summe der Volumina von Scheiben der Dicke b;—a, wobei die Querschnittsfliche
durch y — g(a + %(b —a),y), y € [c,d] gegeben ist.

Beispiel: Kugelvolumen

¢ = (w,y,Z):x2+y2+z2§R2}
= (x,y)eDR:—\/mgzg\/m}
R , VRZ—a?
] = / 2\/md(x,y)_/ (/ RQ—$2—y2dy)dw
Dk ~R N VRZ?
2 4
B / m(R? —a%) = 7(2R’ - SR’) = _nR’®
-R 3 3

Eigenschaften von Flichen-/Volumenintegralen

Sei A ein zwei- bzw. dreidimensionaler Normalbereich und f,g € C(4;R), o, € R und
x = (x1,2z2) oder x = (x1,x2,x3). Dann gilt:

a) /A(af+ﬁg)dx:a/j4fdaz+ﬁ/Agdx
) | [ saal < [ Ifldz < 11flllal

c) ausfggfolgt/fdxg/gdx
A A
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