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1 R”, topologische Grundbegriffe, Banachraume

1.1 R" als euklidischer Raum

Definition 1.1 Wir betrachten die Menge R™ = {x = (21,...,2y) : ® € Rji = 1,...,n}.
Fiir x,y € R™ und A € R definieren wir:

a) Addition:  +vy:= (x1 +y1,...,Tn + Yn)

b) Skalarmultiplikation: X - x = (Ax1,..., Azy)

¢) Skalarprodukt: (z,y) = inyi (oft wir dies geschrieben als: x -y = (x,y))
i=1
d) Buklidische Norm: ||z|| := \/{z,z) = \/2} +...22. ||z — y|| heisst euklidischer Abstand
von x und y.

Bemerkung;:
(R™, +,-) ist ein Vektorraum tiber R. (R™, +, -, (-,-)) heifst euklidischer Vektorraum.

Lemma 1.2 FEs gilt Vx,y,z € R™ und fiir alle A\, p € R:
a) |lz|| >0 firz #0
b) A~ =l =[Al- |||
c) llz+yll < llzfl + [yl
d) [{z,y)l < |z - lyl
e) lz—z[ < llz =yl + lly — =l
1) [zl = Iyl < llz = )
9) Ax+p-y,z) =Mz, z) + ply, 2)
h) (x,y) = (y,z)
i) Mit den Vektoren e; := (0,... ,0,\1//,0, ...,0), 1 =1,...,n bezeichnen wir die Stan-

%
n

dardbasis des R™. Dann gilt x = Z(w, €i)eé;.

=1

n
B il <zl <) gl (G=1,...,n)
j=1



1.2 Konvergenz von Folgen im R"

Fiir jedes k € N sei 2% € R™. (2*)1en heikt Folge (von Vektoren) im R™.

Beachte die Notation: 2% = («¥,...,2%). Schreibt man ¥, so ist der obere Index k der Fol-
genindex, withrend der untere Index i € {1,...,n} sich auf die i-te Koordinate des Vektors z*
bezieht.

Definition 1.3 Eine Folge (z¥)ren heifit

a) beschrinkt, falls M > 0 existiert mit ||z¥|| < M Vk € N.

b) konvergent, falls a € R™ existiert mit klim |z* —a| = 0. (Schreibweise:klim ¢ =a)
—00 —00
¢) Cauchy-Folge, falls zu jedem € > 0 ein Index N = N (€) existiert, so dass gilt:

aus k,1 > N folgt ||z* — z!|| < e.

Satz 1.4 Sei (2F)ren eine Folge im R™. Dann gilt:

a) (2¥)ren konvergiert < jede der Koordinatenfolgen (z§)ren, - . -, (#5)ren konvergiert.
b) (2%)ren ist Cauchyfolge < jede der Koordinatenfolgen (z§)ren, - - -, (25 )ren ist Cauchy-
Folge.

Korollar 1.5

Sei (2¥)ren eine Folge im R™. Dann gilt:
(2®)ren ist konvergent < (2F)pen ist Cauchy-Folge.

Weiterhin gult:
a) Jede konvergente Folge hat genau einen Grenzwert und ist beschrankt.

b) Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.



1.3 Kugel, Sphare, Umgebung

Definition 1.6 Sei a € R™ und r > 0. Dann heift:
B,(a) := {:(: ER™: ||z —al < r} offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r

B,(a) := {a: ER: ||z —al < T} abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r
Sp(a) = {a; ER™: ||z —al = 7“} Sphdire mit Mittelpunkt a und Radius r
Definition 1.7
Sei ) # M C R™. Dann heifst
diam M := sup {Hx -yl :z,y € M}

Durchmesser von M. Setze diam() = 0. Eine nichtleere Menge M heifst beschrankt, falls
diam M < oo.

Bemerkung;:

M ist beschrinkt < 3 Kugel B,(a) mit M C B,(a).

Definition 1.8 Sei a € R™. Fine Menge U C R™ heifit Umgebung von a, falls € > 0 existiert
mit Be(a) C U.

1.4 Innere Punkte, Randpunkte, Haufungspunkte

Sei A C R” und A :=R"\ A.

Definition 1.9 Sei A € R™. Fin Punkt a € R™ heif§t:

a) innerer Punkt von A, falls € > 0 existiert mit Be(a) C A. Dies ist gleichbedeutend damit,
dass A Umgebung von a ist.

b) Randpunkt von A, falls fiir jedes € > 0 gilt: B(a) N A # 0 und Be(a) N A # 0.

¢) Hdaufungspunkt von A, falls fir jedes € > 0 die Kugel B¢(a) unendlich viele Punkte von
A enthdlt.



Definiere:
A% = {x € R™ : x ist innerer Punkt von A} Inneres von A"
0A = {{L‘ € R"™ : x ist Randpunkt von A} »Rand von A"

A=AUOA ,abgeschlossene Hiille von A"

H(A) = {x € R™ : x ist Hiufungspunkt von A} die Menge der Hdaufungspunkte von A"

Lemma 1.10 Sie A C R™. Dann gilt:
a) A°CACA
b) R" = A°U (A9)°UdA

disjunkt
c) A= AUQA = A°UDA
d) (A°)° = (A)°

1.5 Offene und abgeschlossene Mengen

Definition 1.11 Sei A € R™.
a) A heifit offen, falls A = A°.
b) A heifit abgeschlossen, falls AC offen ist.

Bemerkungen:
a) ) ist offen, denn ()° = §.
() ist abgeschlossen, denn )¢ = R™ ist offen
analog: R™ ist sowohl offen als auch abgeschlossen

b) Sei A := (0,1] C R. A ist weder offen noch abgeschlossen.



Satz 1.12 Siel € N und I eine Indexmenge.

a) Die Mengen A, C R™, «a € I seien offen. Dann ist |J A ist offen.
acl

l
b) Die Mengen Ai,...,A; CR™ seien offen. Dann ist ﬂ A; ist offen.

=1

¢) Die Mengen Ay, C R™, « € I seien abgeschlossen. Dann ist (| Ay ist abgeschlossen.
acl

l

d) Die Mengen Ai,...,A; C R"™ seien abgeschlossen. Dann ist U A; ist abgeschlossen.
i=1

Bemerkung;:

o
Ap = (—1%, 1) C Rist offen. m Ay = {0} ist abgeschlossen.
k=1

Ap:=[-1+ 4,1 — 4] C R ist abgeschlossen. U A = (—1,1) ist offen.
k=1

Satz 1.13 Sei A C R™. Dann ist A° offen und A, OA sind abgeschlossen.

Satz 1.14
Sei A CR™, H(A) = die Menge der Hiufungspunkte von A und

L(A) = {x € R"™: 3 Folge (ag)ken in A mit lim ag = x}

k—o0
Dann gilt
A=L(A)=AUH(A).

Korollar 1.15 Sei A C R™. Dann sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:
(i) A ist abgeschlossen
(ii) H(A) C A

(111) Fir jede konvergente Folge (xp)ren in A gilt klim xp € A.
—00



1.6 Banachrdaume und Kontraktionsprinzip

Definition 1.16

Sei X ein reeller Vektorraum und N : X — R eine Abbildung (schreibe ||z|| = N(x)) mit
folgenden FEigenschaften. Vx,y € X, VA € R gilt:

(N1) ||z|| > 0 und ||z]| =0 <z =0

(N2) [[A-zll = [A] - [l]

(N3) |z +yll < llzll + [lyl

Dann heifit N Norm auf X und (X, || -||) heifit normierter Raum.

Bemerkung;:

Fiir eine Folge (zp)ren in X konnen die Begriffe beschrankt, konvergent, Cauchy-Folge wortlich
wie in Definition 1.3 erklart werden. Die Definitionen aus den Abschnitten 1.3, 1.4, 1.5 kénnen
wortlich auf normierte Radume {ibertragen werden.

Ausgenommen von der wortlichen Ubertragung sind Satz 1.4 und Korollar 1.5, da dort die Ko-
ordinaten bzgl. einer Basis ebenso wie die Endlichkeit der Dimension von R™ benutzt werden.

Beispiele von normierten Riumen:
(1) (R™, ]| - ) ist ein normierter Raum.

(2) Sei C([a,b]) die Menge auf dem Intervall [a,b] stetigen Funktionen. Fir f € C(]a,b])
wird durch || f[|oo := max,¢(qp | f(2)| eine Norm erklért.

(3) Auf C([a,b]) wird durch [|f||; := fab | f(z)| dz ebenfalls eine Norm erklért.

Definition 1.17
Sei (X, || -||) normierter Raum. Falls jede Cauchy-Folge (xy)ken einen Grenzwert

x = lim xp € X besitzt, dann heifit (X, || - ||) vollstdndig bzw. Banachraum.

k—o0

Beispiele:
(1) (R™,] - ) ist ein Banachraum.
(2) (C([a,b],]| - ||co) ist ein Banachraum (Beweis erfolgt in Satz 1.19).

(3) (C([a,b], || - |]1) ist ein Beispiel fiir einen normierten Raum, der kein Banachraum ist.



Satz 1.18 (Kontraktionsprinzip, Banachscher Fixpunktsatz)

Sei (X, ||-]]) ein Banachraum, A C X eine abgeschlossene, nichtleere Teilmenge und f : A — A

eine Abbildung. Falls eine Konstante q € [0,1) existiert, so dass die Bedingung
1f (@) = fW)ll < qllz —y| Vo,y € A
erfillt ist, so gilt:

i) Es existiert genau ein z* € A mit f(z*) = o* (z* ist Fizpunkt).

ii) Ist zg € A beliebig und wird die Folge (xk)ren definiert durch xp11 = f(xr), k € Ny, so

konvergiert xj gegen x*.
iii) Es gelten fir alle k € N die Abschdtzungen:

k

q
lor = 27| < T llorsr =zl < 77— llz1 — 2o

—4q —4q

Bemerkung;:

Eine Abbildung mit den Eigenschaften wie in Satz 1.18 nennt man Kontraktion.

Beispiele fiir Kontraktionen:

2

D X0 =®1-D, A=R, f(z):=je*

) (X 1) = B2 ), A=R2, 1) 1= (e o)

Satz 1.19

i) Sei (fx)keneine Folge in C([a,b]) und f € C(la,b]). Dann gilt:

lim || fx — flloo =0 < (fi)ken konvergiert gleichmdfig auf [a,b] gegen f

i) <C([6L, b)), || - ||Oo> ist Banachraum.

10



2 Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit

Im Folgenden seien stets n,m € Nund D C R"” und f : D — R™ eine Funktion.

2.1 Definitionen
Sei ¢ € R” und r > 0. Mit B,.(€) = B,(€) \ {¢} bezeichnen wir eine "punktierte Kugel".

Definition 2.1 (Grenzwert)

Sei f: D — R™ eine Funktion und & € R"™ Hdufungspunkt von D. Man sagt: f strebt gegen
n € R™ firx — &, falls zu jedem € > 0 ein & > 0 exisitert mit:

z € DN B;(€) = |l f(x) —nl <e

In Symbolen: hnéf(x) =mn oder f(z) — n firx —&.

Definition 2.2 (Stetigkeit)

Sei f: D — R™ eine Funktion und & € D. f heifit stetig an der Stelle &, falls zu jedem € > 0
ein & > 0 existiert mit:

z € DNBs5E) = [If(x) = fOI <e

Bemerkung;:

a) f heifit stetig auf D, falls f in jedem Punkt £ € D stetig ist. Man schreibt f € C(D).
b) Sei £ € D Haufungspunkt. Dann gilt: f ist stetig in £ < lin%f(:n) = f(§).

Definition 2.3 (Lipschitz-Stetigkeit)
f:D — R™ heifit Lipschitz-stetig auf D (kurz: f € Lip(D)), falls L > 0 existiert mit:

1f(x) = FW)ll < Lllx — y|| Vo, y € D.

Beachte: Lip(D) C C(D)

11



Definition 2.4 (Gleichmaifiige Stetigkeit) Eine Funktion f : D — R™ heifit gleichmdfig
stetig auf D, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit:

lz—yll <6, zyeD=|f(x)-fly)ll <e
Satz 2.5 (Folgenkriterium) Sei f : D — R™ eine Funktion.
a) £ € R" sei Hiufungspunkt von D. Dann gilt:

linéf(x) =1 <V Folgen (x)ken in D\ {&} mit klim xp =& gilt klim fzk) =n

b) f ist stetig in & € D < Y Folgen (xk)ken in D mit klim =& gilt klim flag) = f(&)

2.2 Beispiele stetiger Funktionen

Definition 2.6

Gegeben sei die Funktion f: D — R™. Dann ist fir jedes x € D der Funktionswert f(x) von
der Form f(x) = (fl(:p), e ,fm($)) Firi=1,...,m heifst

D — R . . .
fz{ v - fix) i-te Koordinatenfunktion.

Satz 2.7 f: D — R™ ist stetig < jede Koordinatenfunktion fi,..., fm : D — R ist stetig.

Satz 2.8 f,g: D — R™ seien stetig.

a) Fir \,pu € R ist A\f + pg stetig.

b) Sei m = 1. Die Funktionen f - g, 5 (falls g #0), |f|, fT, f~,max{f, g}, min{f, g} sind
stetig.

¢) Es sei f: D — R™ stetig und g : f(D) — R! stetig. Dann ist h = go f: D — R stetig.

12



2.3 Aquivalente Beschreibung der Stetigkeit (weggelassen)

Definition 2.9
Sei D C R". Eine Menge M C D heifit

a) relativ offen in D, falls eine offene Menge O C R™ ezistiert mit M = D N O.

b) relativ abgeschlossen in D, falls eine abgeschlossene Menge A C R™ existiert mit M =
DnNA.

Satz 2.10
Gegeben sei die Funktion f: D — R™. Dann gilt:

f ist stetig auf D <V offene Mengen V-C R™ ist f~Y(V) relativ offen in D.

2.4 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

Definition 2.11 FEine Menge M C R"™ heisst kompakt, falls jede Folge (xp)ren in M einen
Haufungspunkt in M besitzt. (Aquivalent: ..., falls jede Folge (xx)ken eine Teilfolge mit Grenz-
wert x € M besitzt.)

Satz 2.12 Sei M C R™. Dann gilt:

M kompakt < M st beschrinkt und abgeschlossen

Satz 2.13
Sei D C R™ kompakt und f : D — R™ stetig. Dann ist f(D) kompakt.

Korollar 2.14

Sei D C R™ kompakt, nichtleer und f : D — R stetig. Dann Jz.,z* mit f(z,) = i%ff und

f(z*) = supf. D.h. die Funktion f nimmt auf der kompakten Menge D ihr Minimum in x.
D

und ihr Mazimum in x* an.

Satz 2.15

Sei D C R™ kompakt und f : D — R™ stetig. Dann ist f gleichmdfig stetig auf D, d.h. zu
e>0d6>0:

z,y €D, |z —yll <d=|f(x) - fy)l <e

13



Satz 2.16 (Satz iiber die Umkehrfunktion (weggelassen))

Sei D C R"™ kompakt und f: D — R™ stetig und injektiv. Dann existiert die Umkehrfunktion
f~Y: f(D) — D und sie ist stetig.

2.5 Folgen stetiger Funktionen, der Banachraum (C(D), || - ||~)

Definition 2.17

Sei D C R™ und (fx)ken eine Folge von Funktionen fr : D — R™ sowie f : D — R™ eine
Funktion.

a) fr heifit punktweise konvergent gegen f, falls Vo € D gilt: klim fr(z) = f(z).
b) fr heifst gleichmdssig konvergent gegen f, falls zu jedem € > 0 ein kg € N existiert mit:

k> ko= |fr(z)— f(x)]| <e VzeD.

Satz 2.18 (vgl. Ana 1 Satz 7.4)

Sei D C R™, (fr)ren eine Folge von Funktionen fi : D — R™, die gleichmdf$ig auf D gegen
f: D — R™ konvergiert.

a) Ist jedes fy stetig an der Stelle & € D, so ist f stetig an der Stelle .
b) Ist jedes fi, € C(D), soist f € C(D).

Definition 2.19

Sei D C R™ kompakt. Auf dem Vektorraum C(D) ={f: D — R™, f stetig } wird die folgende
Norm eingefiihrt:
1lloo = max]|f(z)]

Bemerkung;:

a) Die Abbildung x +— ||f(z)]| ist stetig auf D.

b) Die Normeigenschaften von || - ||« sind leicht einsehbar.

14



Satz 2.20

Sei D C R™ kompakt. Dann ist (C’(D), I| - ||Oo> ein Banachraum (vgl. Satz 7.3 Ana 1 sowie
Satz 1.19).

2.6 Stetige Fortsetzbarkeit (weggelassen)

Satz 2.21

Set D C R" und f: D — R™ sei gleichmdfig stetig auf D. Dann existiert eine eindeutige
stetige Fortsetzung F : D — R™ wvon f auf D.
Beispiele:

a) D =R\ {0}, f(z) = sin(2) besitzt keine stetige Fortsetzung auf R.
b) D=R"\{0}, f(z) = ﬁ hat keine stetige Fortsetzung auf D = R™.

c) D=R"\ {0}, f(x) = Slﬁx‘ﬁu hat stetige Fortsetzung F' auf R”, denn %gr(l)% =1 und
F ist gegeben durch
sin([|])
- 0 Z 7é 07
Fr) = [l
1, ==0.

2.7 Aquivalente Normen auf R" (weggelassen)

Definition 2.22

Sei X ein Vektorraum und || - ||, ||| - ||| seien zwei Normen auf X. Die beiden Normen heifien
aquivalent, falls Konstanten «, 3 > 0 existieren mit

allzl| < lJzfl < Bllzll  fir allez e X, (x)

15



Bemerkung:
a) Aus (x) folgt 5 [l [l < [lz]l < 5 Il Il

b) Ist (zx)ren konvergente Folge / Cauchyfolge bzgl. || - ||, so auch bzgl. ||| - |||. Folglich
besitzen (X e ||), (X - |||) dieselben konvergenten Folgen und es gilt:

(X, |- ||) vollstindig < (X, - |||) vollstindig.
Satz 2.23 Alle Normen auf R™ sind dquivalent.
Bemerkung: Satz 2.23 gilt auch auf endlich-dimensionalen normierten Radumen.

Korollar 2.24
Auf R™ seien zwei Normen || - ||, ||| - ||| gegeben. Dann gilt fir A C R™:

A st offen in (R”, Il - ||> < A ist offen in (R”, IIl - |||>
A ist abgeschlossen in (R", Il - ||) & A ist abgeschlossen in (]R”, Il - |||>

A ist kompakt in (R", I| - H) & A ist kompakt in (R", Ill - ]H)

Folgerung:

Sei f: D C R™ — R™ eine Funktion. Der Begriff ,, f ist stetig im Punkt & € D* ist unabhéngig
davon, welche Normen auf R”, bzw. auf R™ gewéahlt wurden.

16



2.8 Landau-Symbolik

Definition 2.25

Set D CR" und f: D — R™, g: D — (0,00) seien Funktionen sowie § ein Hdaufungspunkt
von D. Man sagt:

a) f(x) = o(g(x)) firz — ¢, falls limg% =0.
b) f(x) =O(g(x)) fir v — &, falls C >0 und eine Kugel B, () existieren mit

1f ()] < Cy(x) Vo € B(§) N D.
Sprechweise: , f(x) ist klein o von g(x)* bzw. ,f(x) ist groff O von g(x)“ fir x — &.

Sinngemélfie Varianten:
) Iss DCRund f: D —R™, g: D — (0,00), so gilt:
f(x) = o(g(x)) fiir 2 — oo (bzw. —00) < lirf ”ch(ii)u =0.

f(z) =0(g(x)) fir x — oo (bzw. —00) & es existieren C' > 0, 7 > 0 mit

If(x)|| < Cg(z) VxeD, z>r (bazw. z < —r).

IT) (ak)ken, (bk)ren seien Folgen, by > 0 Vk € N.
ar, = o(by) fiir k — oo bedeutet kli_}n(f)lo‘g—: = 0.
ar = O(by) fir k — oo bedeutet 3C > 0, kg € N: |ag| < Cby Yk > k.

) f(x) = g(x) + o(h(z)) bedeutet f(z) — g(x) = o(h(x)),
F(z) = g(x) + O(h(x)) bedeutet f(x) — g(x) = O(h(x)).

17



3 Differentialrechnung in mehreren Veranderlichen

3.1 Beispiele fiir reellwertige Funktionen von zwei Veranderlichen

Sei f : R? — R gegeben durch f(z,y) = xyexzy.
Partielle Ableitung von f nach x:

of

%(3:, y) = fu(x,y) = ye$2y + 2x2y26xzy (y festhalten, nach z differenzieren)

Partielle Ableitung von f nach y:
of

a—(az, y) = fylz,y) = ze” Y 4 dyet’Y (x festhalten, nach y differenzieren)
Y

Hoéhere partielle Ableitungen: fop = (fo)zs foy = (fo)y,-- -

foa(@,y) = (22y® + day® + 4x3y3)e°””2y,
Foy(,y) = (1 + 2y + 422y + 22%%)e"™,
fyz(z,y) = (1 + 222y + 322y + 2x4y2)612y7
Jyy(x,y) = (2333 + x5y)6x2y, ete ...
Schreibweisen:
0% f
f:m = W’
fo 0L _ 0 (0f
W oxdy oy \ oz )’
Y oyoxr Oz \ oy )’
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Definition 3.1 Sei D C R? und f : D — R, (&,n) € D. Falls die unten stehenden Limiten
formuliert werden kénnen und existieren:

o J(E A hym) — f(&m)
fx(faﬁ)—%lm h
fu&, ):hmf(£’77+k;—f(§ﬂ7),

so heifit fx(&,m) bzw. fy(&,n) partielle Ableitung von f nach x bzw. y im Punkt (§,n).

Bemerkung:

Beide Limiten konnen sicher formuliert werden, wenn (§,7) € D°.

Es gibt allerdings weitere Moglichkeiten, bei denen f;, f, sinnvollerweise formuliert werden
kénnen. Sei z.B. D = [a,d’] x [b,V].

Fir £ = a, n € (b,V') kann der Limes hmw fomuliert werden.

k—0

Fir ¢ = a, n € [b,b] kann zumindest der einseitige Limes lim formuliert

h—0+
werden.

Satz 3.2 (Aus stetiger partieller Differenzierbarkeit folgt die Stetigkeit)
Sei f: D — R? eine Funktion und (zo,y0) € D°. Falls fy, fy in einer Umgebung von (z0,yo)

existieren und im Punkt (xo,yo) stetig sind, so ist f stetig in (zg,yo).

Gegenbeispiel: Es geniigt im obigen Satz nicht, nur die Existenz der partiellen Ableitungen
im Punkt (z9,y0) zu fordern. Fiir (z,y) € R? sei

o) — { (@) # (0,0),
’ 0 (z,y)=(0,0).
Dann ist f ist unstetig in (0,0), denn Jingof( A)y=1
Aber: F(1.0) fom)
fx(0,0) :}IZIL%T:O’ fy(0,0) :I?LI(IJT =0
und fiir (z,y) # (0,0) gilt:
Y 222y T 2zy?

fI(J:?y): fy(%?/):

22 +y2 (224422 22 +y2 (22422

d.h. f, fy existieren in jedem Punkt des R?, sind aber unstetig in (0,0).
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Satz 3.3 (Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge, Satz von Schwarz)

Es sei f: D — R, D C R? offen und f, f, fys fays fya existieren und seien stetig auf D. Dann
gilt f:ch = fyx'

Gegenbeispiel:

Foy) = { Wi (w,y) # (0,0

0 (z,y) = (0,0)

fa(,y) = yiz;zz + :vy<2x(x2 +(122);;29;(f2 — yQ)), (,y) # (0,0)
R A e Y
0 = tim LD = SOD) _ i B 17 ;zj Ly y£0, (stimmb such fir y = 0)
a0 = iy I TIED < g £ <
Fuy(0,0) = iy 0D 200 _
Fre(0,0) = Jim B0 = 100 _,

Grund fiir f;,(0,0) # fy2(0,0): die partiellen Ableitungen f;,, fy» sind unstetig in (0, 0).
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3.2 n Veranderliche

Definition 3.4 (Partielle Ableitung reellwertiger Funktionen)
Sei D C R™, f: D — R eine Funktion, £ € D und j € {1,...,n}. Die Funktion f heifst im
Punkt § € D partiell nach x; differenzierbar, falls die Abbildung

Tj = g(x]) = f(£17 s 7§j—17xj7§j+17 cee 7571)

auf einem Intervall der Form [£;,&; + 0], [§5 — 0,&;], [&5 — 0,&; + 9] erkldrt und an der Stelle
& (gegebenenfalls einseitig) differenzierbar ist.

In Zeichen:
fe;(€) = %(ﬁ) = %iﬂ%w, wobei {e1, ..., en} die Standardbasis des R™ ist.
D —- R
Ezistiert 8‘%(5) in jedem Punkt & € D, so ist die Funktion gTJ; : { . aaif(m) definiert.
i

Definition 3.5 (Gradient einer reellwertigen Funktion) Sei D C R", f: D — R, £ €
D. Falls an der Stelle € die partiellen Ableitungen von f nach x1,...,x, existieren, dann heifst

grad £(§) = VI(&) = (fur (&), £, (&)

Gradient von f an der Stelle £. (V wird ,nabla® ausgesprochen)
Beachte: grad f ist ein Zeilenvektor

Bemerkung: Fiir partielle Ableitungen gelten die {iblichen Rechenregeln:
0 _of dg 0 _of dg
8xj (f + g) N 61’j + 8xj ’ 8.%'j (fg) N a.%'jg * 61']' ’
Definition 3.6 (Partielle Ableitungen vektorwertiger Funktionen)
Set D CR", f:D—R™und& € D. f heifst im Punkt & partiell nach x; differenzierbar, falls

jede Koordinatenfunktion f; : D — R (i =1,...,m) partiell nach x; differenzierbar ist.
Die Matriz of of
(&) o gm(8) grad fi(§)
ﬁ(@ — . . . _ .
oz T o : " o7 : = :
o) o F2(E) grad fm(€)

heifst Jacobimatrixz von f an der Stelle £.
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Im Fallm =n ist %({) eine quadratische Matriz und det(%({)) heifst Jacobideterminante.

Wir treffen die folgende Vereinbarung:
T fi(z)
z=| |, f(z)= : Spaltenvektoren
grad f;(z) = 0filx) ey 9filx) Zeilenvektor
8LU1 (%n

Diese Vereinbarung ist wichtig, wenn spditer Produkte von Vektoren und Matrizen gebildet
werden.

Definition 3.7 (Hohere partielle Ableitungen reelwertiger Funktionen)

Sei D C R", f : D — R. Die Funktionen fy,,..., [z, heiffen partielle Ableitungen erster
Ordnung. Ist fy, nach x; differenzierbar, dann heifit fo,o; = (fz;)z; partielle Ableitung zweiter
Ordnung.

Es wird folgende Schreibweise vereinbart (man beachte die Reihenfolge der Differentiationen):

fo_ 0 (oI _ &
Tty 8ZL‘j 8%‘2 N 83}10.293

analog:

f%mlk = (f$i1---$ik_1)$ik heifst partielle Ableitung k-ter Ordnung.

Schreibweise:

f B akf B o 8k—1f
Tip i 8%2‘1 - 8:6% N 837% sz-l .. al’ik_l

Bemerkung: Ahnlich wie in Defintion 3.6 kann man auch hohere partielle Ableitungen von
Funktionen f : D — R™ erkldren, in dem man die hohere partielle Differenzierbarkeit der
Koeflizientenfunktionen fordert.
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Definition 3.8 (Die Riume C*(D), C*¥(D))
Sei D C R™ offen.
a) Wir betrachten zuerst den Fall m = 1. Sei k € N:
C*(D) := {f : D — R, alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k existieren
und sind stetig auf D},

Cc’(D):=C(D),  C¥(D):= [ C*D),
keNy
C*(D) := {f € C*(D), alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k haben eine stetige

Fortsetzung auf (D)}

c°(D) .= C(D), C>(D):= () C*D).
keNp

b) Nun seim > 2, k € N:
Ck(D) = C*(D,R™) := {f : D = R™, jede Koordinatenfunktion fi,... fm € C*(D)}

Die restliche Bezeichungen C*(D,R™), etc. werden sinngemdf erginzt.

Satz 3.9 (Satz von Schwarz) Sei D C R" und f € C¥(D), k > 2. Dann ist jede partielle
Ableitung der Ordnung < k unabhdngig von der Reihenfolge der Differentiation.

3.3 Vollstindige Differenzierbarkeit

Definition 3.10 (Vollstindige Differenzierbarkeit)

Sei U C R™ Umgebung des Punktes & und f : U — R™. Die Funktion f heiffit vollstindig
differenzierbar im Punkt &, falls eine lineare Abbildung L : R™ — R™ existiert mit

f(€+h) = f(§) = L(h) = o(|[Al]) fir h — 0.

Aquivalente Formulierungen der vollstindigen Differenzierbarkeit sind gegeben durch:

.0

h—0 ||kl

=0, wobei r(h) = f(&+ h) — f(§) — L(h).

bzw. lim fE+h)—f(§) — L(h)
h=0 (|7l

L heifst Ableitung von f an der Stelle §. In Zeichen: Df(§) = L

=0.
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Bemerkung:

R —- R

b f1(E)-h

b) Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass zu jeder linearen Abbildung L : R™ — R™ eine

m x n-Matrix C existiert (Abbildungsmatrix von L) mit L(h) = Ch. Beachte h, L(h)
sind Spaltenvektoren.

a) ImFaHn:mzlistL:{

c) Sei D C R" offen. Ist f: D — R™ in jedem Punkt von D (vollstindig) differenzierbar,
so heifit f (vollstandig) differenzierbar auf D.
Beispiel: Wir betrachten folgendes Beispiel f : R? — R, f(x,y) = 2%y

f@+hy+k) = f(z,y) =(x+h)*(y+ k) —a’y = (2" + 2zh + b)) (y + k) — 2y
=22k + 2zyh + 2zhk + h?y + b2k

=(2xyh + 2%k) + 2zhk + WPy + Bk = (2zy, x?) <h> +r(h, k).
—— \k

1x2—Matrix

Nun miissen wir den Term r(h, k) noch abschétzen:

r(h, k) < 2fa||hllk] + hy| + B2 K]
< z|(h? 4+ k) + (ly| + 1)A? falls k] < 1
< (=] + lyl + DII(h, ).
r(h,k)

Also gilt  lim

TR = 0 und es folgt:

Df(z,y) = (2zy,2*).

Beachte auch: %(aj,y) = 2xy, g—i(x,y) = 22 d.h. es gilt: Df(x,y) = Vf(z,y). Diese Beob-
achtung gilt auch im allgemeinen Fall, wie der néchste Satz zeigt.
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Satz 3.11

Sei U C R™ Umgebung des Punktes & und f : U — R™ an der Stelle £ vollstandig differenzier-
bar, dann gilt:

a) f ist stetig an der Stelle &
b) alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von f an der Stelle & existieren und es gilt:

_9f

D) = 5

(&)h

Beachte: links steht die vollstindige Ableitung angewandt auf h und rechts steht die Jacobi-
Matriz multipliziert mit h. Insbesondere gilt im Fall m = 1:

DF©)(h) = grad f(§) -h =3

Bemerkung;:
Oftmals wird zwischen der linearen Abbildung L und ihrer Abbildungsmatrix C' nicht unter-
schieden. Daher benutzt man Satz 3.11 auch in der Form Df(§) = %(5).

Beispiele:
a) beR™, AcR™" f:R" - R™, f(z)=Az+b
f(z+h)— f(x) = Ah, also existiert Df(x) und = A.
b) f:R* = R? f(z,y) = (a*y,e"™Y)

2
Jacobi-Matrix: of — <2$y T )

A(z,y) eTty Tty

Ist f vollstéandig differenzierbar? Wenn ja, so folgt mit Satz 3.11, dass notwendigerweise
Df = a(ify) gelten muss. Zum Nachweis der vollstdndigen Differenzierbarkeit verfahren
wir also wie folgt:

ot bt 1) = fle) = 5o ()
= ((x + h)2(y + k) — 2%y — 2zyh — 2%k, eTTYThTR _ gty _ ooty (p 4 k))

_ (thk FR2(y 4 k), et (bR 1 p k))
=:r(h, k).
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Und fiir r(h, k) finden wir die folgende Abschétzung (wobei wir |h|,|k| < 1 annehmen
konnen):

[[7(hs )| < Jri(hs B)] =+ [ra(h, B

(h + k)2

< [a|(h? + k%) + (g + DR+ 1) + eV o7

fiir ein 7 zwischen 0 und h + k (Anwendung des Mittelwertsatzes). Es ergibt sich also
folgende Abschétzung:

et ty+2

lr(h, k)| < (2] + [yl +1) - | (h, B)I* + -2(h* + k)

< (Il + yl + 1+ €42 - (, B)| .

Also gilt % PE20 0 und demzufolge ist f vollstdndig differenzierbar.

Satz 3.12

a) U C R"™ sei eine Ungebung von & und f : U — R™ besitze in U partielle Ableitungen

gg{; (x) firi=1,...,m und j = 1,...,n, die im Punkt & stetig sind. Dann ist f im

Punkt & vollstandig differenzierbar.
b) Ist D C R" offen und f € C*(D) so ist f wollstindig differenzierbar in D.

Erginzung

Achtung: Aus der Existenz der partiellen Ableitungen in einer ganzen Umgebung von & folgt
nicht die Differenzierbarkeit im Punkt £ (vgl. Beispiel nach Satz 3.2):

fla,y) = { +0 (2,9) # (0,0)

Zwar exisiteren fy, f, in jedem Punkt des R?, aber f ist in (0,0) nicht vollstéindig differenzier-
bar, da f noch nicht einmal stetig in (0, 0) ist.
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Satz 3.13 (Kettenregel)

Sei U C R™ und V C R™, sowie f : v.-—R differenzierbar im Punkt & € U° und
z — flz)
vV - R o . .
g: { differenzierbar im Punkt n = f(§) € V° sowie f(U) C V. Dann ist die
y — g(y)
Abbildung h f {U - R differenzierbar im Punkt & und es gilt
ildung h =go f : ifferenzierbar im Pun und es gilt:
=g v = g(f@) !
oh _Og of
(Tx(f) = @(U) %(5)
S~—~— S~

pxn-Matriz  ,yxm-Matriz mxn-Matriz

Bemerkung;:
m
; 0gi 0
Komponentenweise gilt die Formel: 8x;- € = 2 85; (n) - ai’;({ )
Beispiele:

B(t)

a) Sei h(t) = / v(s)ds, wobei v : R — R stetig sei und «, 3 : R — R differenzierbare
a(t)

Funktionen sind. Wie bezeichnen mit T' eine Stammfunktion von v, d.h. IV = . Nun

definieren wir

[ R — R? ) R? — R
f{ t — (a®),B8@1) g.{ (w,v) —  [7~(s)ds =T(v) —T'(u)

und finden daher die Darstellung

D11 = (i) ) Dotue) = (= 2()70)
Die Kettenregel besagt nun

W(t) = Dg(f(t)) - Df(t) = —v(a(t))a/(t) + y(B(t)5'(2).
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b) Wir betrachten die Funktionen

fr R*> — R ) R? — R?

und definieren h = g o f : R? — R3. Die Jacobi-Matrizen von f und g¢ sind

2y 2z 1 0 2w
Df(x,y)=1 0 cosy Dg(u,v,w)=10 w v |,
2¢ 1 e 0 0
so dass die Kettenregel folgendes Ergebnis liefert:
1 0 2224y 2y 2z
Dh(z,y)=| 0 224y siny |-| 0 cosy
eV 0 0 2z 1
2y + 423 + 4y 2z + 222 + 2y
= 2xsiny cosy (22 +y) +siny
2qe2Y 2xe?™y

¢) Nun betrachten wir noch die Kettenregel im Spezialfall n = p = 1, m = 2 (wir schreiben
t anstatt ). Zuerst betrachte

ft) = (a(t),8(1)), h(t) = g(a(t), ().

Fiir die Jacobi-Matrizen von f und g erhalten wir

ro=(50) gt = (G, gwn)

und damit aus der Kettenregel

_ 99

H) = ou

(0(0), B0 (1) + 22 a0), B(1)) 7 (1)
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d) Schlieflich betrachten wir noch die Aufteilung der Koordinaten in zwei Gruppen. Sei
dazu z € R", f(x) € R™ und g(y) € RP. Wir teilen die y-Variable in zwei Gruppen:
Yy = (yla" s Yrs Yr+1s - - 7ym) = (U,U) mit u € RT? veR™T.
—_— ———

u v

Da f in den Definitionsbereich von g abbildet, trennen wir die Koordinatenfunktionen
von f genauso:

o) = <a(”“")>, a(z) €R', Blz) € R™.

B(x)
Nun sei 9
8—9 = die Matrix der partiellen Ableitungen nach y1,...,y,
U
und 5
8—9 = die Matrix der partiellen Ableitungen nach y,41,...,ym
v
Dann folgt
Oh, . g da dg op

%(fﬂ) 9 (a(x), B(z)) O () + %(0‘(90), 5(55))%(55)~
Schematisch ergibt sich folgende Darstellung:

n

n m @ r
ox
on(z) |_ | og | og
Pl =5 =P gy |0 03
r o m-r oz m-—r

Hierbei wurden die Zeilen und Spaltengréfsen der einzelnen Matrizen an den Réndern
der Matrizen vermerkt.

Satz 3.14 (Mittelwertsatz)

Sei D C R™ offen, f: D — R sei differenzierbar in D. Fualls a,b und die Verbindungsstrecke
Sap :={(1—=t)a+tb, t € (0,1)} in D liegen, dann existiert & € Sqp mit

f(b) = f(a) = grad f(£) - (b —a)

Definition 3.15 (Konvexitét)

Eine Menge C' C R™ heifst konvez, falls fiir alle Punkte a,b € C die Verbindungsstrecke Sy,
zur Menge C' gehort.
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Korollar 3.16 Sei D C R" konvex, offen und f € C*(D,R).
a) %, cel % beschrankt = f € Lip(D)
b) grad f =0 = f = const. in D.

Bemerkung;:

Teil b) ist verallgemeinerbar, falls D C R™ ein ,Gebiet ist.

3.4 Exkurs: Gebiete in R"

Definition 3.17 (Polygonzug)

a) Fiir a,b € R" sei ab = {(1 —t)a +tb,t € [0,1]} die abgeschlossene Verbindungsstrecke
von a zu b.

b) Fir ag,a,...,ar € R™ und k € N sei der Polygonzug P(aq, ..., ax) erklirt durch
P(ag,...,ax) =aga; Uaiaz U ... Uag_1ax

Definition 3.18 (Zusammenhangskomponenten) Sei D C R"™ offen.

a) Fir xz,y € D bedeutet x ~ y : 3 Polygonzug P(x,a1,...,ax—1,y) C D. Damit ist ~ eine
Aquivalenzrelation.

b) Die Aquivalenzklassen heifien Zusammenhangskomponenten von D.

c) Falls es nur eine Aquivalenzklasse gibt, dann heift D zusammenhingend oder Gebiet.

Satz 3.19 Sei D C R"™ ein Gebiet und f € CY(D,R). Falls grad f = 0 in D, dann ist
f =const. auf D.

Ende des Exkurses
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3.5 Richtungsableitung

Definition 3.20 (Richtungsableitung)

Sei U C R™ eine Umgebung von § und f : U — R. Seie = (€1,...,€,) € R™ ein Einheitsvektor,
d.h. € + ...+ €2 = 1. Die Funktion f heifit im Punkt & in Richtung e differenzierbar, falls

i €+ te) = £(€)

t—0 t

existiert.

Der Limes heifst Richtungsableitung von f in Richtung e im Punkt & und wird bezeichnet mit
dem Symbol %(f).

Bemerkung: Es gelten folgende Beziehungen

a) fxz(g):%(g)v ZZL?”

of
b) g (© = 5

Satz 3.21
Sei U CR™, n > 2, eine Ungebung von & und f : U — R" sei differenzierbar im Punkt &.

a) Fir jeden Einheitsvektor e = (e1,...,€,) € R"™ ewistiert die Richtungsableitung %(f)

und es gilt
0 "0
5= SO 0= 3 50 @)
b)
of
U {F©} - sl s
e€R™ |le]|=1
c) Falls grad f(§) # 0, dann gilt fir e* = m
gef* (&) = |lgrad f(§)||, €* = Richtung des stirksten Anstiegs von f im Punkt £
a((ij;*) (&) = —|lgrad f(§)||, —e*= Richtung des stirksten Abfalls von f im Punkt &
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4 Satz von Taylor, Lokale Extrema

Satz 4.1 (Satz von Taylor)

Sei D C R™ offen, f € C"™tY(D,R), m > 0 und die Punkte &, € + h sowie ihre Verbindungs-
strecke S¢¢1n seien in D gelegen. Dann gilt:

hh 0 " i hi1'--him o™
f&+h) = fF(O+Vf(E h—l—z 5 o 5;) Oty D J;x' (€)+Rom
ij=1 ) =1 =1 . 41 - - im

mit

oo hy omtlf
m+1
m_z Z m+1 8xi1...8xim+l(§+7h)

11=1 im4+1=1
fir einT=7(&h) € (0,1)
Definition 4.2 (Hesse-Matrix)

o
Die Funktion f: D C R™ — R besitze im Punkt x € D partielle Ableitungen zweiter Ordnung.
Dann heifst die n x n-Matriz

f$1$1(x> le-Tn(‘r)
Hy(x) = : : Hesse-Matrix.

Falls f € C%*(D), dann folgt mit dem Satz von Schwarz H}F(a:) = Hy(x), d.h. Hy(z) ist
symmetrisch.

Beachte:

Z hihjif(ﬁ) =hT - H;(€)-h, wobeih ein Spaltenvektor ist.
ij=1 6%181‘3

Folgerung (Taylor-Formel zweiter Ordnung):

fE+h)=FE)+Vf(E) -h+ %hT - Hy (€ +7h) - h fiir ein 7 = 7(£,h) € (0,1)
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Definition 4.3 (Lokale Extrema reellwertiger Funktionen)

Set D CR™ und f: D — R. Man sagt: f besitzt tm Punkt £ € D ein
lokales Mazximum, falls eine Kugel Bs(&) existiert mit f(§) > f(z) Va € Bs(§) N D
lokales Minimum, falls eine Kugel Bs(&) exisitert mit f(§) < f(x) Va € Bs(§)ND

FEin lokales Maximum/Minumum wird auch lokaes Extremum genannt. Falls ,=“ nur fir x = ¢
gilt, so heifit £ ,strenges Extremum® (strenges lokales Mazimum/Minimum,).

Fualls

f(&) > f(x) Ya € D, so besitzt f im Punkt & ein globales Maximum.
<f

(x) Yz € D, so besitzt f im Punkt & ein globales Minimum.

Satz 4.4 (Kriterium von Fermat)

Sei D C R™. Die Funktion f: D — R besitze in & € D ein lokales Extremum. Falls grad f(§)
existiert dann gilt grad f(£) = 0.

Bemerkung;:

Sei f(x,y) = xy, (z,y) € R? Dann ist zwar grad f(0,0) = (0,0), aber f hat in (0,0) kein
lokales Extremum.

Definition 4.5 (Quadratische Formen)

Sei A eine reelle n x n-Matriz. Dann heif$t die Funktion Q4 : R™ — R, die gegeben ist durch

n
Qa(x) = 2T Az = Z Tia;;x;
ij=1

eine quadratische Form. Die Matriz A (bzw. die quadratische Form @Q4) heifit

positiv definit, falls Qa(z) > 0 Vx € R™\ {0},

positiv semi-definit,  falls Qa(x) > 0 Vo € R",

negativ definit, falls Qa(z) < 0 Ve € R™\ {0},

negativ semi-definit,  falls Qa(x) <0 Vx € R™,

indefinit, falls zg,yo € R™ existieren mit Qa(xo) > 0> Qa(yo).
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Definition 4.6 (Matrix-Norm)

m n 1
Sei A € R™*™. Definiere || A|| := (Z Z |az~j]2> °
i=1 j=1
Bemerkung;:
Auf dem Vektorraum der reellen m x n-Matrizen ist || - || eine Norm.

Lemma 4.7 Sei A € R™*" ynd x € R™. Dann gilt:
a) |[Az|| < [[A]l |||
b) Im Fall m = n gilt Qa(x) < || Al ||z]|?.

Lemma 4.8 Sei A € R"*",

a) Q4 ist positiv definit genau dann, falls ein o > 0 exisitiert, so dass Qa(x) > « fir alle
x € R™ mit ||z|| = 1.

b) Qa sei positiv/negativ/indefinit. Dann existiert € > 0, sodass fir alles B € R"™ "™ mit
|B — A|l < e gilt: Qp ist positiv/negativ/indefinit.

c) Qa sei indefinit. Dann existieren a,b € R™ mit |la|| = ||b|| = 1 und ¢ > 0 mit der
Eigenschaft:

@p(Aa) > 0> Qp(Ab)
fir alle A € R\ {0} und alle B € R"*"™ mit |B — A|| <.

Satz 4.9 (Hinreichende Bedingung fiir Lokale Extrema)
Sei D C R™ offen und f € C?(D;R). Fiir einen Punkt ¢ € D gelte grad f(£) = 0. Dann gilt:

a) H¢(§) positiv definit = f hat an der Stelle & ein lokales Minimum.
b) Hy(§) negativ definit = f hat an der Stelle & ein lokales Mazimum.
c) Hy (&) indefinit = f hat an der Stelle § kein lokales Extremum.

34



Beispiel (n = 2)

. a b
Sei A = (b c)

_ ar+by\ _ o 2 _ 32
Qalz,y) = (x,y) <bx+cy>_ax +2bxy +cy?, D=detA=ac—b

Dann gilt die folgende Klassifizierung:

a>0 = Q4 positiv definit

Falls D > 0 ist, so gilt:
a <0 = Q4 negativ definit

i . a>0odera=0, c>0 = Q4 positiv semidefinit
Falls D = 0 ist, so gilt: ) ) )
a<0odera=0, c<0 = Q4 negativ semidefinit
Falls D < 0 ist, so gilt: @4 indefinit

Grund: Es gilt
aQa(x,y) = (ax + by)* + Dy?,
so dafk sich fiir a # 0 das Vorzeichen von @ 4 ablesen l&sst.
Beispiel:
Es sei f(x,y) = 23 + 3> — 3wy fiir (z,y) € R%. Dann gilt:
Vi(z,y) =322 —3y,32 —32) = (0,00 2=y, v’ ==z

Dies ist nur moglich fiir
r=0,y=0o0oderz =1,y =1.

Die Hesse-Matrix hat die Form:
6x -3
Hy(w,y) = (_3 6y) :

Demzufolge gilt im Punkt (0, 0):

Hy(0,0) = (_03 _03> , D <0,

d.h. die Hesse-Matrix ist indefinit und es liege kein Extremum vor.
Im Punkt (1,1) gilt:

Hy(1,1) = (_63 _63), D =36-9=27>0,

d.h. die Hesse-Matrix ist positiv definit und (1,1) ist Stelle eines lokalen Minimums.
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5 Implizit definierte Funktionen / Umkehrsatz

m n

Erinnerung: Sei A € R™*™ eine Matrix, A = (a;;) und ||Al|2 := (ZZafj)% die Norm der
Matrix A. Dann gilt: ||Az| < [|A]2 - ||z| V2 € R™. =
Ist A = (a;;) und A* = (afj) C R™*™ dann gilt:

|A — AF|, kloo0<:>a k—?oaij Vi=1,...,m,Vj=1,...,n

Bemerkung: wir verwenden das Symbol ||z|| := /a3 + ... + x2 fiir die euklidische Norm von .
Manchmal schreibt man auch ||-||2 fir die euklidische Norm. Bei der Norm fir Vektoren bleiben
wir bei der Konvention, dafi mit || - || die euklidische Norm gemeint ist. Bei Matriznormen
schreiben wir || - ||2 fir die oben definierte Norm.

5.1 Lipschitzbedingung und Nullstellensatz

Satz 5.1 (Lipschitzbedingung)

Sei D C R™ offen, f: D — R™ eine C*-Funktion mit |Df(x)||2 < L Vz € D. Dann folgt
| f(x) = f(y)|l < Lljlz —y|| Yo,y € D fir die Syy C D ist.

Dabei ist Sz, die Verbindungstrecke von x und y.

Bemerkung (Eigenschaften der Matrixnorm | - ||): Es seien A, B,C n x n Matrizen. Dann
gelten folgende Aussagen:

1) [|AB]l2 < [|All2[|Bl2
2) Ist ||Cll2 < 1 so ist (Id —C) invertierbar und es gilt

(Id—-C)~ Z C*.  (Die Reihe heikt Neumannsche Reihe)
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1
3) Falls A invertierbar ist und [|[A — B2 < A1’ dann ist auch B invertierbar. Gilt
2

sogar ||[A — B2 < , so folgt die Abschétzung

o
2 A= 2

1A~ = B7 |2 < 2| A3 A — B2

Damit ist die Abbildung B + B~! innerhalb der Kugel B,(A), r Lipschitz

B 1
2| A7l
stetig.
Nullstellenproblem

Sei D C R” offen und f : D — R". Wir stellen uns das Problem, eine Nullstelle von f zu
suchen, also ein (oder mehrere) z € D mit f(x) = 0.

Idee: Umformulierung als Fixpunktproblem und Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes

2 Varianten:

—1 _
=z~ [Df(z)] f(z), z=x—A"f(z),
falls D f(z) invertierbar. oder fiir geeignete invertierbare Matrix A
Dann setze: 511 = xf — [Df(:x)]_lf(:vk) Dann setze: zpy1 = o — A7 f(21)
(Newtonverfahren) (vereinfachtes Newtonverfahren)

Falls die Abbildung z +— z — [D ()] _1f(33) bzw. x — x — A~! f(x) die Voraussetzungen des
Banach’schen Fixpunktsatzes erfiillt, dann konvergiert die Folge (xj)ren gegen eine Nullstelle
von f. Diese Thematik wird in den Numerik-Vorlesungen vertieft. Hier begniigen wir uns mit
einer sehr einfachen (aber fiir unsere Zwecke ausreichenden) Variante.

Satz 5.2 (Nullstellensatz)

Sei D C R™ offen, f: D — R™, A € R"™™ sei invertierbar und 3 Kugel B.(a) C D, sodass
F(x) :=x— A" f(2) auf B.(a) einer Lipschitzbedingung mit Lipschitzkonstante L = % gentigt.
Falls ||A7 f(a)|| < &7, dann besitzt f in B,(a) genau eine Nullstelle.
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5.2 Implizit definierte Funktionen

Beispielproblem:

Gegeben sei die Gleichung f(x,y) = 0 mit einer Funktion f : D C R? — R. Wir stellen uns
die folgende Frage: kann man die Nullstellenmenge

N ={(z,y) € D: f(z,y) = 0}

als ,,Funktionsgraphen“ z = g(y) oder y = h(x) darstellen? Anders gesagt: kann man f(x,y) =
0 nach x oder y auflésen?

Im Allgemeinen wird das fiir die Nullstellenmenge N von f als Ganzes nicht moglich sein. Aber
in der Ndhe von gewissen Elementen (zg,y0) € N konnte das moglich sein, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel (Auflésen von Hand): z—j + Z—j = 1 (Ellipsengleichung)

E = {(z,y): ié + %j = 1} und (zg, y0) € E sei fest.

falls yo>0: y=0b/1-%

falls yo <0: yz—b\/l—%;
falls y9=0,29 = £a: keine eindeutige Auflosbarkeit nach y moglich
Aber, in der Ndhe der Punkte yg = 0, g = *a ist die Auflésbarkeit nach x mdoglich:

r=a 1—%—; (xo > 0)

x:—a\/l—%ﬁ (xo < 0)

Wir schliefsen noch eine kleine Beobachtung an:

af 210 {75 0= lokale Auflosbarkeit nach y

(20, y0) = 22
8y( 0:40) b> | =0= keine lokale Auflésbarkeit nach y

D.h. die Auflgsbarkeit von f(z,y) = 0 nach y in der Ndhe des Punktes (z¢,yp) konnte etwas
mit dem Verschwinden/Nichtverschwinden von % an der Stelle (zo,yo) zu tun haben. Dies

stellt sich als im Allgemeinen richtig heraus.
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Beschreibung der allgemeinen Situation:

Sei f: D C R*™™ — R™, Die Elemente des R"*™ beschreiben wir wie folgt:

(l’l,... ,$n7y1>-'-7ym) = (x’y) € Rn+m
d.h.
x=(r1,...,xp) und y = (Y1, -, Ym)-
Wir haben also die Elemente des R*™ in zwei Gruppen aufgeteilt: der erste Teil heikt x € R",

der zweite y € R™. Suchen wir nun Nullstellen des Funktion f, so lautet das Gleichungssystem

flz,y) =0
ausfiihrlich geschrieben:
fl(xlv- ey Ty Y1, - 7Z/m) =0
m Gleichungen

fm(xlv'”axn7y17"'7ym) =0

Wir benutzen im Folgenden die Notation:

onh ... 9h
8f Ox1 Oxn
fo = i oo, dies ist eine m x n Matrix,
T\ . Ofm
ox1 OTn
oh ... 9h
8f oy1 OYm
fy = i e dies ist eine m x m Matrix
Y'o\thm . 0fm
oy1 Oym

Satz 5.3 (Satz iiber implizit definierte Funktionen)

Sei D C R™™™ offen und f : D — R™ sei eine C-Funktion. Fiir ein (£,n7) € D gelte
f(&,n) =0 und %(5’ n) sei invertierbar. Dann gilt:

3 offene Umgebungen U(¢) C R™, V(n) C R™ mit U(§) x V(n) C D und eine C-Funktion
g:U(&) — V(n) mit den Eigenschaften:

a) f(z,g(x)) =0 VYxeU() (Ezistenz)
b) Falls f(x,y) =0 fir ein (z,y) € U(§) x V(n) =y=g(x) (Eindeutigkeit)
Zusatz: Ist f € C*(D), soist g € C*(U(E)).
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Anwendungen:

1) Differentialgeometrie:

S C R3 heifit Flichenstiick, falls eine offene Menge U C R? und eine bijektive C-
Funktion f : U — S existieren mit der Eigenschaft:

gi(u, v), g‘z(u, v) sind linear unabhéngig V(z,y) € U

Tangentialvektoren

Sei 8" = {(z,y,2) €R3: F(z,y,2) =0}, F € CY(R* R) und P € §'.
Frage: ist S’ lokal um den Punkt P = (z0, yo, 20) ein Flachenstiick?
Antwort: Ja, falls VF(xo, yo, 2z0) # 0

2) Lineare Algebra:

A C R™ ™ gei eine reelle, symmetrische n x n-Matrix mit dem einfachen Eigenwert \g
(d.h. dim N(A — A\pId) = 1) und einem zugehorigen Eigenvektor yo € R™, ||yo|| = 1.

Frage: Fiir € € R klein, besitzt A + eB auch einen einfachen Eigenwert A(e)?

Antwort: Ja, es gibt C°°-Abbildungen € — A(e), € — y(e) mit A(0) = Xg, y(0) =
Yo, N (0) = x{ Bz so, dass A(e) einfacher Eigenwert von A + €B ist mit zugehdrigem
normierten Eigenvektor y(e).

5.3 Umkehrsatz

Erinnerung aus Analysis I:

Sei I C R ein offenes Intervall, £ € I und f : I — R differenzierbar mit f’(§) # 0. Folglich
ist f streng monoton in einem Intervall U = (£ — €, £ + €) mit geeignet kleinem e > 0. Die
Umbkehrfunktion f=!: V = f(U) — U existiert und ist differenzierbar mit

“N(y) = ——— fiir alle .
(f )(y)— f’(f_l(y)) fiir alle y € V.

Jetzt betrachten wir den mehrdimensionalen Fall f: D C R — R", £ € D, n = f(&).

Es stellt sich die Frage: existieren Umgebungen U (&), V(n), sodass f : U({) — V(n) inver-
tierbar ist?
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Satz 5.4 (Satz iiber die Umkehrabbildung)
Sei D C R™ offen, f € CY(D,R") sowie £ € D, n= f(£) und %({) sei invertierbar.
Dann ezisitert eine offene Umgebung U = U (&) C D mit folgenden Eigenschaften:
a) V= f(U) ist offene Umgebung von n
b) f:U —V ist bijektiv
c) g:=f1:V — U ist differenzierbar auf V mit
2w = (@) v =@

Beispiele fiir Satz 5.3/5.4
1) f(z,y) =e** 3 +32-5y=0, f:R?—=R
f(3,2) =0, fy(3,2) =-8#0
3 Umgebung U(3) C R, V(2) C R und eine Funktion ¢ : U(3) — V(2) mit

f(x,9(x)) =0 Ve € U®3)

Bestimmung von ¢'(3):

O (r,g(e) + L(r,g(@) gx) =0
5 + (—8)g'(3) =0, also:¢'(3)=

ool

2’ +yi — 293 0

Spezielle Losung: € = 1,7 = (1,1)

of 2 -4\ .. .
8—y(17 1) = <4 3 ) ist invertierbar
Also 3g : U(1) — V(1,1) C R? mit f(z,g(z)) = 0.

Bestimmung von %(f) wir differenzieren die Gleichung

f(z,9(x)) =0
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nach x und erhalten

B ¢ Hrom
Daraus 148t sich 5
g
2 e)

berechnen.

3) f(z,y) = (e” cosy,e” siny)

af _ [e®cosy —ePsiny o
8(:p,y)(x’y)_(6xsiny ¢ cosy , det(...)=€e"#0

Also ist f in jedem Punkt (z1,20) € R? lokal invertierbar. Aber f : R? — R? ist nicht
injektiv, denn f(x,y) = f(x,y + 27).
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6 Extrema unter Nebenbedingungen

Beispiele:

a) Welcher Punkt der Kreislinie #2+y? = 1 hat vom Punkt (1, 1) den groften bzw. kleinsten
Abstand?

Minimiere/Maximiere die Funktion f(x,y) = (z — 1) + (y — 1)?
fiir (z,y) € N := {(z,y) € R? : g(z,y) = 0}, wobei g(z,y) = 2® +y* — 1.

b) Welches in den Einheitskreis einbeschriebene n-Eck, n > 3, hat maximalen Flachenin-
halt?

Flacheninhalt eines Dreiecks: %sin(ai), o;=Innenwinkel, 0 < «o; < 7.

n
Maximiere f(aq,...,q,) = %Z sin(«;)
i=1

n
fir (a1,...,0n) € N :={(z1,...,2,) e R",0 < z; <7T,in:27r}
=1

6.1 Allgemeines Problem im Fall n =2

Seien f,g : D ¢ R? — R C'-Funktionen. Wir stellen uns das Problem, die Funktion f zu
maximieren/zu minimieren unter der Nebenbedingung

(z,y) € N = {(z,y) € R* : g(,y) = 0}.
f hat ein Maximum (unter der Nebenbedingung N) an der Stelle (¢,n) € N, falls gilt:
f&m) = flzy) VY(w,y)eN
f hat ein Minimum (unter der Nebenbedingung N) an der Stelle (¢,7n) € N, falls gilt:

f&n) < flz,y) V(z,y) €N

Behauptung: Ist (£,7) Stelle eines lokalen Maximums/Minimums mit Vg(§,n) # 0, dann
sind Vf(&,m) und Vg(&,n) linear abhéngig.
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Der Beweis dieser Behauptung wird mit dem Satz iiber implizit definierte Funktionen gefiihrt.
Wir kénnen aus dieser Erkenntnis eine Folgerung ziehen:

Folgerung: Es sei (£,7) eine Extremalstelle (Maximum oder Minimum) von f unter der

Nebenbedingung N mit Vg(&,n) # 0. Dann gilt:

Es existiert ein \g € R, so dass die Funktion H(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y) als Funktion der
3 Variablen (z,y, A) eine Nullstelle der Ableitung an der Stelle (£, 7, \g) besitzt.

Dies ist gleichbedeutend mit
OH

a(mjy) (67777)\0) = Vf(f,n) -+ )\ng(f,n) = O; 887];{(5’77’)\0) — 9(5777) —0.

6.2 Der Fall n > 2

Der folgende Satz liefert eine notwendige Bedingung fiir Extrema unter Nebenbedingungen.
Diese notwendige Bedingung ist vergleichbar zur notwendigen Bedingung in Satz 4.4 (Krite-
rium von Fermat). In Satz 4.4 wird ebenso wie im nun folgenden Satz 6.1 die Existenz eines
Extremums vorausgesetzt.

Satz 6.1 (Lagrange’sche Multiplikatorenregel)

Sei U C R" offen und f : U — R, g: U — R™ seien C'-Funktionen mit m < n. f habe an der
Stelle £ € U ein Extremum (Mazimum oder Minimum) unter der Nebenbedingung g(z) = 0.
Falls Rang(%({)) = m ist, dann ezistieren reelle Zahlen \° = (A}, ..., \%) € R™, sodass die
Funktion

H(z,\) = f(z) + > Xigi(z)
i=1
an der Stelle (€, \o) eine Nullstelle der Ableitung hat, d.h. DH (£, \°) = 0.

Bemerkung: Die Zahlen \?, ..., \) heifen Lagrange-Multiplikatoren.
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Beispiele:

a) Wir greifen zuerst das Beispiel vom Anfang des Kapitels auf, d.h.

flay) =(x—-1)72+@y-1)7°

und wir suchen die Extrema von f auf der Einheitskreislinie g(z,y) = 22 + 4% — 1 = 0.
Da die Einheitskreislinie kompakt ist und f stetig ist, besitzt f auf der Einheitskreislinie
sowohl ein Maximum als auch ein Minimum. Wir bestimmen nun mit Hilfe von Satz 6.1
diese Extemstellen. Zuerst stellen wir fest:

g (2
(x,y) = <2y> hat Rang 1.
Weiterhin ist hier

H(z,y,\) = (z— 1)+ (y— 1)+ Az? +4> - 1)

e = (0o =)
0

—(x,y,\) =22 +9> -1

und

Die Nullstellen der Ableitung von H ergeben sich also zu

1 1 2
= = =1, dh. x=+v2-1
TTixn YT ien 1+x2 7 vz

Die mdglichen Extremstellen sind als die folgenden:

@ = (S5 22):

1 1
=73 78) V2

Da f sein Minimum/Maximum auf N annimmt, folgt:

(z,y) = %, % Punkt minimalen Abstands

(z,y) = \_/—%, \_/—% Punkt maximalen Abstands
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b) Nun wenden wir uns dem zweiten Beispiel vom Anfang des Kapitels zu. Dort ist
1 n
)= 5 Ysintay
1=

und "
g(x) = le — 27
i=1

sowie
U={(z1,...,2p) ER":0<z<mi=1,...,n}.

Damit ist auch die Funktion H bestimmt durch

H(z,\) = ;Zn: sin(z;) + )\(zn:azz - 271').
i=1 i=1

Noch ist nicht klar, daf f auf der Menge N = {z € U, g(x) = 0} ein Extremum besitzt.
Nehmen wir einmal an, dies wire der Fall. Dann liefert die Lagrange’sche Multiplikato-

renregel:
%(57 Xo) =3cos(&)+ A =0

n

P x) => &—2r =0

i=1
Demzufolge ist

f1=...=&=—

n

d.h. das regelméRige n-Eck ist der einzige Extrempunkt von fin N = {zx € U, g(z) = 0}.
Wir zeigen, daf es sich um ein Maximum handelt. Zuerst stellen wir fest, daf die Existenz
eines Maximums (ebenso wie die eines Minimums) von f auf der kompakten Menge:

n
N={(z1,....2n) ER":0<z; <7,y x; =27}

=1
gesichtert ist, d.h.,

fla) = 53 sin(a)
=1

nimmt sein Maximum auf N im Punkt ¢ e N an. Wir zeigen, dals € € N gilt:
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1. Fall: Angenommen, & = 0 fiir ein ¢, d.h. es liegt héchstens ein n — 1-Eck vor. Durch
Hinzunehmen einer weiteren Ecke wird der Fldcheninhalt echt grofer. Widerspruch!

2. Fall: Angenommen, §; = 7 fiir ein . Dann ist einer der Nachbarwinkel §; kleiner als 7.
Ersetze & durch § und §; durch §; + 5. Damit bleibt die Winkelsumme = 27 erhalten,
aber der Gesamt-Flacheninhalt wird echt grofer, denn:

sin(§;) < sin(&; + g) +1=cos(§)+1 (&< g)

Widerspruch! Folglich ist & tatsdchlich Stelle eines Maximums von f iiber V.

Wie steht es mit dem Miniumum von f {iber N7 Dies wird nicht angenommen, denn
wenn i, ..., Tn—2 gegen 0 streben und x,,_1, z, gegen 7 (so daf die Summe der Winkel
= 27 bleibt), dann strebt f(z) gegen 0. Fiir alle x € N ist f(x) > 0, d.h. infy f =0
aber das Infimum wird nicht angenommen (natiirlich ist £ = (0,0,...,0,7,7) € N, d.h.
¢ =(0,0,...,0,m, 7) ist Stelle des Minimums von f auf der kompakten Menge N es
entspricht einen 2-Eck =degeneriertes n-Eck).
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7 Wege und Kurven

7.1 Definitionen, Weglange, Parametrisierungen

Beispiel: Wir betrachten die Abbildung

5. ] 021 - R
' t — (rcost,rsint,at)

® heiltt Weg, die Bildmenge ®([0,27]) heift Kurve (hier handelt es sich um eine sogenannte
Schraubenlinie)

Definition 7.1 Sei I = [a,b] C R.
a) Ein Weg im R™ ist eine stetige Funktion ® : I — R™. Die Bildmenge C = ®(I) heifit die
von @ erzeugte Kurve und ® heifst Parametrisierung dieser Kurve.
b) Der Weg ® heifit geschlossen, falls ®(a) = ®(b) ist.

c) ® heifit Jordanweg, falls ® injektiv ist. ® heifit geschlossener Jordanweg, falls ®(a) =
O(b) und ®|(, ) injektiv ist.

d) ® heifit glatt, wenn ® € CY(I) und ®'(t) # 0 Vt € I ist.

e) ® heifit stiickweise C*, falls es eine Zerlequng a = tg < t1 < ... < t, = b gibt, so dass
By, t0,0) C st fiiri=0,1,...,n—1.

f) Eine Kurve C heifst (stiickweise) Ct-Kurve, falls es eine Parametrisierung ® : [a,b] — C
von C gibt, die (stiickweise) C1 ist.

g) Eine Kurve C heifst glatt bzw. Jordankurve/geschlossene Jordankurve, falls es eine Pa-
rametrisierung ® : [a,b] — C von C gibt, die glatt bzw. ein Jordanweg/geschlossener
Jordanweg ist.

Beispiele:
a) Die Strecke ab ist eine Jordankurve fiir a # b mit der Parametrisierung:

() =a+tb—a), tel0,1]
oder
d(t)=a+t*(b—a), te(0,1]

Achtung: ® ist glatt, ® ist nicht glatt.
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b) Der Einheitskreis in R? ist eine geschlossene Jordankurve

®(t) = (cost,sint), te0,2n].
Man benutzt auch die Schreibweise
x = cos(t), y =sin(t), te€[0,2n].

Analog ist die Ellipse eine geschlossene Jordankurve mit Parametrisierung

®(t) = (acost,bsint), t e |0,2n]

bzw.
x =acos(t), y=0bsin(t), te0,2n].

c) Zykloide (Kurve eines Punktes P auf einem in z-Richtung rollenden Rad)
Mittelpunkt M (rt,r) lauft mit konstanter Geschwindigkeit
P (rt—l—asint,r—i—acost)

Weg ®(t) = (rt + asint,r + acost), t e [0,00)
Kurve (Zykloide) C = ([0, 00))

Offenbar ist ® € C*(]0,00)). Ist ® glatt?
®'(t) = (r + acost, —asint)

Also ist @ glatt, falls 0 < a < r ist. Aber fir a = r ist ®'(7) = 0. Die Kurve ist also
nicht glatt im Fall a = r.
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In der nachfolgenden Definition benutzen wir die Begriffe Zerlegung eines Intervalls und
Feinheitsmaf} einer Zerlegung, vgl. Analysis 1, Definition 10.1.

Definition 7.2

Sei I =[a,b] und ® : I — R™ ein Weg. Sei Z eine Zerlegung von I mita =19 < ... <t,=0>
und P(CI)(to, - ,tp)) der zu ® und Z gehorige Polygonzug.

a) Die Linge des Polygonszuges P(@(to, e ,tp)) ist definiert durch
P
UZ,®) = UZ) =) [|B(t:) — D(ti1)]|
i=1
b) Die Weglinge von ® ist definiert durch

L(®) := s%pl(Z),

wobei Z eine beliebige Zerlegung von [a, b] ist.

c) Der Weg ® heifst rektifizierbar, falls L(®) < oo ist.

Bemerkung: L(®) € [0, o0].
Es existiert stets eine Folge von Zerlegungen ZF, |Z¥| — 0 mit L(®) = lim [(Z*)
—— k—oo

Feinheitsmaf
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Proposition 7.3 (Eigenschaften der Wegléinge)
Sei @ : [a,b] — R™ ein Weg. Dann gelten folgende Aussagen:

a) L(®) = [[@(b) — ®(a)]|
b) Ist ® Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante M (z.B. ||®'(t)|| < M), dann folgt

L(®) < M(b—a) < co.

c) ©,V: [a,b] — R" seien rektifizierbare Wege. Dann gilt |L(®) — L(V)| < L(® — V), wobe:
& — U der punktweise definierte Weg t — ®(t) — U(t) ist.

d) @1 :]a,c] = R &y [c,b] — R" seien rektifizierbare Wege mit ®1(c) = ®2(c). Dann ist
[a,b] — R
D=0, @D, {@1(t),a§t§c
t —
rektifizierbar mit L(®1 & ®o) = L(P1) + L(P2).

Definition 7.4

® : [a,b] — R" sei rektifizierbar. Dann ist @ : [a,t] — R", a <t < b auch rektifizierbar und
s(t) == L(®|(q,)) heift Weglingenfunktion. Setze s(a) = 0.

Satz 7.5 Sei @ : [a,b] — R"™ ein rektifizierbarer Weg.

a) S : la,b] — R ist stetig, monoton wachsend. Ist ® ein Jordanweg, dann ist s streng
monoton wachsend.

b) Ist ® stiickweise C, dann ist s stiickweise stetig differenzierbar und es gilt

s(t) = / /()1 dr
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Beispiele:

a) Zykloide mit r = a, t € [0, 27]

21 27 27
/ |®'(t)||dt = / (r+acost, —asint) ’ ‘dt = / V12 + a2 + 2racos tdt
0 0 0
o 27 t—cos2(t)—sin2(t 2w t
=t a\/i/ \/l—l—costdtcos o (:2) o (2)a\@/ \/i‘ cos (5)‘dt
0 0
i t t\ |7
= 4(1/ cos <7)dt = 8a sin <7>
0 2 2710

b) Parabel (t,t2),t >0

= 8a

¢ t
s(t)—/ H(l,QT) dT—/ V14 4r2dr
0 0
2T:s:inh:p 1

Arsinh(2t) 1 1 17Arsinh(2t)
3 / cosh? z dx = 3 [sinh(Zm) + 733}
0

4 lo
1
=1 <2t\/1 +4t2 + In(2t + V1 + 4t2)>

Definition 7.6 (dquivalente Parametrisierungen)
Sei I = [a,b], J =[d,b] und ®:1 — R", ¥ :J — R" seien Parametrisierungen dersel-

ben Kurve C C R™. ®, U heiffen dquivalent (D ~ W), falls eine stetige, monoton wachsende
Bigektion h : J — I existiert mit W = ® o h.

Bemerkung
a) ~ ist Aquivalenzrelation.

b) ® ~ U = L(®) = L(V), denn wenn Z’ = (to,...,tp) Zerlegung von J ist, dann ist
Z = (h(to), ..., h(tp)) Zerlegung von I mit I[(Z,®) = I(Z', V).

c) Sei &~ : [a,b] — R™ der durch ®~(¢) := ®(a + b — t) definierte Weg. Dann ist L(®) =
L(®7) (Ubung), aber ® = &~
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Satz 7.7

Sei C eine Jordankurve und ® : I — R* W : J — R" seien zwei zu C gehdrige Wege. Dann
ezistiert genau eine stetige Bijektion h : J — I mit W = ®oh und es folgt ® ~ ¥ oder & ~ U~

Zusatz: Sind ®, ¥ glatt, so ist h € CY(J) und h'(t) £ 0Vt € J.

Folgerung:

Fiir eine Jordankurve C gibt es genau 2 Aquivalenzklassen von zugehorigen Parametrisie-
rungen durch Jordanwege. Durch die Auswahl einer dieser Aquivalenzklassen legt man eine
Orientierung von C fest.

Korollar 7.8

Sei C C R™ Jordankurve und ® ein zugehoriger Jordanweg. Dann ist L(®) unabhdingig von ®.
Man definiert die Linge der Jordankurve L(C) := L(®).

Ist ® insbsondere stiickweise C' dann gilt
b
/
L@) = [ o) d.
a

Bemerkung;:

Definition 7.6 kann man auch auf geschlossene Jordankurven iibertragen. Die Aussagen in Satz
7.7 und Korollar 7.8 gelten auch fiir geschlossene Jordankurven. Betrachte dazu @ : [a,b) — C.

Satz 7.9 (Weglinge als Paramter)

Sei C eine rektifizierbare Jordankurve. Dann ezistiert eine Parametrisierung W : [0, L(C)] — C
mit der Eigenschaft L(V| 0 5]) = s. IstC glatt, dann ist VU stetig differenzierbar mit || ¥'(s)|| = 1.

Beispiel:
C={(z,y) eR*:2? +y?> =1}, &(t) := (cos/t,sinvt), te 0,477

21 2T
U(s) = ®(s*) = (coss,sins), s = Weglénge als Parameter, s € [0,2x], [ ¥/(s)[| =1

t
|®'(t)|| = =1-. Die Weglidngenfunktion ist gegeben durch s(t) = /0 odr =/t
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7.2 Kurven- und Wegintegrale

Definition 7.10 (Kurvenintegral)

Sei C C R™ eine stickweise C*-Jordankurve, ® : [a,b] — R™ zugehdriger stiickweiser C*-
Jordanweg und f : C — R sei stetig. Dann heifst

C b
ﬁ@:/ﬂmwwww

Kurvenintegral von f diber der Kurve C.

Definition 7.11

Der Weg ® : [a,b] — R" sei stiickweise C* und f : ®(I) — R bzw. F : ®(I) - R", F =
(Fy,..., F,) seien stetig. Dann heifit:

[ b
ﬁuw%zjﬂﬂm%ww

Wegintegral von f beziiglich xy lings ® und

n

<] P o1}
/F(x) cdx = /Fldzl + ...+ Fpdx, = Z/Fk(x)dxk

k=1

Il
Q\
(=
G
—~
o
—~
~~
SN—
~
K
>~
~~
~
SN—
QU
~~

Wegintegral von F lings .

Satz 7.12

C
a) Sei C C R" eine stiickweise C'-Jordankurve und f : C — R stetig. Dann ist /fds

unabhingig von der gewdhlten Parametrisierung durch einen stiickweise C'-Jordanweg
.

b) Die Wege ®, ¥ seien stiickweise C* mit ® ~ ¥ (& ~ ¥™). Ist C := Bild® = Bild U und
F:C — R" stetig dann gilt

7F-dac:7F‘dx <7F-d:c:—7F.da:).
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Satz 7.13 (Weitere Eigenschaften)

Sei C eine stiickweise C* Jordan-Kurve Der Weg @ : [a,b] — R™ sei stiickweise C*
und ® ein zugehoriger stickweise F,G : ®([a,b]) — R™ seien stetig.
C'-Jordan-Weg.f, g : C — R seien stetig.

0]
< L(Chmg | /F | < (@) max|F o 9|

(a) ‘C/fds

(b) C/()\f + pg)de = )\(Zfdx + u%dm 7()\F + uG) - dx = )\7F ~dx + ,LL7G - dx

(¢) Ci,Cy seien stiickweise C-Jordan-Kurven, ®1,®y seien stiickweise C!, es gelten
die nur einen Endpunkt gemeinsam haben, die Voraussetzung von Prop. 7.3(d),

C :=C1UCsy. Dann gilt: D := Oy @ Py. Dann gilt:
C Cl Cz 4] CI>1 ¢’2
/fds: fds+ [fds /F-d:v:/F-dx—k/F‘da:

7.3 Konservative Vektorfelder

Sei D C R™. Eine Abbildung F' : D — R™ heifit Vektorfeld.

Definition 7.14
Sei D C R™ offen. Fin Vektorfeld F': D — R™ heifst:

a) Gradientenfeld, falls eine stetig differenzierbare Funktion V : D — R existiert mit F =
VV. In diesem Fall heiyfit V' Stammfunktion oder Potential von F'.

b) konservativ, falls fiir jeden in D verlaufenden stiickweisen C'-Weg ® : [a,b] — R™ das
o ® o(b)
Wegintegral /F-d:v nur von ®(a) und ®(b) abhdingt. Schreibweise /F cdx = / F-dx
®(a)
Satz 7.15

Sei D C R™ ein Gebiet (vgl. Exkurs Kapitel 8) und F: D — R"™ ein stetiges Vektorfeld. Dann
gilt:
F konservativ < F ist ein Gradientenfeld

In diesem Fall gilt aufSerdem:
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>
a) V(x):= /F(y) -dy ist Stammfunktion von F, wobei ® ein beliebiger stiickweiser C'-Weg

von einem festen Punkt & € D nach x € D ist.

®
b) Fiir jede Stammfunktion V von F gilt /F(y) dy =V (x)=V(&), falls ® ein stickweiser
C! Weg von & nach x ist.

Frage: Wie erkennt man, ob ein Vektorfeld ein Gradientenfeld ist?

Angenommen, F = VV = (Fy,...,F,), V € C*(D).

Dann gilt nach dem Satz von Schwarz: Vo, = Vi, d.h. 25; (x) = g—i(x) firi,j=1,...,n.

Ist diese Bedingung hinreichend dafiir, dass F' ein Gradientenfeld ist?

Definition 7.16

Fine offene Menge D C R™ heifit sternférmiges Gebiet (Sterngebiet), falls xy € D existiert,
sodass Yx € D gilt, dafS die Verbindungsstrecke von x,xo = Syz, C D ist.

Satz 7.17

Sei D C R" ein Sterngebiet und F' : D — R" sei ein Vektorfeld mit gfl = ?)% fiir alle
J i

1,7 =1,...,n. Dann ist F' ein Gradientenfeld.

Der folgende Satz scheint inhaltlich ohne Zusammenhang zum vorherigen Thema. Er wird
aber im Beweis von Satz 7.17 gebraucht und ist auch sonst immer dann niitzlich, wenn man
ein parameterabhéngiges Integral vorliegen hat, bei dem man Differentiation und Integration
gerne vertauschen maochte.

D x[a,b] — R

(@,t) — glx,t)
nach x € D differenzierbar. Dann gilt fiir alle x € D:

b b
o [ st vie= [ i,
Ti Ja a 9%

d.h. Integration und partielle Differentiation sind vertauschbar.

Satz 7.18 Sei D C R™ offen und g : { sei stetig und stetig partiell
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen

8.1 Motivation: ,Was ist eine Differentialgleichung?*

Fiir t € [0, 00) sei u(t) die Anzahl der Individuen einer Population zur Zeit ¢.
Ziel: Die Beschreibung des zeitlichen Verlaufs von u(t) als Funktion von ¢.

Sei At ein Zeitraum (1 Jahr, 1 Monat,...). Dann gilt

u(t + At) = u(t) + At - p,

wobei p die effektive Reproduktionsrate, d.h. Anzahl(GeburtAetn - Todesfélle) ist.

u(t + At) — u(t)
At

= p(t, At, u(t))

Der Limes At — 0 liefert ein vereinfachtes (idealisiertes) Modell:

Dies ist eine gewthnliche Differentialgleichung erster Ordnung. Dabei ist: p: R x R — R eine
gegebene/bekannte Funktion, die die Abhéngigkeit der effektiven Reproduktionsrate von der
Zeit t und der Populationsgrofe u beschreibt. Gesucht ist die Losung u der Differentialglei-
chung, wenn man zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Populationsgrofe «(0) kennt.

Beispiel (Modell des Populationswachstums von Verhulst, 1837):
x(t,u) == @ = effektive Pro-Kopf Produktionsrate = o — fu, «,3>0
Fall 5 =0 (konstante Pro-Kopf Reproduktionsrate):

@ = au, allgemeine Losung: u(t) = Ae®, A€ R

Grund:%(e*atu) =0, also u(t) =const-e™
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Dabei ist die Konstante A = Populationsgrofte zum Zeitpunkt ¢ = 0.
Die Population wéchst exponentiell (o« > 0) oder féllt exponentiell (o < 0).

Fall g > 0:

Die effektive Pro-Kopf Reproduktionsrate ist fallend in u (dies modelliert die Ressourcenver-
knappung)
@ =u(a— Pu) heilt logistische Differentialgleichung

Setze v(t) := gu( L#) und berechne die neue Differentialgleichung fiir v(t):

ot) = gu(t) (o= gu) = 2 (1-2) = () (1 - o(0)

« «

Es gibt die trivialen Losungen v =1, v =0
Nichttriviale positive Lésungen:

% =v(l—-v)= v(ffv) =dt

/d” —/dt—t+ ¢
1)(1—'[)) = = COoNnst.

1 1
v
S —lo-In|l— :1( )
/1—U+Q} nv—In|l—v/=1In T

(Y

N _ 6t+const. _ Cet
=]
Ergebnis:
t
ce
- ¢>0, falls v(0) € (0,1)
v(t) = 1 —gege
- ,c> 1, falls v(0) € (1,00)
ce
%L’fi , falls u(0) € (0,%)
u(t) = 1+ gea
a  cea
a , falls u(0) € (%, )
B cex —1 ’

Wihle ¢ > 0 so, dass u(0) = Populationsgrosse zum festen Zeitpunkt ¢ = 0. Mann kann auch
die Populationsgrofe zu einem anderen Zeitpunkt tg # 0 vorschreiben, und dann die Konstante
c > 0 anpassen.
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Eigenschaften der Lésungen:
tlim u(t) = § = Tragekapazitéit der Umwelt
—00

u(t) ist monoton wachsend, solange u(t) < 3

u(t) ist monoton fallend, solange u(t) > 3

Man beachte: zwei verschiedene Losungen kreuzen sich nie!

8.2 Explizite skalare Differentialgleichung erster Ordnung
Sei f: D C R? — R eine gegebene Funktion. Die Differentialgleichung
y = f(z,y) (1)

heifst explizite skalare Differentialgleichung erster Ordnung.

Ist zusétzlich (£,1) € D gegeben, so heift

Y = flz,y), y(&) =n (2)

Anfangswertproblem zu (1).

Definition 8.1 FEine auf dem Intervall I C R gegebene Funktion y : I — R heiffit Losung von
(1), falls

a) y auf I differenzierbar ist und graphy := {(m,y(z)),x € I} c D,

b) v (z) = f(z,y(x)) gilt Vo e 1.
y heifit Losung des Anfangswertproblems (2), falls zusdtzlich gilt
¢) €€ 1 und y(€) = .
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Spezialfall (Differentialgleichung mit getrennten Verinderlichen):

Y = f(x)gly), v =n (3)

Losungsmethode (Begiindung folgt im Satz 8.2):
L= f(@)g(y), 5 = fla)de
dy /
—— = x)dx
/ 9(y) T

/n " ol /é " ftya (1)

fiir die Losung des Anfangswertproblems.

bzw.

Satz 8.2

Seien I, I, Intervalle und § € I, n € Iy. Die Funktionen f : I, — R, g : I, — R seien
stetig. Falls g(n) # 0, dann existiert eine Umgebung I von &, in der (3) genau eine Lisung
hat. Man erhdlt die Losung durch Auflosen von (4) nach y(z).

Beispiele:

a) v =y% y(0)=1

dy /y(f”) 1 ~1 1
— =du, —dr =x,dh. — 4+ 1=z, T) =
% L2 y(@) v)

Die Losung existiert auf dem Intervall (—oo, 1)
b) v =+/|lyl, y =0 ist Losung.

betrachte positive Losungen:

\d/‘yy:/da:, 2m:x+c:>y(a:):<$;c)2, T > —c

Konstruktion negativer Losungen:

z(x) := —y(—=x) 16st die Differentialgleichung, denn 2/(z) = y'(—x) = Jy(—z) =

VIz(@)]
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Zusammenkleben von Loésungen:

“”T x>0
z.B.: O4(x) = 0 —a<z<0 , a>0
2
(x—l:la) < —a
2 2>0
oder\I'(x):{é’ x;()
, X

Insbesondere hat das Anfangswertproblem v’ = +/|y|, y(0) = 0 unendlich viele Losun-
gen.

Definition 8.3
Sei I C R Intervall und g,h € C(I). Die Differentialgleichung

Y +g@)y=0 zel (H)

heifit homogene, lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Fir h # 0 heifst

y +g(x)y=h(z), el (I)

ihomogene, lineare Differentialgleichung erster Ordnung.

Satz 8.4 (Losung der homogenen Gleichung)
Sei I CR, g € C(I). Die allgemeine Losung von (H) ist

y(x) = ce” J¢ 90t ¢ o I ¢ € R beliebig.
Die Losung des Anfangswertproblems (H) mit y(§) = n ist

y(w) = pe” Je 9O,

Satz 8.5 (Losung der inhomogenen Gleichung)
Sei I C R Intervall und g,h € C(I).

a) Die allgemeine Losung von (I) hat die Form

y(z) = yn(2) + yp(z)
—— —~—

allgemeine Losung von (H)  eine partikuldre Losung von (1)
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b) Man erhdlt fir die allgemeine Losung von (I):
T t
x)  y(z)=e¢@ <c—|—/ h(t)e® dt> , G(t) = / g(s)ds mit £ € I,ce R
3 §
Die Losung des Anfangswertproblems (1) mit y(§) = n lautet

(k) y(z) = e C@) (n + /g ’ h(t)ef’(t)dt) .

Bemerkung: Die Losungsmethode ist wichtiger als die Losungsformel.

Beispiel: 3/ + ysinz = sin®z

homogene Gleichung: 3/ + ysinz =0, yp(z) = e~ [simzde — pecosz e R

inhomogene Gleichung: y' + ysinz = sin® z, Ansatz: y,(r) = c(z)ec*?

cosx 3

d(z)es* = sin® x
c(x) = [e % gin® xdx » t:gsxd [e t(t? —1)dt
=—sinxaxr
=—e 12— 1)+ [et2tdt = —e (2 —1) —2te " +2 [e~tdt
=e (1 —t2—-2t—2)

2 2

= yp(x) = €% . e7 ¥ (sin“x — 2cosx — 2) =sin“x — 2cosx — 2

2

allgemeine Losung: y(z) = sin®xz — 2cosz — 2 + ce“®* ¢ € R.

8.3 Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung

Sei D € R™"!. Elemente des R"! bezeichnen wir mit (z,y) = (x,91,...,¥ys) mit z € R und
y € R™. Ferner sei eine Funktion f : D — R" gegeben, deren Komponentenfunktionen wie
folgt beschrieben werden:

f('ray) = (fl(x7yl7 s 7yn)af2($ay17 s ayn)? e '7fn($ay1a s ayn))

Dann heifdt

vy = fl(mayla"'ayn)

(1) Yo : f2<$7y1a"-7yn) Kurz y,:f(l',y)

Yo = fn($:y17~--;yn)
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System von Differentialgleichungen erster Ordnung. Ist zusétzlich (£, 7) € D gegeben, so heifst

v =f@y), y(&) =n (2)
Anfangswertproblem zu (1).

Definition 8.6 FEine auf dem Intervall I C R gegebene Funktion y : I — R™ heifit Losung
von (1), falls

a) y auf I differenzierbar ist und graphy := {(ac,y(x)),:r € I} Cc D,
b) v (z) = f(z,y(z)) gilt Vo € 1.

y heifst Losung des Anfangswertproblems (2), falls zusdtzlich gilt
¢) €€ T und y(€) = 1.

Beispiel (Rauber-Beute-Modell von A. Lotka und V. Volterra):

u(t) :=Grofe der Beutepopulation zur Zeit ¢

v(t) :=Groke der Rduberpopulation zur Zeit ¢

u(t) = u(t)x(t, u(t),v(t)), x =effektive Pro-Kopf Reproduktionsrate Beute
o(t) = v(E)A(t, u(t),v(t)), X =effektive Pro-Kopf Reproduktionsrate Réuber
Einfachstes Modell:

x(t,u,v) =a—bv, a,b>0
x(t,u,v) =—c+du, ¢, d>0

Fiihrt auf ein System erster Ordnung:

= u(a — bv)

0 = v(—c+ du)
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Bemerkung:
In Abwesenheit der Réduber (v = 0) fiihrt % = au zum exponentiellen Wachstum der Beute.

In Abwesenheit der Beute (u = 0) fithrt © = —cv zum exponentiellen Aussterben der Réuber.

Zuriick zum AWP: (2) ¢/ = f(z,y), y(&)=n,mit f:[{,{+a] xR" > R" a>0
———

S=Streifen
Ziel: Entwicklung einer Losungstheorie fiir (2)

Lemma 8.7 Sei f : S — R" stetig und I = [£,£ + a.

a) Isty Losung des Anfangswertproblems (2) auf I, dann gilt
y(z) = 77+/ f(tyt)dt vz el
3

b) Isty € C(I) Losung der Integralgleichung

v =n+ [ Sy el 3)
dann ist y € CY(I) und y lést Anfangswertproblems (2) auf I.

Bemerkung:

Fiir eine vektorwertige Funktion g : [, € + a] — R™ bedeutet

[g(t)dt - </§ gl(t)dt,...,/: (t)dt)

Ziel: Nachweis der Existenz einer Losung von (3) mit Hilfe des Banach’schen Fixpunktsatzes.
Vorbereitungen:

Sei | - | auf R™ die euklidische Norm. Betrachte fiir ein kompaktes Intervall I C R™ den Raum
c(I) = {y : I — R",y stetig auf I}. Dann ist <C(I), | - Hoo> mit ||yllec = ma;c]y(x)] ein
Te

Banachraum (vgl. Satz 1.19 fiir n = 1). Sei nun eine zweite Norm auf C'(I) erklart durch

lylla = max e”**|y(x)|, o € R fest.
xzel

64



Beachte: es gibt Zahlen p,0 > 0 mit 0 <o < e ** < p Vzx €I, da I kompakt ist.

Es folgt: ol|yllec < [|¥lla < pllYlloo, d-h. || - |[o und || - |l sind dquivalente Normen auf C(I).
Insbesondere ist (C(1), || - ”a) ein Banachraum.

Lemma 8.8

Sei z : [a,b] — R™ stetig und | - | die euklidische Norm auf R™. Dann gilt

‘/abz(x)dx‘ §/ab]z(w)|dm.

Definition 8.9 Sei f : D C R""! — R" und |- | die euklidische Norm im R".

a) f heifit Lipschitz-stetig beziglich y, falls L > 0 existiert mit
|f(z,y) = f(@, )| < Lly =yl V(z,y),(z,y) € D.

b) f heift lokal Lipschitz-stetig beziglich y, falls ¥(xo,y0) € D ein § > 0 und ein L > 0
existiert mit

|f(x,y) — f(x,9)| < Lly =7 Y(z,y),(z,7) € D mit |x — xol, [y — yo|,|J — yo| < 6.

Bemerkung: Ist D ¢ R""! konvex und g—y{,...,% beschréinkt auf D, dann ist f ist
Lipschitz-stetig beziiglich y (Korollar 3.16).

Satz 8.10 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)

Sei f:[€,€+ a] x R" — R™ stetig und Lipschitz-stetig beziiglich y. Dann besitzt das Anfangs-
wertproblem

(2) v = f(z,y), y(&)=n

genau eine Losung in [€,€ + al.

Bemerkung;:

Falls f : [ — a,&] x R™ — R™ Lipschitz-stetig bzgl. y ist, so besitzt (2) genau eine Losung auf
[5 —a, f]
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Satz 8.11

Set
R = [f,f-l-a] X [771_b1,7]1+b1] XX [nn_bnann‘i'bn]

und f € C(R) sei Lipschitz-stetig bzgl. y auf R. Dann existiert auf [§, £+ ] genau eine Losung
des Anfangswertproblems (2), wobei

b by,
o = min {a, Zl’ e Z}’ A= zirll,axm (;Ez)lé(R\fi(x,y)].

Beispiele:
a) n = 1. Betrachte das Anfangswertproblem
Y = sinze® Y y(0) = 1.

Dabei ist f(x,y) := sin ze®**¥ und S := [0, 7] x R.
af 1
Ay 14 y?

Demzufolge existiert genau eine auf [0, 7] definierte Losung,

Analog gilt fiir S = [-T,0] x R : 3; auf [T, 0] definierte Losung.

(x,y)‘ < ez < e2. Also ist f Lipschitz-stetig bzgl. y auf S.

b) n = 1. Betrachte das Anfangswertproblem
y =sinze?, y(0) =.

Dabei ist f(z,y) :=sinzeY und S = [0,7] x R.

f(z,y) ist nicht Lipschitz-stetig bzgl. y auf S. Allerdings ist f(x,y) auf der Menge
R :=[0,T] x [n — b,n + b] Lipschitz-stetig bzgl. y.

A= max |f(z,y)] <™, a=min{T,

(z.y)eR entt J

Also existiert genau eine Losung auf [0, ).
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Lemma 8.12 Sei D C R™""! offen, f : D — R"*! stetig. Betrachte die Differentialgleichung
y = f(z,y).
a) Isty Losung auf (a,b) und graph(y) = {(x, y(z)) : x € (a, b)} C A C D und A kompakt,
dann ldsst sich y als Losung auf [a,b] fortsetzen.
b) y sei Losung auf [a,c] und z sei Losung auf [c,b] mit y(c) = z(c).

y(z), a<z<c

Losung auf |a,c|.
z(x), e<z<b 9 aufla,c]

Dann ist w(zx) = {
Satz 8.13 (Lokale eindeutige Losbarkeit)

Sei D C R™! offen und f : D — R™ stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. y. Dann besitzt das
Anfangswertproblem (2) eine eindeutige ,lokale“ Losung, d.h Je > 0, sodass auf [ — €,& + €]
genau eine Losung von (2) existiert.

Ziel: Fortsetzung einer ,lokalen“ Losung des Anfangswertproblems auf moglichst grofie
Existenzintervalle.

Definition 8.14

Eine Losung y des Anfangswertproblems (2) auf dem Intervall I heifst nicht-fortsetzbar, falls
fiir jede Losung § von (2), die auf dem Intervall I definiert ist, gilt:

Satz 8.15 (Existenz nicht fortsetzbarer Lésungen)

Sei D C R offen und f : D — R™ stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. y. Dann besitzt das
Anfangswertproblem (2) eine eindeutige, nicht fortsetzbare Losung.
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Satz 8.16

Sei D C R offen und f : D — R™ stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. y. Fiir die
eindeutige, nicht fortsetzbare Losung y von (2) gilt:

a) y existiert ,nach rechts* auf [£,b) (b = 00) zugelassen.

b) Es gilt
(i) b= o0
oder

(i1) b < oo und lilil ly(z)| = oo

oder

(iti) b < oo und dist ((z,y(z)),dD) =

Beispiel: (n=1)

y =y, y(0) =1, D=R? y(x) = €* ex. auf [0, 00) Fall (7)
v =192, y(0)=1, D=R? y(z) = ﬁ ex. auf [0,1) Fall (i7)
1

Y =1y, y(0)=1, D=(-00,1) xR y(z)= ex. auf [0, 1) Fall (i7) und (7i)

=

y = _i’ y(0)=1, D=Rx (0,00) y(r) =1 —x ex. auf [0,1) Fall (¢i7)

8.4 Homogene Lineare Systeme erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Schreibweise:

n
Sei A € R™™ eine n x n-Matrix, A = (a;;);;_;. Wir betrachten Losungen y = [ : [ von

Yn
(—00,00) — C™ (komplexwertige Losungen sind hier zuléssig) der Differentialgleichung

Y = Ay. (H)
Ziel: Bestimmung aller Losungen von (H)

Beachte: Fir f(t,y) := Ay gilt |f(t,y) — f(t,9)| = |A(y—7)| < ||A]|- |y —7|, d.h. die Funktion
f:R™ ! — R ist Lipschitz-stetig bzgl. y.
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Lemma 8.17 Se: A € R™*"™,

a) Falls i € C FEigenwert von A mit Eigenvektor v € C" ist, dann lést e*'v die Differen-
tialgeichung (H). Ist p € C\ R, so sind Re(e’v), Im(etv) linear unabhingige reelle
Losungen von (H).

b) Falls A komplex diagonalisierbar ist, d.h. falls eine Basis des C" aus Eigenvektoren von
A existiert, dann ldsst sich jede Lésung von (H) schreiben als

p
y(t) = Z e“itvb
=1

wobei i1, . . ., fip die (paarweise verschiedenen) Eigenwerte von A sind und v; € Kern(A—
i 1d).
w1 0
Lemma 8.18 Sei J = eine v X r-Matriz, u € C, in Gestalt eines Jor-
o

dankdstchens. Dann ist die allgemeine Losung w(t) der Differentialgleichung
w' = Jw

gegeben durch Linearkombinationen der r Losungen:

2 —1
: t 7 G
r—1)!
8 (1) t t?“72
L (r—2)!
8 e M. 8 e M, 0 e .. : e M
0 2
0 0 0 L;
: . 2
’ : t
0 0 0 1
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Satz 8.19

Sei u € C k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A. Dann existieren k Lé-
sungen von (H) der Form

yi(t) = P'(t)e ™, i=1,....k,  wobei

. . . T
Pi(t) = (pzl (t),... ,p%(t)) , p;(t) = Polynom vom Grad < i — 1. Der hdichste auftretende
Polynomgrad = (Grifle des grofsten Jordankdstchens zum Eigenwert p)—1.

Praktische Berechnung der Losungen:

I) Berechnung der Matrix C' mit B = CAC~!, B = Jordan-Normalform von A und Ver-
wendung von Lemma 8.18

oder

IT) direkte Berechnung von k Losungen wie folgt:

1. Schritt y(t) = vet, v Eigenvektor zum Eigenwert p.

2. Schritt y(t) = (a1 + ast)ett, aj,as € C". Bestimme aq,as durch Koeffizientenvergleich:
y'(t) = [ular + ast) + as]e!t = e* A(ay + ast)

Notwendigerweise ay = Eigenvektor zum Eigenwert y. Bestimme a;.

3. Schritt y(t) = (by + bat + vt?)ett, etc. Bestimme by, by durch Koeffizientenvergleich

k. Schritt y(t) = (Cl -+ Cgt +...+ Ck:—ltk_2 + ,Utk:—l)eut

bestimme cg, ..., c¢; durch Koeffizientenvergleich.
Beispiel:
-1 1 -2
y=14 1 0 det(pld —A) = (u+1)%(u—1)
2 1 -1
0 0
p = 1: Eigenvektor | 2 |, Losung: €' | 2
1 1
-1 -1
pu = —1: Eigenvektor [ 2 |, Losung: e™* | 2
1 1
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Ansatz fiir 2. Losung zum Eigenwert —1:

—1
y:[a—i—t 2 }e*t
1
-1 -1 -1
y’:{—(a—#—t 2 )+ 2 ]e_t:{Aa—t 2 et
1 1 1

Demzufolge muss a Lésung des folgenden Gleichungssystems sein

-1
—a+ | 2 | = Aa.
1
Also 16sen wir das LGS:
-1
(A+E)a=| 2
1
1 -1
und erhalten als Ergebnis: | —1 —1—[ 2 }
0 1
neu
Die zwiete Losung zum Eigenwert —1 ist also:
1 -1
([-1)+ef 2 ))e
0 1

Berechnung reellwertiger L6sungen

Ist p € C\ R ein Eigenwert der reellen n x n-Matrix A, dann auch 7. Aus k Losungen der
Form P(t)e #* werden durch Re(P(t)e #) und Im(P(t)e #*) 2k reellwertige Losungen.
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8.5 Allgemeine Theorie linearer Systeme

Yy =Alt)y (H)

y = A(t)y +b(t) (D

wobei A: I — R"™" b: ] — R™ stetige Abbildungen sind und I C R ein Intervall ist.

Lemma 8.20 Das Anfangswertproblem (1) mit y(7) = n und 7 € I besitzt genau eine Lisung
auf I.

Definition 8.21

Ein System {y(l), . ,y(”)} von n linear unabhingigen Losungen y®(t), i =1,...,n von (H)

heifit Fundamentalsystem. Schreibweise als Matriz (Fundamentalmatriz):
Y(t) = (y(l)(t)’ e ‘y(") (t)), y(i) (t) = Spaltenvektor.
Satz 8.22

a) 3 reellwertiges Fundamentalsystem fiir (H).

b) Die reellwertigen Losungen von (H) bilden einen n-dimensionalen Unterraum von C*(I,R™).
Lemma 8.23 Ist Y (t) Fundamentalmatriz von (H), so ist Y (t) invertierbar ¥Vt € I.

Satz 8.24 (Losung des inhomogenen Systems, Variation der Konstanten)

Set Y (t) Fundamentalmatriz zu (H). Dann ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

y' =AMy +b(t), y(r)=n
gegeben durch .
y(t) = Y)Y 1)y +/ Y ()Y (s)b(s)ds.
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8.6 Explizite skalare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Sei u: I C R — R n-mal stetig differentierbar. Fiir die i-ten Ableitungen nach x fithren wir
folgende Schreibweise ein: ‘
. d?
u () = ()

Sei f: D C R*"! — R eine gegebene Funktion. Dann heifit
u™ = fzu, . uD) (1)
explizite skalare Differentialgleichung n-ter Ordnung und
u® = flaud o u ), () =m0, (€ =, uTY(E) = mae (2)
mit (&,10,...,Mm—1) € D heifit zugehoriges Anfangswertproblem.

Transformation auf ein System erster Ordnung

Y1 = Y2
Yo =y3
(1) u™ = fz,u,o,...,u» D)y (3) { :
y;’L—l =Un
y':z = f(xayla"' 7yn)
y1(z) u(z)
. N y2(z) ule) |
Es gilt: u(z) € C™(I) ist Losung von (1) = . = ) ist Losung von (3).
Yn () ul* ! (z)
y1(z)
| @) N N
Ferner gilt: , € C(I) ist Losung von (3) = u(zx) := yi(x) ist Losung von (1).
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Die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

u™ 4 a1 () u™ Y + L ag(2)u + ag(z)u =0 (H)
u™ 4 ap_ (2)u™ Y + .+ ay(2)u + ag(z)u = b(x) (1)

a;, b I — R stetig. Da zugehorige System lautet:
Y2

0
v .
. _ + :
, 0
Y Yn b(z)
~an-1(2)Yn — ... — ao(z)y1
0 1
0
Y1 )
= + .
0
0 1 Yn b(z)
—ap(z) —ai(z) ... —ap—1(x)

=:A(z)
Die Losungen von (H) bilden einen n-dimensionalen Unterraum von C™(I); eine Basis heifst
Fundamentalsystem.

Satz 8.25

Fiir die homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten sei
po € C k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(u) von A, d.h.

p(p) =ao+arp+ ...+ an_1p" " +

Dann besitzt (H) die k linear unabhingigen Lisungen eMo%, xeto® .. xF=1elo® st g = o +
13 € C\R, so entsprechen der komplezwertigen Lisung x'e#0® die beiden reellwertigen Lésungen

2%e®® cos(Bz) und e sin(Bz).

Satz 8.26

Die homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung auf dem Intervall I mit stetigen
Koeffizienten besitzt ein reelles Fundamentalsystem. Die reellwertigen Losungen bilden einen
n-dimensionalen Unterraum von C™(I;R).
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Nun berechnen wir die Lésungen der inhomogenen Gleichung (I):

Sei Y (t) Fundamentalmatrix des zugehorigen Systems. Dann gilt nach der Formel von der
Variation der Konstanten (vgl. Satz 8.24):

y1 () 1o . ,
v s s [Yeyrie|
h—1 ¢

(@) b(s)

Demzufolge ist u(z) := yi(z) dann partikuldre Losung von (I).
Es gilt: Allgemeine Losung von (I) = Jn, + \uﬁ/
allgemeine Losung von (H)  partikulire Losung von (1)
Beispiel:
a) ul™ — 20" 4 2u" — 20 +u=0, p(p) = p* — 23 + 2% —2u+ 1= (u—1)%(u® + 1)
Losungen: e, ze®, e'® e~ i®
reelle Losungen: e*, xe®, cos x, sinx
b) u” + 2au’ 4 bu = 0 (gedampfter harmonischer Oszillator)
charakteristisches Polynom: p(u) = p? + 2ap + b mit a, b > 0.

Nullstellen: j1;/p = —1 + v/a? —b.

1. Fall a? > b: el-0EVa?=b)z 728 (Kriechfall)
2. Fall a®> =b: e % ze % “5°( (aperiodischer Grenzfall)

3. Fall a®> < b: e % cos(vVb— a2x), e *sin(vb — a2x) (Schwingfall), gedimpfte Schwingung

27
Vb —a?
Inhomogener Fall zu 2. (a? = b):
() = () ()= (5 22 () C)
v —2av — bu x —b —2a) \w x

Fundamentalmatrix:

der Periode

e—ax

B re” W [ i | T
Y(z) = (—ae” (1-— aac)eax> —° <—a 1-— am)
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Variation der Konstanten: Ansatz c(z)Y (x)

(@)Y (z) = (2) L () = e (1 —aCLZL‘ —196) (2) — 0% <_§2>

Allgemeine Losung: u(z) = c1e® + cowe® + z

CL2 _57 CI7CQER

Zuriick zur allgemeinen Differentialgleichung n-ter Ordnung:

ul™ = fzu,n, D), () =g, W) =y, ul () = nay (2)

Satz 8.27 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)

a) Sei f:[£,€ +a] x R" — R stetig, Lipschitz-stetig in den hinteren n Variablen. Dann

besitzt das Anfangswertproblem (2) genau eine Losung auf [§,& + a]. Gleiches gilt nach
links, falls f:[§ —a,&] x R" — R.

b) Sei D C R™ offen (£,n0,...,7n—1) € D und f : D — R stetig und lokal Lipschitz-
stetig in den hinteren n Variablen. Dann besitzt das Anfangswertproblem (2) genau eine
nicht-fortsetzbare Losung, die nach rechts auf [€,b) existiert mit

b=o0
u(x) .
. T—b— . u(:n) T—b—
oder b < oo und : — 00 oder dist ( ,GD) — 0
n—1 :
ul )(x) u(nfl)(w)
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8.7 Die Matrixexponentialfunktion

D=

n
Sei A C C™" eine komplexe n x n-Matrix, ||A] = ( Z |aij]2> , A= (aij)i =1

ij=1
Betrachte die Reihe (Folge der Partialsummen)
Ay A
k!
k=0
Dabei sei A= FE und A* =A... - A
—_—
k-mal
Lemma 8.28

oo
Sei A C C™™ und (cx)ken eine Folge in C. Ist p > 0 der Konvergenzradius der Reihe chzk
~ k=0
und ||A|| < p, dann ist die Reihe chAk konvergent in (C™*™, | -|).
k=0
Mit Lemma 8.28 ist e = Z T fiir alle A € C™"*™ definiert.
k=0

Akk
' erklart.

AuRderdem ist fiir alle t € R: et4 =
u erdaem 1S ur alle c e kzo k

o k.Ak'tk—l
Da die gliedweise abgeleitete Reihe Z i
k=0 ’

ebenfalls fiir alle t € R, A € C"*™ konvergiert

gilt:

d 14 = ARtE tA
—_ = = A
dt” ; k—1)1 ¢

Damit erhalten wir:

Satz 8.29

Sei A C R™ ™. Dann besitzt das Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten
y' = Ay

eine reelle Fundamentalmatriz der Form Y (t) = e mit der Eigenschaft Y (0) = E.
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Proposition 8.30 Scien A, B,C € R™*",
a) eBTC = eBeC| falls BC = CB
b) €7 BC = C1eBC, falls det C # 0

¢) g An) — diag(eM ... eM), wobei diag(Ay, ..., A\p) =

d) (eM)T=¢A4
¢) eAlst) — oAspAt

) eAPAE — oA

Erinnerung an Lemma 8.18

noo1 0
Ist J =
1
0 %
dann gibt es fiir w’ = Jw ein reelles Fundamentalsystem der Form
t2 tr—l
Lt 3 =)
01 ¢ ;
0 ]. eut'
t2
0 7
; t
00 O 1
Liefert e’* dasselbe Ergebnis?
0 0 1
0 1

J=uE+F, F=
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Demzufolge ist

—_
= o

Ft _

— o [T e

denn F¥ = 0 fiir & > r, d.h. die Exponentialreihe ef* ist nur eine endliche Summe. Also
folgt e/t = et(EHF)t — enteFt Dieses Fundamentalsystem ist bereits in Lemma 8.18 erkannt
worden.
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9 Ausblick auf Analysis Ill — Flachen-/Volumenintegrale
Definition 9.1
Seien hi, hy € C([a,b]) mit hi(xz) < ho(z) Ya € (a,b). Dann heifst die Menge
A= {(x,y) ER?:a<z<h hr)<y< hg(x)}
Normalbereich bzgl. der x-Achse und
B:= {(:v,y) eER?*:a<y<b hy) <z < hz(y)}

Normalbereich bzgl. der y-Achse.
Ist f: A— R bzw. f: B — R stetig, so definiert man das Fldchenintegral

Af(%@ﬂ%@zf(ﬁf f(axy)dy)daf

bzw.
b ha(y)

/f(w,y)d(x,y)Z/ (/ f(w,y)d:ﬂ)dy

B a h1(y)
Bemerkung;:

[a,b] — R
Die Abbildun ha(z) ist stetig, also insbesondere Riemann-integrierbar
& T - [z y)dy & g
hi(z)

auf [a, b].

Definition 9.2
Sei A C R? Normalbereich bzgl. z- oder y-Achse. Dann heifst

A = /A 1d(z, y)

Im Falle des Normalbereichs bzgl. der x-Achse gilt

Fldacheninhalt von A.

b
\A|_/ ho(2) — by ()da

Dies entspricht der elementargeometrischen Vorstellung des Riemann-Integrals.
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Beispiel:

1.

P 1 —— cos g
D, | = / 24/p? — y2dy = 2¢° / V1 — 22z T g7 / sin tdt = mp”,
P -1 0

denn [ sin?(t) = t=sinteost,

2. A=Dreieck im ersten Quadranten mit Eckpunkten (0, 0), (0, 1), (1,0)

1 1—a L (] g2
/:z:de(:L",y) / (/ x2ydy>d:€:/ x2ﬂ dz
A 0. \Jo 0 2

1,3 2
1-2 1 1 1 1
_ /x( x—i—x)dx_i_i_i_i:i
0

2 10 4 6 60

Ubertragung auf 3 Dimensionen

Definition 9.3
Sei A C R? Normalbereich bzgl. x- oder y-Achse und seien g1, gs € C(A;R). Dann heifit

C= {($,y,Z) € Rg : (LL’,y) € A7 g1(l‘,y) <z< 92(5177y)}

Normalbereich bzgl. der x,y-FEbene. Ist f : C — R stetig, so definiert man

L= [ (7 s 9a:)ie)

l(xvy)

und |C| = [, 1d(z,y, z) heift Volumen von C.

Bemerkung:

In &hnlicher Weise erklart man 3-dimensionale Normalbereiche bzgl. der z, z- oder y, z-Ebene.
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Veranschaulichung des Volumen-Begriffs:
A =a,b] x [e,d], d.h. hi(x) =¢, ha(z) =d
gl(‘T?y) = 07 92($,y) >0

1= [ saate. = [ ([ wtopay)ie Z P [t 20wy

b—a

Letzteres ist gerade die Summe der Volumina von Scheiben der Dicke >, wobei die Quer-

schnittsfliche durch y — g(a + %(b —a),y), y € [c,d] gegeben ist.

Beispiel: Kugelvolumen

C

(z,y,2) :x2+y2—|—22§R2}

= (x,y)GDR:—\/RQ—xQ—yzgzg\/R2—$2—y2}

R VRZ—z2
|Cl = / 2V R? — 22 — y2d(z,y) :/ (/ R27x27y2dy)d1:
Dﬁ —R —V R2—12
2 4
= / m(R? — 2?) = 7(2R® — ZR%) = _7R3
n 3 3

Eigenschaften von Flichen-/Volumenintegralen

Sei A ein zwei- bzw. dreidimensionaler Normalbereich und f,g € C(4;R), o, € R und
x = (x1,22) oder x = (x1, x2, x3). Dann gilt:

a) /‘A(af—i—ﬁg)dx—a/jqfdm%—ﬁ/flgdx

) | [ saa] < [ 1f1de <17l

c) ausfggfolgt/fdarg/gd:c
A A
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dquivalente Parametrisierungen, 52 Inneres von A, 7
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Anfangswertproblem, 59 Jordanweg, 48
Banachraum, 9 kompakt, 13
Banachraum (C(D)), 14 konservativ, 55
Banachscher Fixpunktsatz, 10 Kontraktionsprinzip, 10
beschrénkte Folge, 5 konvergente Folge, 5

Konvexitat, 29

Cauchy-Folge, 5 Kriterium von Fermat, 33

DGLn n-ter Ordnung, 73 I}Eﬁi‘i” iS
euklidische Norm, 4 Kurvenintegral, 54

Euklidischer Vektorraum, 4 Liinge der Jordankurve, 53

Flicheninhalt, 80 Landau-Symbolik, 17
Fliachenintegral, 80 Lineare Systeme erster Ordnung, 68
Folgenkriterium, 12 Lipschitz-Stetigkeit, 11
Fundamentalsystem, 72 Lipschitzbedingung, 36

Lokale Extrema, 33
gewohnliche DGL erster Ordnung, 57 lokales Maximum, 33
gleichmassig konvergent, 14 lokales Minimum, 33
Gleichméfhige Stetigkeit, 12
Gradient, 21 Matrix-Norm, 34
Gradientenfeld, 55 Matrixexponentialfunktion, 77
Grenzwert, 11 Mittelwertsatz, 29
Haufungspunkt, 6 Neumannsche Reihe, 36
Hessematrix, 32 Newtonverfahren, 37
homogene DGL erster Ordnung, 61 nicht-fortsetzbar, 67

Norm, 9
Implizit definierte Funktionen, 38 Normalbereich, 80
inhomogene DGL erster Ordnung, 61 Normierter Raum, 9
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Nullstellensatz, 37 Weg, 48

Wegintegral, 54
offen, 7

Zusammenhangskomponenten, 30
Parametrisierung, 48 Zykloide, 52

Partielle Ableitung, 21
Polygonzug, 30

Potential, 55

punktierte Kugel, 11
punktweise konvergent, 14

Quadratische Formen, 33

Rand von A, 7
Randpunkt, 6
rektifizierbar, 50

relativ abgeschlossen, 13
relativ offen, 13
Richtungsableitung, 31

Satz iiber die Umkehrfabbildung, 41

Satz iiber die Umkehrfunktion, 14

Satz {iber implizit definierte Funktionen, 39
Satz von Schwarz, 20, 23

Satz von Taylor, 32

Skalarprodukt, 4

Sphére, 6

Stammfunktion, 55

Stetige Fortsetzbarkeit, 15

Stetigkeit, 11

Umgebung, 6
Umkehrsatz, 40

Vektorfeld, 55

vereinfachtes Newtonverfahren, 37
vollstandig, 9

Vollstandige Differenzierbarkeit, 23
Volumen, 81
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