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Evolutionsgleichungen
6. Übungsblatt

Aufgabe 1
Seien X,Y Hilberträume und sei Y dicht in X eingebettet. Sei a : Y × Y → C eine
Sesquilinearform, die beschränkt ist. Außerdem gebe es ein ω ∈ R und δ > 0 mit

Re a(x, x) + ω ‖x‖2X ≥ δ ‖x‖
2
Y

für alle x ∈ Y . Zur Form a wird der Operator A auf X durch

D(A) = {x ∈ Y | ∃ y ∈ X mit a(x, ϕ) = (y|ϕ)X für alle ϕ ∈ Y } ,
Ax = −y,

definiert. Zeigen Sie, dass A der Erzeuger einer C0-Halbgruppe T auf X mit ‖T (t)‖ ≤ eωt
für alle t ∈ [0,∞) ist.
Hinweis. Untersuchen Sie die Form b(x, y) = a(x, y) + ω (x|y)X , x, y ∈ Y , und zeigen Sie,
dass diese zum Operator B = A− ωI gehört.

Aufgabe 2

a) Sei X = L2(0, 1), Y = W 1,2
0 (0, 1), a(f, g) =

∫ 1
0 f

′(t)g′(t) dt. Wenden Sie Aufgabe 1
an und zeigen Sie, dass der zu a gehörende Operator mit dem eindimensionalen
Dirichlet-Laplace aus der Vorlesung übereinstimmt.

b) Seien α, β ≥ 0. Der eindimensionale Laplace-Operator mit Robin-Randbedingungen1

auf X = L2(0, 1) ist

Af = f ′′, für alle f ∈ D(A) =
{
f ∈W 2,2(0, 1)

∣∣ f ′(0) = αf(0), f ′(1) = −βf(1)
}
.

Zeigen Sie, dass A ein selbstadjungierter, dissipativer Erzeuger ist, indem Sie eine
Form a auf Y = W 1,2(0, 1) finden, die wie in Aufgabe 1 zu A gehört.

c) Seien ∅ 6= U ⊆ Rd offen, X = L2(U), Y = W 1,2(U). Der Neumann-Laplace
auf L2(U) ist derjenige Operator A, der gemäß Aufgabe 1 zur Form a(f, g) =∫
U ∇f(x)∇g(x) dx gehört. Sei U beschränkt mit ∂U ∈ C1. Sei Bf = ∆f für alle
f ∈ D(B) =

{
f ∈ C2(Ū)

∣∣ ∂νf = 0
}
, wie in Aufgabe 3e), Blatt 4.

Zeigen Sie B ⊂ A und C2(Ū) ∩D(A) ⊆ D(B).

Aufgabe 3
Seien ∅ 6= U1, U2 ⊆ Rd offen, U1 ∩ U2 = ∅ und U = U1 ∪ U2. Dann gilt L2(U) =
L2(U1)⊕L2(U2). Seien T , T1 und T2 die vom Dirichlet-Laplace erzeugten C0-Halbgruppen
auf U , U1, beziehungsweise U2.

Zeigen Sie, dass T (t)(f1, f2) =
(
T1(t)f1, T2(t)f2

)
für alle t ∈ [0,∞) und (f1, f2) ∈

L2(U1)⊕ L2(U2) gilt.

1Nach dem französischen Mathematiker Victor Gustave Robin (1855–1897), Aussprache [öObẼ].


