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HOuERE MATHEMATIK II FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOsSUNGSVORSCHLAGE zUM 2. UBUNGSBLATT

Aurcase 7 (UBung)

a) Berechnen Sie die reellen Fourier-Koeffizienten der Funktionen fi, f, : [-7, 1) — C mit

1 .
(1) fl(t):{z‘l ir | <a fir ein festes 0 <a < T,
0 sonst
(if) f2(t) = [sin(#)],
fur jedes t € [-m, 7). Fiir welche t € [-7, 1) konvergiert die jeweilige Fourier-Reihe? In
welchen t € [-7t, 1r) stellt sie die jeweilige Funktion dar? Ist die Konvergenz gleichmaf3ig?

b) Berechnen Sie die folgenden Reihenwerte:

= sin(ak)
fur ein festes 0 <a <,

(i)

LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Da fi eine gerade Funktion ist, ist bg(f;) = O fiir alle k € N. Fiir k = 0 ist

ao(fi) = %f_ﬂ cos(0-t)fi(t)dt = 1 1df = %’

- 2am J_,

wahrend fur k € N

1 (" 1 a 1 ) sin(ak)
ap(f1) = o J-_n cos(k-t)fi(t)dt = - J._a cos(kt) dt = Sk [sin(kt)]f__, = pr

gilt.
Mit der Zerlegung {—7, —a,a, 7t} ist f; stiickweise glatt, also stetig differenzierbar auf den
offenen Intervall und die einseitigen Grenzwerte der Funktion und ihrer Ableitung an den
Intervallgrenzen existieren. Deshalb konvergiert die Fourier-Reihe fuir jedes t € [-7, )
gegen w Insbesondere stellt die Fourier-Reihe fuir jedes t € [-7, ) \ {—a,a} die
Funktion f; dar, da f; dort stetig ist. Fur t( € {—a,a} gilt

Zﬁ(k) _ (At +(hlte)-) _ 1

2 4q’
keZ



Folglich kann die Konvergenz auch nicht gleichmaflig sein, da die Grenzfunktion unstetig
bei —a und a ist.

Da f, eine gerade Funktion ist, ist bi(f,) = 0 fur alle k € N. Fiir k = 0 ist

ag(fr) = %J‘n cos(0-t)|sin(t)| dt = %fnsin(t) dt = %[—cos(t)]iig = %

-7 0
Fir ai(f,) mit k € N berechnen wir vorbereitend
J sin(t)cos(kt) dt = —cos(t)cos(kt)—k J cos(t)sin(kt) dt.
—_————
u’ v
Fir k =1 ist also

fsin(t) cos(kt) dt = —% cos>(t),

fur k > 1 fuhrt eine weitere partielle Integration auf

—cos(t)cos(kt)—k f cos(t)sin(kt) dt

—— ——

1
k? -1

= J sin(f)cos(kt) dt (cos(t)cos(kt) + ksin(t)sin(kt)).

Damit folgt

ag(fr) = %J:n cos(kt)fr(t) dt = %Ln cos(kt)sin(t) dt

7T

{—; cosz(t)]j;o =0 firk=1,

—n(k%—l) [cos(t) cos(kt) + ksin(t)sin(kt)];, = _% : 1;(2__11)]( fur k> 1.

Mit der Zerlegung {—m, 7t} ist f, stuckweise glatt, also stetig differenzierbar auf den
offenen Intervall und die einseitigen Grenzwerte der Funktion und ihrer Ableitung an

den Intervallgrenzen existieren. Deshalb konvergiert die Fourier-Reihe fir jedes t € [, 1)
fz(t+)42'f2(t—)

gegen . Da die periodische Fortsetzung von f,, wegen f,(—m) = lim;_,,_ f>(t) =0,
stetig ist, stellt die Fourier-reihe fiir jedes t € [-7, 1) die Funktion f, dar. Wegen

. 41

;mk(fz)cos(ktn <~ kzlp <o,

ist die Fourierreihe nach Satz 7.18 (2) aus HM 1 gleichmafig konvergent, da wir die
Summanden gliedweise und unabhangig von t nach oben durch eine konvergente Reihe
abgeschatzt haben.

Nach a) (i) gilt, dass die Funktion f; auflerhalb von +a mit ihrer Fourierreihe tiberein-
stimmt. Fur t = 0 ergibt sich also

(o)

1 1 sin(ak)
= h0) =) —

C2n akTc

—cos(t)cos(kt)—k (sin(t)sin(kt) -k J sin(t)cos(kt) dt)



also

(ii) Gleich wie in (i) folgt, dass

und somit

(iii) Laut Vorlesung lauten die Fourier-Koeffizienten der Funktion f : [, t) — C, definiert
durch f(t) = t2, gerade
R 72 R 2(-1)k

fo=%  flo="5
fur alle k € Z\ {0}. Nach Satz 16.4 (1) gilt

keZ k=1
Einsetzen von ||f||§ = ZT"F’ liefert
4 4 s
T T 1
— = 48) —,
5 9 Z k*
k=1
wodurch sich durch Auflosen
i
— ==
P k 90

ergibt.

AurGase 8 (Tutorium)

Berechnen Sie die reellen Fourier-Koeffizienten der Funktionen fi, 5, f3 : [-71, 1) — C mit
a) fi(t) =1,
b) fa(t) = cosh(t),
¢) f3(t) = e’ fir ein festes b € R\ {0}
fur jedes t € [-m, 7). Fur welche t € [-7t, t) konvergiert die jeweilige Fourier-Reihe? In welchen

t € [-m, 1) stellt sie die jeweilige Funktion dar? Ist die Konvergenz gleichmafig?

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Da f; eine gerade Funktion ist, folgt by(f;) = O fiir alle k € IN. Es gilt

1 (" 2 (™
Ll()(fl):;.[‘ |t|dt:;L tdt=m
=T



sowie

ap(f1) = %Jn |t|cos(kt) dt = %Jﬂ tcos(kt) dt

-7 0
(-1)k-1

2(.1 . « 1" 2 n
= [Etsm(kt)]tzo—% . sin(kt) dt | = —=[cos(kt)]}—, = 2 7
| —

mtk?

=0

fir k € N. Mit der Zerlegung {—m, 1t} ist f; stiickweise glatt, also stetig differenzierbar auf den
offenen Intervall und die einseitigen Grenzwerte der Funktion und ihrer Ableitung an den
Intervallgrenzen existieren. Deshalb konvergiert die Fourier-Reihe fur jedes t € [-7, 1r) gegen
w. Da die periodische Fortsetzung von f;, wegen f;(—mn) =1lim;_,,._ fi(t) = 7, stetig ist,
stellt die Fourier-reihe fiir jedes t € [-7, 1) die Funktion f; dar. Wegen

(o]

C 1
;mk(mcos(ktn <4) Giore

k=1

und der Konvergenz von } 7, ﬁ (Teil der konvergenten, positiven Reihe )} ;7 #) ist die

Fourierreihe nach Satz 7.18 (2) aus HM 1 gleichmafliig konvergent, da wir die Summanden
gliedweise und unabhéangig von t nach oben durch eine konvergente Reihe abgeschatzt haben.

Da f, eine gerade Funktion ist, ist bi(f,) = O fuir alle k € N. Fiir k = 0 ist
(T 2 (" 2. t=rc _ 2sinh(m)
ag(fr) = gﬁncos(o 1) fo(t) dt = %J; cosh(t) dt = p [sinh(t)],Z5 = —

Fur ay(f,) mit k € IN berechnen wir vorbereitend

Jcosh(t)cos(kt) dt = sinh(t)cos(kt) +kJ-sinh(t)sin(kt) dt
~——— ——— ~—— ——
u’ v u’ v

sinh(t)cos(kt) + k cosh(t)sin(kt) — k> j cosh(t)cos(kt) dt

1
k2+1

= J cosh(t)cos(kt) dt (sinh(t)cos(kt) + k cosh(t)sin(kt)).

Damit folgt

ax(f2)

%Jﬂ cos(kt)fo(t) dt = %jn cos(kt)cosh(t) dt

-7 0

2 e (<1
= a0 [sinh(t)cos(kt) + k cosh(t)sin(kt)]}_, = Smﬂ () ]iz +)1'

Mit der Zerlegung {—m, 7t} ist f, stuckweise glatt, also stetig differenzierbar auf den offenen
Intervall und die einseitigen Grenzwerte der Funktion und ihrer Ableitung an den Intervall-
grenzen existieren. Deshalb konvergiert die Fourier-Reihe fiir jedes t € [-7, 1) gegen w
Da die periodische Fortsetzung von f,, wegen f,(—m) = lim;_,,_ f,(t) = cosh(m), stetig ist, stellt



die Fourier-reihe fur jedes t € [-1, 7t) die Funktion f, dar. Wegen

Y laslfrcosti < 2N <o
k=1 k=1

ist die Fourierreihe nach Satz 7.18 (2) aus HM 1 gleichmafig konvergent, da wir die Summanden
gliedweise und unabhangig von ¢ nach oben durch eine konvergente Reihe abgeschatzt haben.

Berechne zunichst die komplexen Fourier-Koeffizienten von f;. Flr jedes k € Z ist

/. - 1 bt —1kt 1 t=mt l 1 elb-ik)m _ o—=(b-ik)m
Sl = 27(J- dt_ZTZ b—1k ]t——n_nb_ik 2
=(-1)* =(-1)k
— —
1 1 ebm eikT[ _e~bm efikn 1 (_1)k ' ] . b+ ik
= —3 @ 5 = ;smh(bn)b_ik sinh(bmw)—(-1) s

Fur die reellen Fourier-Koeffizienten gilt nach Vorlesung

ar(fs) = k) + 5(=k), bl fs) =i(f3(k) - f5(=K))
fir alle k € Ny und alle j € IN. Folglich ist

2sinh(bm)

inh(bm) (-1)kb
ao( 3)27; ax(f3 _ 2sinhibm) (1)

. 2sinh(bm) (1) 1k
- Tk sowie br(f3) = (br) =1)

T b2 + k2

fur alle k € IN.

Mit der Zerlegung {—7, 1t} ist f3 stickweise glatt, also stetig differenzierbar auf den offenen
Intervall und die einseitigen Grenzwerte der Funktion und ihrer Ableitung an den Intervall-

grenzen existieren. Deshalb konvergiert die Fourier-Reihe fiir jedes t € [-7, 1) gegen m

Die peridische Fortsetzung von f; ist wegen f(-m) = e ™ = el™ = lim,_,._ f5(t) in —7 unstetig,

br, ,—br .
€% —) und die

weshalb die Fourierreihe dort nicht gegen f; konvergiert (sondern gegen
Konvergenz wegen der Unstetigkeit auch nicht gleichmagig sein kann.

Aurcasg 9 (Usunc)

a) Sei f € Cper([-7, 1], C) differenzierbar mit f’ € Cpe([~7t, 7], C). Zeigen Sie, dass

fky=ikf(k) VkeZ

b) Sei f € Cper([-7, 7], C) unendlich oft differenzierbar mit JARNE Cper([-70, 7], ) fiir alle

n € IN. Beweisen Sie, dass

sup[kNf(k)|<co VYN eN.
keZ

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

Fur k = 0 gilt wegen der Periodizitat von f

_ 1, SO -fm)
_Zf_nf(t)dt_z—_o_l-o-f(oy



Fur k € Z\ {0} erhalten wir mit Hilfe von partieller Integration

Pk = 5 J_Zf’(t)e‘““ at= 5 [0 Mt j_if(t)ike-ikf dt = ik f ().
=0, da 2m-per.

b) Sei N € N. Wenden wir die Formel aus a) fiir die Fourierkoeffizienten von fN) N Mal an, so
erhalten wir

J——

FN(k) =ik fN-D(k) = ... = (kN f(k) (ke 2Z).

Wegen f(V) ¢ Cper([-7, 7], €) gilt supc, |f/(ﬁ)(k)| < o0, denn: Aus Satz 16.4 (bzw. auch 15.9)
folgt die Konvergenz von Y ;. |f N)(k)|?, also die Beschrinktheit von der Folge (|f ™) (k)|*)rez
und somit auch von (|f N)(k)|)rez. Somit gilt

sup kN £ (k)| = sup | fN) (k)] < oc.
keZ keZ

1

Dies bedeutet, dass die Fourierkoeffizienten schneller abfallen als jede Potenz von i

AurGase 10 (Tutorium)

Berechnen Sie die folgenden Reihenwerte:

1
a) —_—,
;(2k—1)2
C (-1
b) ZkZ +a

k=1

fur ein festes a > 0.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Nach Aurcase 8 a) lauten die Fourier-Koeffizienten der Funktion f; : (-7, t] — C, definiert
durch fi(t) = |t| gerade

0 fur k = 2m,
—4 furk=2m-1
tk

ao(fi) =, a(f1) ={

fur alle k € N. Da f; in allen Punkten durch ihre Fourierreihe dargestellt wird, gilt

Folglich ist

b) Nach Aurcase 8 b) lauten die reellen Fourier-Koeffizienten der Funktion f; : (-7, ] — C,
definiert durch f3(t) = % fiir ein b # 0, gerade

_ 2sinh(bm)

i k i k+
ao(fy) = === axlfs) = 2sinh(bm) (-1)*b be(fy) = 2sinh(br) (-1)F 1k

T b2+ k2’ T b2 + k2




fur alle k € IN. Es gilt

1=/3(0)=

sinh(b7r) . 2bsinh(brr) i (—1)k
b T — b? + k?

und somit

ii(—”k_ r 1
L_b2+k? ~ 2bsinh(brr) 202

Mit b = +/a folgt

i(_l)k _ n 1
{—k?+a  2vasinh(var) 2a

Aurcask 11 (Usunc)

Zeigen Sie, dass der normierte Raum (C[-1,1], ||-||;) mit

1 3
Hﬂb=(f Vﬁﬂzdﬁ VfeCl-1,1]
-1
kein Banachraum ist.

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir definieren die Funktionenfolge

-1 ,-1<x<-4
— 1 1
fa(X) =4 nx -5 <x<g,
1 ,3<x<1

Jede dieser Funktionen liegt offensichtlich in C[-1,1]. Wir zeigen, dass die Folge eine Cauchyfolge in
(C=L,1], |I-Il2) st. Eiir m > n gilt

_]-_nx 1_%<x<_%7
(m—n)x ,—%<x<%,
fm(x) = fulx) = 1 Loyl
—nx ’ E XS E;
0 , sonst
Die Funktionen unterscheiden sich demnach nur auf [—%, %] und dort um maximal 1 Deshalb gilt

2 n—oo

1
Wfiu— full3 < j 1Pde=2 %0

Wire (C[-1,1],||||;) ein Banachraum, so miisste nun die eine stetige Grenzfunktion existieren,
gegen die (f,) in der ||-|-Norm konvergiert. Eine Funktion, gegen die ( f,) konvergiert, ist durch die
unstetige Funktion



gegeben. Dies liegt an

2 noeo

L 1
lf, — f||2_ f (1-nx)? dx<2‘[ 1dx=—- ——0.
0 0 n
Gabe es eine weitere Funktion g, die dies erfuillt, so ware

If =gl < IIf = fulla + 1Ifs — gl —=> 0,

also ||f —¢l[> = 0 und somit auch
1
I gl = [ 1700~
-1

Somit ist auch jeder Teil dieses Integrals 0, da der Integrand nicht-negativ ist. Ware g(x() = 1 fur ein
xo > 0, so wire |f(x) — g(x)|* in einer Umgebung von x positiv und das Integral somit ebenfalls (da
g stetig, vgl. Auf. 59 b) aus HM 1), gleiches gilt fiir g(x() = —1 fir ein xy < 0. Also gilt g(x) = -1 fur
x < 0und g(x) =1 fir x > 0, womit g nicht stetig in 0 sein kann.

AUFrGABE 12 (TuToRrRIUM)
Ist

k=1
die Fourierreihe einer Funktion f € Cyer([-7t, 7], C)?

Hinweis: Benutzen Sie die Besselsche Ungleichung.
LOSUNGSVORSCHLAG

Angenommen, es existiert eine Funktion f € Cyer([-7t, 7], C), deren reelle Fourierkoeffizienten gegen
sind durch a; = 0 (k € Ng) und by = \/LE (k € N). Da die Funktionen ¢, = e'* ein vollstindiges
Orthonormalsystem von Cpe([~7, 7t], C) sind, folgt nach der Besselschen Ungleichung

o0 . 1 N
k:Z_oolf(k)P <IfIP=5- j "ol de <o,

Da stetige Funktionen (wie x — |f(x)|“) Riemann-integrierbar auf kompakten Intervallen sind. Fiir
die Fourierkoeffizienten gilt

(ag +ibg) = ——

2vVk

N =

F0)=0, f(k) = lax~iby) = — fh=

fur k € IN. Wir erhalten

K

o0 . K . K1
m>k;|f(k)lzzlggr;0k;<|f( 2= lim ) (If(R)P+ 1f(-bP) = lim ) .

k— k=1

Somit wirde die harmonische Reihe konvergieren, ein Widerspruch. Also existiert keine solche
Funktion.



