5 Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Klassische Iterationsverfahren

Sei A € RV*N und b € RN, Wir wollen nun das LGS Ax = b iterativ 16sen. Dazu betrachten
wir die Komponentenm =1,...,N:

;A[m,n]x[n] = b[m].

Wir formen um und erhalten fiir x[m]:

A[m,m]x[m] = b[m] — Z Alm,n]x
n#m

Falls A[m, m] # 0 erhalten wir also
x[m] ( Z Alm,n|x ) JA[m,m].
n£m
Daraus konnen wir das Gesamtschritt-Verfahren (Jacobi-Verfahren) ableiten:
S0) Wihle x° ¢ RY, £ > 0, setze k = 0.
S1) Falls |Ax* — b|, < & STOP.

S2) Berechne x**![m] = (b[m] — ¥ Alm,n|x*[n])/A[m,m] firm=1,...,N.
n#m

S3) Setze k :=k+ 1, gehe zu S1).

Dieses Verfahren kann man mit der Idee abindern, dass bei der Berechnung von x,, die
x, fir n < m ja schon bekannt sind. Dementsprechend kann man auch gleich mit diesen
Werten weiterrechnen.

Dies fiihrt zum FEinzelschritt-Verfahren (Gauf3-Seidel-Verfahren):

S0) Wihle x° ¢ RY, & > 0, setze k = 0.
S1) Falls |Ax* — b|, < & STOP.

m—1 N
S2) Berechne x**![m] = <b[m] — Y Alm,n]xX**n]— ¥ Am, n]xk[n]> JA[m,m)] fiir
n=1 n=m+1
m=1,...,N.
S3) Setze k :=k+ 1, gehe zu S1).
Um die Konvergenz von Iterationsverfahren zu untersuchen formulieren wir sie in Matrix-
form. Beachte, dass fiir invertierbare Matrizen B € RV'N die Aufgabe Ax = b dquivalent
ist zu BAx = Bb. Ein solches B heilit Vorkonditionierer von A, da B moglichst so gewihlt

wird, dass BA eine kleinere Kondition als A hat. Wir formulieren dies um in eine Fixpunk-
taufgabe, also x = Bb — BAx + x und erhalten so

x= (I—BA)x+Bb=x+B(b—Ax).
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Wir bestimmen nun B fiir das Jacobi- und das Gaul3-Seidel-Verfahren. Dazu zerlegen wir
A=L+D+R

mit der strikt unteren Dreiecksmatrix L = lower(A), der Diagonalmatrix D = diag(A) und
der strikt oberen Dreiecksmatrix R = upper(A). Damit folgt fiir diese beiden Verfahren:

Gesamtschrittverfahren
Es gilt:
DX = b — (L+R)x* = b— (L+D+R)x* + Dx*.

Somit ist D(x**! — x*) = b — Ax* und schlieflich
T =X D7 (b — AXD),
also By =D~ 1.

Einzelschrittverfahren
Es gilt
DX = p— LM — RiK,
woraus (D + L)x**' =b—RxX* =b — (L4+D+R)x* 4+ (L+ D)x* = b — Ax* + (D + L)x*
folgt und somit
K =X (D+L)7! (b —AX),

also Bgs = (D+ L)~ L.
(5.1) Satz
Seien A,B € RNN mit p(I —BA) < 1.

Dann ist A invertierbar und fiir alle b € RV x° € RN konvergiert die Iteration
K= 4 Bb—AXF)  k=0,1,2,...,

so dass gilt

k—yo0

limx*=A"'b. und A™'=BY (Iy—AB)".
k=0

(5.2) Satz
Sei K € RV*N und & > 0. Dann existiert eine Norm || - || mit |K|| < p(K) + €.

Beweis. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass eine regulidre Matrix U € CN*N exi-
stiert, sodass
U~ KU = diag(A1,...,Av) +R

mit einer strikt oberen Dreiecksmatrix R, wobei A, (n = 1,...,N) die Eigenwerte von K
sind. Zu 6 = m € (0, 1] definiere D = diag(1,8',62,...). Damit gilt
D~ =diag(1,67',672,...) und

D'RD = (8""R[m,n))mn=1. N

0 OSR[1,2] &°R[1,3]
— 0 SR[2,3]
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Somit folgt
ID7'RD|| < §||R||le=€—e8=¢(1-§) <e&. (1)
~——
€[0,1)

Nun definiere die Vektornorm |x| = |[D~!U~'x|.. und erhalte
|Kx| DU 1Kx].

= Sup -1
X[ k0 IDTTUT

\D-'U~1KUDy|.
= sup

y#0 |y‘°°

1K = Sup

= HD’I(diag(?Ln) +R)D||o

' - (1)
< || diag(4) || +[[D”'RD|| < p(K) +£
—_——
=p(K) O

Beweis. (Beweis von 5.1) Zu einer Matrix K = Iy — BA wihle |- |, || - || wiein 5.2 zu € =
= p( ) > 0. Es gilt |K|| < p(K)+e=1-5 < 1. Damit ist A invertierbar; die Inverse ist
mit der Neumannschen Reihe A=! = ¥ (Iy — BA)XB darstellbar.
k=0
Fiir x = A~!b gilt dann
Sy = xk+B(b AX*) —x = xF — x+ B(Ax — AX)
= X —x+BA(x—x*) = (Iy — BA)(x* —x).
=K

Und somit

|karl —x| < ||IN—BAH|xk—x| < ||IN—BA||k+1|x0—x| — 0 (k—o0).

Bemerkung
Falls p(Iy — BA) > 1, dann existiert g € RN mit

|(In —BA)q|2 = p(Iy — BA)|q|> = |q]> # 0
Wiihle b = 0, x = q, dann konvergiert (x*) nicht gegen Oy,.

(5.3) Satz
SeiA=L+D+L" € RNN symmetrisch und positiv definit. Dann konvergiert das Gauf3-

Seidel Verfahren mit B = (L+ D)~ in der Energienorm |x|4 := VxT Ax.

Beweis. SeidazuA = L+D+L" mit L =lower(A), D = diag(A) und K = Iy — BA, wobei
B=(D+L)"!. Zeige nun ||K || = sup Kxls < 1, dann gilt p(K) < ||K|l4a < 1.
x#0

Ix[4

Es gilt

|Kx|3 = (x—BAx)TA(x— BAx)
= x"(A—ABA—ABTA+ABTABA)x
= xTAx—xTA(B" + B—BTAB)Ax.
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Weiter gilt
A+D=L+D+D+L" =B '+B7T,

sodass
B"+B-B"AB = B"+B-B"(A+D-D)B
B +B+B"DB—B'(B"'+BT)B
= B'DB.

Da AT BT DBA positiv definit ist, existiert ein o > 0 mit x” (AT BT DBA)x > ax” Ax. Es gilt
also

Kxl; = |x[5 —x"(AB"DBA)x < |x|5 — atfx[3 < (1— o) |x[3
und somit
K
IKls = sup B gy ks <1—a< 1
A0y Xl = .
Bemerkung

1. Hdufig wird die symmetrische Variante verwendet.
2. Beim SOR'-Verfahren ist B= &(D — L)~ mit w € (1,2).

(5.4) Definition

Sei A € RN*N_ Die Matrix A heifst stark diagonaldominant, wenn sie diagonaldominant ist
(|A[n,n]| > YiznlAlnkll,n = 1,...,N) und wenn fiir ein j € {l,....N},
AL, JI1 > X 1AL ]| gilt.

(5.5) Satz
Sei A € RV*N stark diagonaldominant und irreduzibel. Dann gilt:

a) A ist reguldr und das Jacobi-Verfahren konvergiert.
b) Falls A[n,n] > 0, dann ist A positiv definit.

c) Falls Aln,n] > 0, A[n,k] < 0(n # k) ist, dann gilt A~ [n,k] > 0.

(5.6) Lemma
Wenn A irreduzibel ist, dann ist der Matrixgraph I = {(k,n) : A[k,n] # 0} zusammenhdin-
gend: zu jedem Paar n # j existiert eine Folge j = jo,ji,-..,Jg = n mit

A[jlaj()] 7é07A[j27j1] %07 "'7A[jR7jR—1] %O

Beweis. (nur skizziert) Ohne Einschrinkung sei j < n.

Definiere I = {k : es ex. ein Weg in I" von j zu k}.

Annahme: n ¢ I; ohne Einschrinkung sei I = {1,...,K}.

Dann gilt A[m,k] =0 firke I,k <K,m> K.

Es folgt: A ist irreduzibel mit A[K +1: N, 1: K] = 0. Das ist ein Widerspruch.

ISuccessive Over-Relaxation, dt. Uberrelaxation
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Bewelis. (Beweis von 5.5) Sei A irreduzibel. Dann gilt Y&, |A[n,k]| > 0, mit 5.4 folgt
|A[n,n]| > 0 fiirn=1,...,N. Somit sind B=D~!, K = Iy — D~'A wohldefiniert.

Zu zeigen ist nun p (K ) < 1.Seidazupu € C Eigenwert mit Eigenvektor w € CV\ {Oy} und
Kw = uw; ohne Einschrinkung sei |w|o = 1 = |w[n]| fireinn € {1,...,N}. Aus uw = Kw
folgt

|ulfwin]| =

N

Z
|A[n, flz\Ank
k#n

<1

Annahme: |u| = 1. Zu j wihle j = jo, j1,..., jr = n mit A[j, j] # 0. Es folgen

wijll = [pwljll = [(Kw) (]| < |AL, 1 k; AL Al <1

und

wlii]l = luwli]l < AL Al | Y 1AL KwK]|

k#j1

<ALl Y ALK+ AL jiwli]]
k#j1.J

<|ALiL Al Y 1ALk
k#j1

<1

Induktiv folgt |w[j,]| < 1, also |w[n]| < 1; dies ist ein Widerspruch zur Annahme.
zua) Aus p(K)=p(Ily—D'A) < 1folgt (Iy—K) ' = Y40 K*, alsoA™! = K*D~1,

zub) Mit dem Satz von Gerschgorin und der Diagonaldominanz von A folgt
c(A) c{A €C:|A—An,n]| <|A[n,n]|,n=1,...,N}. Da A invertierbar ist, folgt
0¢& o(A); esistalso Rea(A) > 0, somit ist A positiv definit.

zuc) AusK =1Iy— D 'A=D"1(D—A) folgt K[n,k] > 0.
=Y K*D~! zeigt A [n,k] > 0.
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Krylovraum-Verfahren

Sei B € RV*N ein Vorkonditionierer zu A € RV:N. Wir betrachten wieder die lineare Itera-
tion
X = XX 4 B(b— AXF) = X* + B/,

wobei r* das Residuum r* = b — Ax* sei. Fiir das Residuum folgt die Gleichung
P =p— A = b —AGK + B = (Iy — AB)/,

und somit
= (Iy —AB)krO.

(5.7) Definition
Zu C € RN und d € RN heifpt #,(C,d) = span{d,Cd,...,C*"'d} C RY der k-te Kry-
lovraum. Es gilt:

a) dim.#(C,d) <k

b) H(C,d)={P(C)d: Pc P}
c) x*—x & H(BA,x° —x)

d) x* € #.(AB, )

e) X1 e X0+ o6 (BA,BrO)

(5.8) Lemma
Sei Ax = b und xX° € RV Startwert, 1°° = b—Ax°, A, B reguldir. Falls dim ;. (AB, rO) < k)
ist, dann gilt

x € x’+ 1 (BA,Br°)

Beweis. Seien r°,ABr, ..., (AB)*~1/" linear abhingig. Dann existieren o, ...,0_; € R
mit agr® + a1 ABr® +. ..+ o4 (AB)*~1#¥ = 0. Ohne Einschrinkung sei o = 1. Dann gilt
b—Ax"+ o ABP + .. + oy (AR 1P =0
— b=A"—oyB’—...—ay_(BA) 2B/

[\

-~

=x O
Auf folgender Idee basieren die Krylovraum-Verfahren:

(1) Wibhle ein geeignetes Skalarprodukt in RV mit zugehériger Norm.

(2) Konstruiere eine Orthonormalbasis v'!

produktes.

,...,vK von #; beziiglich des gewihlten Skalar-

(3) Approximiere x = A~'b mit minimalem Fehler (bzw. minimalem Residuum) in
0
X'+ .
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Gram-Schmidt-Verfahren

Wir suchen eine Orthonormalbasis bzgl. eines Skalarprodukts (-, -) bzw. Norm |x| = /(, )
des oben definierten Krylovraumes. Dazu bietet sich zunichst das Gram-Schmidt-Verfahren
an. Die ersten zwei Schritte des Krylovraumverfahrens lauten also

S0) Wihle x” € RV, & > 0. Berechne r* = b — Ax", z! = Br0, hjg = |z!| und v! = hlﬁzl
(falls ‘hlo‘ > €).

Setze k = 1.

S1) Berechne

wk = BAY
k . .
Zk+] = Wk — Z hjkvf mit hjk = <Vj,Wk>
Jj=1
1 )
K 1 mit 1o = Faall
hici1k
k

Dann ist v!,...,v* eine Orthonormalbasis des Krylovraums

J4.(BA,BrP) = span{v!, ... v} = span{w!, ... w*} = span{z!,...,ZX}

Es ist [vf| = 1 und (y27v1) = hoy (22,01 = o (W' v — hyp) = 0.
Induktiv folgt (v€,v/) = 0 fiir j < k.

. k+1 .
Wir schreiben BAVK = wk = ZA+1 L yk Vhj! = Y hj/, also
=

BAV = Vi 1Hy

mit Vi, = (v'].... %) € RY* und Hy = () € REFIE,
Beachte, dass H; obere Hessenbergform hat.

Bemerkung
Falls hyy x = 0 ist, dann ist wk = BAVk € span{v!, ... vk},

Es gilt dann .1 (BA,Br°) = J.(BA,Br°).
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GMRES-Verfahren

Fiir das GMRES?-Verfahren wihle (v,w)y = v/ w. Somit gilt VkTVk = I.. Dieses Verfahren
baut auf folgender Beobachtung auf:

(5.9) Satz
Es gilt

min |B(b—Az)|, = min |hjge! — Hyylo.
z€xX0+ % (BA,Br0) yeRK

mit e' = (1,0, oo ,O)T S Rk+1, hip = ]Br0|2, H;, € RA+1k,
Beweis. Es gilt
min |B(b—Az)|, = min|B(b— A" +Viy))|2

7€x04- ¢, (BA,Br) yERK

= min |Br’ — BAV,y|»
yeRkK

= min ‘h]ovl — Vk+1Hky|2 = min ‘Vk—o—l (h]()el —Hky)|2
yeRK yeRK

= ]in;Vlloel — Hyyls
ye 0

Algorithmus fiir das GMRES-Verfahren:
S0) Wihle x* € RV, & > 0. Berechne r* = b—Ax’, z' = Br%, hyg = [¢'[ und v! = ;L2

Setze k = 1.

S1) BerechnewszAvk,zk“=wk—):’]‘-:1hjkvj,hjk:(wk)ij,vk“— L =

T g
|21, (D.h. BAV, = Vi1 Hy.)

S2) Berechne y* € R* mit
Pr = |h10€1 —Hkyk|2 = min!

Dabei ist Hi = (fjm) j=1....kct1. m=1,..k € REE,

S3) Wenn p; < €, setze

k
F=x04 Zyljvf

j=1
und STOP.

S4) Setze k := k+ 1 und gehe zu S1).

Bemerkung
(1) Das Ausgleichsproblem in S2) ist effizient losbar: berechne eine QR-Zerlegung von

H, € REFDXK it k Givensrotationen.

(2) Ist |B(b — Ax*)|s = |Br¥|, = pr, dann gilt r*|o < ||B™'|2px und es folgt
v — | < [1(BA) ™" [l2px

2generalized minimal residual
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(3) Aus py > 0 folgt * # 0, also x* # x. Somit ist dim.#;(BA,Br°) = k, es gilt also

hicy1 i # 0.
Das GMRES-Verfahren ist wohldefiniert.

(4) Das Gram-Schmidt-Verfahren ist numerisch nicht stabil (beginne nach k. wieder bei
S0)).

(5.10) Satz
Sei BA positiv definit mit 7' (BA)z > az' z, o > 0, und sei ||BA||» < C. Dann konvergiert
das GMRES-Verfahren, und es gilt

2k

(04
’)/(—XIZ < K'z(BA) 1—5 ‘XO—X|

Beweis. Es ist

Br* = B(b—Ax*) = B(b—A(x" + Vb))
=B(r* —AQy(BA)B/®)  (QrePr_y)
= (Iy — BAQ(BA))B/r°
= P.(BA)B/°

mit P(t) = 1 —1Qy(¢), d.h. P, € P, mit P(0) = 1. Es gilt

|B*l,= min |P(BA)B/|,
PE]Pk,P(O):]

o k
< (IN— —BA) B

C? )

) k
/ (04
S ( 1—E> |Br0|2,

o
c?

denn

2

o
=7z TBAz —

2
o
Pk (BAz)"z+ ree) |BAZ[3

o k
‘ <IN _ EBA) z

2

2 2
T a r a7 -
<z Z_ZEZ Z+E|Z|2
2
o 2
2(1—@>|Z’2

K —x|p = A", = A7 BB,

<||A7'B1|2|Br);

k
-1 o? 0
< 8A) "z ( \/1- 25 ) 1Br°%2

< ||AB]|2|x —x°2

Damit folgt
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Bemerkung
1. « ist der kleinste Eigenwert von %(BA +ATBT).

2. Falls A, B symmetrisch sind, ist k>(BA) = &.

3. Falls A, B symmetrisch und positiv definit sind existiert eine Abschiitzung mit v/ K> (BA).

Das cg-Verfahren

Seien A, B € RV*N symmetrisch und positiv definit und wihle als Skalarprodukt das Ener-
gieskalarprodukt (v,w)4 = v/ Aw mit zugeordneter Energienorm |x|4 = 1/ (x,x)4. Bestim-
me x* mit dem kleinsten Fehler in der Energienorm; genauer: zum Startwert x° berechne
P = b—Ax, #;(BA,Br°) und eine Orthonormalbasis Vi = (v!|...[vk) mit VI AV, = I.
Berechne y* € R und x* = x0 + V% mit

W —xy <04+ Viy—xa VyeR:

(5.11) Satz
Fiir y* = VkTr0 und x* = x0 + Vi gilt

\xk —xla < |x0 +Viy—x|a Vye Rk
Beweis. Es gilt
1
F(y)= EIXO ~Viy—xl3

1
= (= Viy =)A= Viy—x)

2
1

= E(XO —Viy—x)" (AViy —r°)
1 1

also impliziert F (y*) = min! dass VF (y) = 0 ist und somit y* — VI'r9 = 0.
U

Das Ziel ist es, einen Algorithmus zu entwerfen, in welchem nicht alle k Vektoren abge-
speichert werden.
Eine erste Version ist gegeben durch:

S0) Wihle x°, £ > 0, definiere ¥ =b—Ax?, w0 =0 =Br0 hyjg=|2|a, v! = hLmZO' Setze
k=1.

S1) Falls |#*~!| < &: Stop.
S2) Berechne

whtl = BAVK

k+1 k+1 a j iNT 4., k+1

Z+ :W+ —Zhjkvj, hjk=<vj) AW+
j=1

k1 1

=z, Btk =12 a
K1,k

v
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S3) Berechne

((ro)Tka) St
0

(I’ )Tvk+lAvk+l

=yt
S N O

S4) Setze k := k41 und gehe zu S1)

Beobachtung  Aus /i, 1 pvF ! =21 = BAVK — ZI;':I h v’ folgt Vi Hy = BAV; mit Vj =
(v!]... V%) und Hi[j,n] = hj, symmetrischer Hessenbergmatrix, denn es gilt

: ko j A, I\ T j
Hilj K] = hjy = (BAV v, = <BAV) AV = (V)T (ABA)Y = Iy,

Somitist 2, = 0 fiir j =0,...,k—2 und es gilt

Zk+] — wk+l _ hkkvk o hk—hkv

Im k-ten Schritt werden v, ..., v¥=2 nicht mehr bendtigt.

k—1

(5.12) Lemma
Es gilt (XK —x, v\, =0 = (F)TV fiir j=1,... k.

Beweis. Es gilt
(F =) = (04 Vik — )
= (kak vj>A - <x—x

—zy V' v — (1)

O7Vj>A

=y [J] ()"
=0
U
(5.13) Folgerung
Fiir j < k gilt
(BrP /)4 = (BA(x —x*),v/)4
= (x—xTABAV
(x — x*, BAV/)
=0
Also gilt
Brf = (Brk,ka)Aka + <Bl”k,Vk>Avk (2)

(5.14) Lemma
Sei d* = (Br¥=1 V&) WK, dann gilt
R
Pk P gk
Pr—1

A — B0

mit py = (Br)T r* und oy = 2L
\d"lA
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Beweis. Fiir k=1 gilt d' = Br%. Weiter

(Brk)Trk _ (dk+1)T k
:<dk+1vx xk>A
= (d x4
_ (dk+1)Tr0
Also gilt
O\T gk
d
K= (O )k = 1 g () a5 = 14 g dk
a3
Es gilt
1
k _ gk+1 ko gky gk
Brt=d"" + |dk|i<Br ,d")ad

und schliesslich

oy (Br¥,d") 4 = (BX)T (o4Ad") = (B (P = %) = —(BYYTrF = —py

Der Algorithmus fiir das cg-Verfahren lautet somit
S0) Wihle x°, 10 = b —Ax0 d' =y° = B0, po = (")710, € > 0. Setze k := 0.
S1) Falls /px < €: Stop

S2) Setze k := k+ 1 und berechne

uk = Ad"
Pk+1
oy =
k ()T gk
& = 1 ¢ ot
e T
VK = Bk
pr= ()" r¥
gt — ko PR g
Pr—1
Gehe zu S1)
(5.15) Satz

Fiir das cg-Verfahren gilt die Fehlerabschdtzung

B NGEOEIANS
K —xly < 2<m> |x" — x|a-
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(5.16) Satz (ohne Beweis)
Es gilt

5
|
p—
.

min  max |P(r)] <
PePy,P(0)=1t€[a,b]

o=
-

Beweis. (Beweis von 5.15) Es gilt

e — ¥ = min I+ Viy — x|

= min xX°—QBA)BP —x|, P =A(x-2x")

o€l

= min |(Iy—Q(BA)BA)(x"—x)|4 P(t) =1-1Q(t)
QP

= i P(BA)(x° —
Pepg;%):1| ( )(i x)|a

<||P(BA)||4]x°—x|4

Behauptung: |[P(BA)||4a < MaX;cq(pA) |P(1)]
Aus A = LLT folgt 6(BA) = 6(BLL") = 6(LTBL), also ||P(BA)||4 = ||P(LT BL)||». Somit
gilt

P(BA)||s=||P(LTBL)||; =  max = max |P(A

IP(BAA = IPLTBL) 2= max = |u|= max |P(2)]

48



	Iterationsverfahren für lineare Gleichungssysteme

