1 Anfangswertaufgaben — Existenz und Eindeutigkeit A\‘(IT

ruhe Institute of Technology

oy Seity eR, T >0, G RM Gebiet.
Zu einem Anfangswert uy € G und f € C([fy, t + T] x G,RM) suchen wir eine Lésung
u e C'([ty, ty + T], G) der Anfangswertaufgabe

uty = f(tu(t) te(to,to+T)
U(fo) = Up.

Fur u e C([ty, to + T], G) ist quivalent:
a) ueC'([ty,ty+ T],RM) und u lést AWA (1.1)

t
b) u lst die Integralgleichung u(t) = up + / F(s,u(s))ds far t € [tp. o+ T]
f

Sei f € CK([ty, ty + T] x G,RM), und sei u € C'([ty, ty + T], G) L&sung der Differentialgleichung
u(t)y="f(t,u(t)) farte (o, o+ T).
Dann gilt u € CK+([to, o + T]. G), und u¥) = () u erfilllt eine lineare Differentialgleichung

dO(t) = k() +AUI(t)  farj=1,..k
mit b; € C*([to, o + T],RM) und A; € CkI([ty, to + T], RM*M) abhangig von u, i, ..., ul=").
Fir j=1 gilt by (t) = D1 f(t,u(t)) und A (t) = Dof(t, u(t)).
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1 Anfangswertaufgaben — Existenz und Eindeutigkeit A\‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

as Zu R> 0 mit Br(up) :={zcRM: |z— up| < R} C G setze

Mg = max f(t,z)|.
R = et a2

Dann gilt fir jede Lésung u von (1.1)

lu(t) —w| < (t—t)Mp,  te [fmfﬁmi”{tm%}] '

; R
Im Folgenden sei T < e

wy ZUNeEN, th=ty+nt, 7= % ist der Eulersche Polygonzug uy € C([ty, ty + T],RM) mit
UN(t) = UN(tn—1 ) +(t* th—1 )f(tn—1:UN(tn—1 )) te [tn—1~,tn]a n=1,....N

v e C([to, t + T],RM) ist Lipschitz-stetig, wenn L > 0 existiert mit
lv(s)—v(t)|<L|s—t], s,tell,lo+T].
Die L-stetigen Funktionen bilden einen Banachraum C%([ty, t, 4+ T],RM)
mit Norm ||v]jo.1. = max{\lvl\m, sup M}
fp<s<t<ty+T 1S
ws Der Eulersche Polygonzug ist wohldefiniert in G, es gilt |un(t) — up| < (t— t)Mg und
llunllo, e < max{|ug| + R, Mg} .
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ruhe Institute of Technology

n Jede beschrankte Folge {vy: N € N} in C%'([ty, t + T],RM) besitzt eine konvergente
Teilfolge {vNk: k € N} in C([ty, o + T],RM), d. h. es existiert v € C([ty, t + T],RM) mit

lim [|vy, — V|| =0.
Jim vy, —v]

ws Die Folge {uy: N € N} aus (1.4) ist in C%'([ty, t + T],RM) beschrénkt. Sie besitzt eine
konvergente Teilfolge, die gegen eine Lésung u € C'([fy, t + T],RM) von (1.1) konvergiert.

wo FeC([ty, to+ T] x G,RM) ist in der zweiten Komponente Lipschitz-stetig in G
(erfllt eine L-Bedingung), wenn L > 0 existiert mit
f(ty)-f(tz)|<Lly-z., teltot+Tl y.zeG.
wo Sei f e C'([ty, ty+ T] x G,RM), G c RM beschrénkt und konvex.
Dann erflllt f eine L-Bedingung in G.
am Seien u,v € C'([tp, ko + T, G) Lésungen von (t) = f(t,u(t)) und v(t) = f(t,v(t)).
Wenn f eine L-Bedingung erfillt, dann gilt
lu(t) = v(t)] < exp(L(t—1t)) |u(t) —v(h)l,  tE[fo,lo+T]
w12 Wenn f eine L-Bedingung erflllt, dann existiert ein T > 0, so dass (1.1) eindeutig I6sbar ist.
ww Seien w,a,b: [fy, iy + T] — R stlickweise stetig, 0 < b(s) < b(t) flir s < t, und es gelte

d(t) < /tola(s)d(s) ds+b(t),  teltoto+T].

Dann gilt d(t) < b(t) exp ( /tta(s) ds) fir t € [to, to+ T)-
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1 Anfangswertaufgaben — Radioaktiver Zerfall

AT

Karlsruhe Institute of Technology

Table: Vergleich der Konvergenzordnung |c(t,) — ¢s| = O(N~F) = O(h,‘i,) im Zeitintervall [0,5730].

N exakt expliziter Euler impliziter Euler Mittelpunktsregel
4 0.50000 0.46711 0.52770 0.51266
8 0.50000 0.48431 0.51440 0.50323
16 0.50000 0.49233 0.50735 0.50081
32 0.50000 0.49621 0.50371 0.50020
64 0.50000 0.49811 0.50187 0.50005
O(1/N) O(1/N) O(1/N?)
N=5 N=100

o
. \/
0e

o = Znon0

nnnnn

15

Figure: Stabilitat der numerischen Approximation. Vergleich im Zeitintervall [0,57300] fir N = 5,100.
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2 Explizite Einschritt-Verfahren A\‘(IT

es Zur Funktion f € C([ty, t + T] x G,RM) definieren wir den Fluss
¢: 2Cllo,lo+TIxRsox G — RV
durch ¢(t,7,2) = v(t+ 1), wobei v € C'([t,t+ 1], G) Lésung einer AWA ist:
v(s) = f(s,v(s)) seltt+1]
vit) = =z
Wenn f eine L-Bedingung erfillt ist der Fluss eindeutig definitert.
22 Ein Einschrittverfahren wird durch eine Verfahrensfunktion
v [fo, o+ T]xRsox G — RrM
definiert: Zu Schrittweiten 7, = t, — t,_1 und ug € G setze
U =u" oty T, U™,
Wir setzen |t| = max, t. Der diskrete Fluss ist
o (t;7,2) =z4+1Y(t,7,2).
s Globaler Fehler: " = u(ty) — u"
Lokaler Diskretisierungsfehler: g" = rln (u(ta) — u(tn-1)) — ¥ (ta—1,Tn, U(th—1))
Es gilt g" = g(ty—1,n, U(tn—1)) mit

g(t,t,2) = %(¢(t,r,z) -z)—y(tt,2)= %((p(t,r,z) —0:(t,7,2)).
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s Ein Einschrittverfahren hei3t konsistent, wenn Iirrz)g(t,r,z) — 0 gilt.
T

Es heiBt konsistent von der Ordnung p, wenn |g(t,,z)| = O(zP) gilt.

Es heiBt konvergent, wenn lim max|e”| = 0 gilt.
=0 n

Es heiBBt konvergent von der Ordnung p, wenn max, |e"| = O(|t|P) gilt.

2o Wenn A > 0 existiert, so dass fur die Verfahrensfunktion gilt
ly(t,7,2)—y(t,t,y)| <A|z—y| telto,to+T], <1, 2z,yeg,
dann gilt

lt) 1< 0t0) -] 0xp (Ao ) + max g/ PN BT

e Verfahren von der Konsistenzordnung p sind konvergent von der Ordnung p.

@n Seien 6p >0, Up,zp >0 flirn= O .,N gegeben mit z, < (1 +6,,)z,7 1+ upfirn=1,....N.

(exp(A )—1) m|tAn_Z<$
j=1
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2 Explizite Einschritt-Verfahren A\‘(IT
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s Ein allgemeines Runge-Kutta-Verfahren mit S Stufen wird durch
Stitzstellen  ce RS (¢1 = 0 fur explizite Verfahren)
S
Gewichte beRS (Y bs=1)
1

o=
Koeffizienten & € RSS (as =0 fiir s < r firr explizite Verfahren)

definiert:
S 51
v(t,7,2) =Y bsks mit ks=Ff(t+cst, z+7 Y askr).
s=1 r=1
s
“% a) Ein explizites Runge-Kutta-Verfahren ist genau dann konsistent, wenn }" bs =1 gilt.
s=1

b) Wenn ein explizites Runge-Kutta-Verfahren die Konsistenzordnung p hat, dann gilt p < S.

S
=10 Wenn flir ein konsistentes Runge-Kutta-Verfahren cs = ¥ as, s=1,...,S gilt, dann ist es
r=1

invariant gegen Autonomisierung: Das Runge—Kutta—Verf;hren fir 4(t) = f(t,u(t)) in RM
entspricht dem Verfahren fir y(t) = F(y(t)) mit F(y) = (y4,1) und y(t) = (u(t),t) in RM x R.
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2 Explizite Einschritt-Verfahren A\‘(IT
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=12 Ein Runge-Kutta-Verfahren ist genau dann konsistent und von der Ordnung
p=1,wenn Ysbs=1 (1)
p=2, wenn zusétzlich YsbsCs= 3 2
p=3, wenn zusétzlich Ygbsc? =1 (3)
Y rbsasrcr = % (4)
p=4,wenn zusétzlich Ysbscd =] (5)
Ys.rbsCsasrer = % (6)
):.srbsasrcr = 12 (7)
Ys.r.tbs@srarct = i4 (8)
gilt.

= Wenn f eine L-Bedingung erfillt, dann erfillt die Verfahrensfunktion y fiir explizite
Runge-Kutta-Verfahren eine A-Bedingung in (2.4).

c| o
@1 Ein eingebettetes Runge-Kutta-Verfahren b' definiert zwei Verfahrensfunktionen
— T
S
v(t,7,2) =Y bsks, ¥(t,t,2) = Z bsks
s=1

und n(t,t,z) = y(t,1,z) — P(t,7,z) schatzt den lokalen Dlskret|3|erungsfehler g(t,7,2).
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2 Explizite Einschritt-Verfahren A\‘(IT
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S0) Wahlee >0,7>0,08¢€(0,1), M>0,7>z>0.
Setze t:=ty, u:= Uy, k1 = f(t,u).

S1) Setze

T T
ko = f(t+§,u+§k1)

T T
ks = f(t+§7u+§k2>
k4 = f(f+T,U+’L'k3)
v o= u+%(k1+2k2+2k3+k4)
ks = f(t+1,v)

1

no= gla—ks)

S2) Falls |n| <e, setze t:=t+1, t=min{t,fo+ T}, u:=u+ § (k1 +2ko +2kz +Ka), Ky := ks.
S3) Falls t >ty + T oder |u| > M STOP.
S4) Setze 1:=6 3 ﬁr.

Falls 7 < 7, setze 7:= t (oder STOP).

Falls T > 7 setze 7:=7 und gehe zu S1).
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2 Explizite Einschritt-Verfahren A\‘(IT
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=19 Sei f glatt und u Lésung einer AWA in [ty, fy + T].
Sei y ein Verfahren der Ordnung p, und sei u; die diskrete Lésung.
Dann existieren glatte Funktionen ap, 8,1, 8p+2,... mit aj(f) = 0 und
Uz () = u(t) + ap(1)7 + ap 1 () TP+ + -+ O(ePHK)
firalle kund t € ty+NotN[ty, o+ T].
e FOryo(t,1,2) = w(t+1/2,7/2,2+(1t/2)y(t,7/2,2)) gilt
a) Das extrapolierte Verfahren

1
v(67.2) = 5o (2Pveltn.2) -yt T.2)

hat die Konsistenzordnung p+1.
b) Der lokale Diskretisierungsfehler lasst sich durch

n(t7.2)= g (valt.0.2) - w(t,7.2)) = g(t,7.2) + O(zH)
schatzen.
Anwendung fir y(t,7,z) = f(t,z) und p=1: ay |6st die lineare AWA
ai(t) = Si(t) + DAL u(Dar(t),  a(0)=0.
Fur die Extrapolationen gilt
2up(t) —ue(t) = u(t)—(1/2)ap(t)e® +---+O(z'*5),
8Ur/a(t) —BUp(t) —uc(t) = u(t)—(13/8)as(t)t®+ -+ O(r'+¥)
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2 Explizite Einschritt-Verfahren A\‘(IT

Sei y(t,7,2) = f(t,2), y2(t+7/2,7/2,z+(7/2) f(t,2)), und
Vo1 (1,7,2) = Yok (t+7/2,7/2, 24 (7/2) yok (1,7/2,2)).
S0) Wahlee>0,7>0,6€(0,1),7>12>0,k>1.
Setze u:=ug und t := ty.
S1) Berechne fir k =1
Up = u+rtf(tu)
Uor = u+trtype(tir,u)  Upp =201 — Uno-
82) Berechne n= 1?2/(17_1(Uk—1,k — Uk—1,k—1)-
Wenn |n| < €, setze u:= Uy und t:= t+ 7 und gehe zu S5).
S3) Falls k = k gehe zu S5).
S4) Setze k := k+1 und berechne

Uk = u+rtyx(tt,u),
Ug = Z,(inq(QUk,/q —Uk-1j1)  (=1,..,K).
Gehe zu S2).
S5) Setze 7:= 6\3/%7.
Falls T > 7 setze 7:=7 und falls 7 < 7, setze 7 := 7 (oder STOP).
Gehe zu S1).
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3 Lineare Mehrschritt-Verfahren A\‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Zu t>0und t, = ty + nt seien up,...,ux_1 Naherungen fir die Lésung der AWA (1.1) zu den

Zeitpunkten fo, ..., tk_1. Ein lineares Mehrschrittverfahren definiert v, ... u" rekursiv durch

Zock ju" _rZﬁk M furn=k,... ,Nmit f/ = f(¢, ).
j=0

Far f sei eine L-Bedingung erfillt, und sei 7L|Bx| < 1. Dann konvergiert

k ) LS ;
— Z ak,,-u”*/ + Tﬁkf(tn, u™=1 ) +7 Z ﬁk,jfnﬂ
j=1 J=1

fur jedes u™° € G gegen die Lésung des Mehrschrittverfahrens.
Zu u e C'([ty, ty + T], G) definiere den lokalen Diskretisierungsfehler

18 Ko
== Y ok jultn) =Y Brju(tn)-
j=0 j=0
Seiu analytisch Dann giIt

"= ZCT/ u(t,,k)

K

mit Cy = Z a;und C; = Z Hoy— ) Y F=1B, fiir j > 0. Ein Verfahren ist konsistent
i=0 =0

von der Ordnung p, wenn CO Ci=--=Cp=0, Cp1 #0. Cpy1 heiBt Fehlerkonstante.
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3 Lineare Mehrschritt-Verfahren A\‘(IT
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ws Ein Mehrschrittverfahren ist konsistent von der Ordnung p, wenn der lokale
Dlskret|3|erungsfehler fur Polynome vom Grad p verschwindet.

o Sei x(x) = Z A = H (A =A)™ mit Ay # A, fur v # u und Z m, = k. Dann hat jede
v=1

v=1 =

Lésung (zn)p=o,1,2,.. der linearen Differenzengleichung Z ok_iZn_j =0 (n> k) die Form
i=0
r My_q ,
Z Z Vi )L” Die Koeffizienten ¢, ; sind durch zy,zy, ..., zx_1 bestimmt.

K .
@s Zu einem Mehrschrittverfahren definiere das charakteristische Polynom y(z) = Z oz
w9 Ein Mehrschrittverfahren hei3t stabil (0-stabil), wenn fir alle Nullstellen A; des
charakteristischen Polynoms gilt: |4;| < 1, und alle Nullstellen mit |4;| = 1 sind einfach.

w10 Wenn ein Mehrschrittverfahren nicht stabil ist, dann ist die diskrete Lésung fir ¢ — 0 fir fast
alle Anfangswerte unbeschrankt.

o Sei A e RK*K gine Matrix mit Spektralradius p = p(A), und fiir jeden Eigenwert A € 6(A) mit
|A| = p die algebraische Vielfachheit gleich der geometrischen Vielfachheit. Dann existiert
eine symmetrisch positiv definite Matrix S € RX¥ mit |Az|g < p|z|s = pVzT Sz fiir z € R,

C. Wieners: Numerische Methoden fiir Differentialgleichungen 13



3 Lineare Mehrschritt-Verfahren A\‘(IT

o Sei ue C'([ty, ty + T], G) Lésung der Anfangswertaufgabe (1.1)), fiir f sei eine
Lipschitz-Bedingung mit L > 0 erfiillt. Sei 75 > 0 mit 7oL|Bx| < 1 und 7 € (0, 7p].
Dann gilt firr ein konsistentes und stabiles Mehrschrittverfahren

|u™ — u(ty)] gK*( _max 1\u’?u(t,v)\exp(L*(tnftk))
—onag

exp (L*(th—tx)) — 1
,,,,, L*

flir n > k und Konstanten K*,L* > 0.

«» Wenn ein stabiles Mehrschrittverfahren konsistent von der Ordnung p ist und u', ..., u%~1 mit
einem Verfahren der Ordnung p— 1 berechnet werden gilt |u(t,) — u"| = O(7P).

Beispiele
A) Explizite Mittelpunktsregel

n>0:u' = u® +tf(fy,u°)
n>1:u"=u"2 4271

B) BDF(2)
n>0:18se 0=u' —u® —tf(t;,u")
n>1:16se 0= 3u"—2u™ "+ Lu"2 — 1f(ty, u")

C. Wieners: Numerische Methoden fiir Differentialgleichungen 14



4 Steife Differentialgleichungen A\‘(IT
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Die Lésung einer AWA & = f(t,u) in [0,0) mit u(0) = up heiBt stabil, wenn fiir alle uy
lu(t)] < C |uo]
gilt, und asymptotisch stabil, wenn fir alle uy gilt

lim |u(t)| =0.
t—so00

Fiir lineare AWA hat ein Runge-Kutta-Verfahren die Form u” = R(z,A)u"" mit

R(¢) = % und Polynomen P,QePgs.

Fur explizite Verfahren ist R ein Polynom.

P .
Wenn das Verfahren die Ordnung p hat, gilt: R({) =Y ;TC] +O(¢PHY.
j=0'"

Ein Runge-Kutta-Verfahren heiB3t A-stabil, wenn die linke Halbebene
C.={CeC: Re({) <0} ={CeC: |exp({)| <1}
im Stabilitdtsgebiet S = {{ € C: |R({)| < 1} enthalten ist.

Fir A-stabile Runge-Kutta-Verfahren gilt: Wenn die lineare AWA stabil ist, dann ist auch die

numerische Losung u” = R(tA)"uP stabil mit |u”| < C |u°| fir alle Schrittweiten 7 > 0.

C. Wieners: Numerische Methoden fiir Differentialgleichungen
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4 Steife Differentialgleichungen A\‘(IT
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Ein A-stabiles Runge-Kutta-Verfahren heiB3t L-stabil, wenn fir die rationale Funktion
R() = glim R(§) =0 gilt.

[

of . .
Sei ¢ 5T ein A-stabiles Runge-Kutta-Verfahren mit ag, = b,, r =1,..., S, und sei &/

invertierbar. Dann ist das Verfahren L-stabil.

A e RMM ist genau dann schiefsymmetrisch (d. h. AT = —A), wenn exp(tA) fir alle t € R
orthogonal ist, d. h. exp(tA) exp(tA)T = Iy.

Ein Runge-Kutta-Verfahren heiB3t reversibel, wenn R({) R(—-¢) =1.

Sei R rationale Funktion zu einem Runge-Kutta-Verfahren mit R({) =14 ¢+ O(£?), und R
habe keine Polstelle in C_. Dann ist &quivalent:

a) S={¢eC:|R()|<1}=C_
b) [R($)| =1 fir Re({) =0
¢) R(E)R(=¢) =1
Sei AT = — A schiefsymmetrisch und sei R rationale Funktion eines Runge-Kutta-Verfahrens

mit S = C_. Dann gilt:
R(zA) ist orthogonal und |u"|, = |u"~1|, fiir u” = R(zA)u"™".
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4 Steife Differentialgleichungen A\‘(IT
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w Eine Funktion f € C([ty, ty + T] x G,RM) heit monoton (in der zweiten Komponente), wenn
bzgl. einem Skalarprodukt (-,-)

(f(t,z)—f(t,y),z—y) =0 telto,to+T], zyeG.
gilt.

wm Eine AWA U(t) = f((t,u(t)), t € [to, fo + T] heiBt dissipativ, wenn —f monoton ist. Dann gilt fir
jede weitere Losung v(t) = f((t, v(t))

u(t) —v(t)] < |u(to) ~ V()] telo.to+T].
w2 Ein Einschrittverfahren y heiB3t B-stabil, wenn flr dissipative AWA
" — v < Uty
mit u” = u"" 4 T (o1, T, ™) und v = v Tw(t_y, Th, v gilt.
w19 B-stabile Runge-Kutta-Verfahren sind A-stabil.

w19 Ein Runge-Kutta-Verfahren heif3t algebraisch stabil, wenn
a) .4 =diag(bs)«/ + </ T diag(bs) — bb” positiv semidefinit
b) bs>0

«15 Algebraisch stabile Runge-Kutta-Verfahren sind B-stabil.
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4 Steife Differentialgleichungen A\‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

w19 ZU Stitzstellen 0 < ¢y < ¢ < -+ < cg < 1 definieren wir ein Kollokationsverfahren durch:
Bestimme ein Polynom P € Pg(RM) mit P(t,_1) = u™ " und

d .
EP(tn,s):f(tn7P(tn>s)) fir the=t,1+CsTn, S=1,..,8

und setze u" = P(t,) (falls diese Interpolationsaufgabe l6sbar ist).

w1 Das Kollokationsverfahren ist ein Runge-Kutta-Verfahren mit

1 Cs ) S t—c
bS:/ Ls(t)dt und as,:/ L(tat fir Le(t) =] .
Jo Jo r=1 Cs—Cr
r#s

«» Wenn die Quadratur (cs, bs) die Fehlerordnung p hat (d.h., die Quadratur ist fir Polynome
von Grad p— 1 exakt), dann hat auch das Kollokationsverfahren die Ordnung p. Fur die
GauB-Quadratur gilt p=28S.

w19 Die Kollokationsverfahren zur GauB3- und Radau-Quadratur sind B-stabil.
«20 Das Kollokationsverfahren zur Gau3-Quadratur ist reversibel.
Wenn die Differentialgleichung & = f(u) ein quadratisches erstes Integral
E(2)=2"Qz+bTz+e
erhalt, d.h., &(u(t)) = const., dann gilt auch fiir das GauB-Verfahren &(u") = &(u"™ ).

C. Wieners: Numerische Methoden fiir Differentialgleichungen 18



Karlsruhe Institute of Technology

4 Steife Differentialgleichungen — DAE-Systeme A\‘(IT

«2n Seien f, g stetig differenzierbar und D3g(ty, Ug, Vo) invertierbar. Betrachte
u=f(tuv), O0=g(tuyv), u(l)=uo, v(lo)=vo, g(t Up,vo)=0.

Dann existiert T > 0, sodass die DAE in [y, {y + T] eindeutig |6sbar ist.

. o .
@z Sei i‘b—r ein Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p mit as, = b, und
un un-1 S Ks
= b
( v ) ( yn=1 >+TS§ s( 0

( Ks >:< f(tn,s, U™, V™) ) us = "+ 1,) asrkr,

0 g(tns, u™s,v"e) vis = v 41,y agl.

mit

Dann gilt |(u",v") = (u(ta), v(ta))| = O(7P).
w2y Sei zusatzlich « invertierbar. Dann konvergiert die Runge-Kutta-Lésung zu
Ut =f(t,uf,ve), evi=g(t,ut,v®), u(th) =uo, v:(t) =W, 9(t,Up, W) =0

fir e — 0 gegen die Lésung von (4.22).

C. Wieners: Numerische Methoden fiir Differentialgleichungen



5 Randwert-Aufgaben: Lineare Randwertaufgaben A\‘(IT
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oo Zu l=[a,B], A€ C(L,RMM), be C(I,RM), By, By € RMM, g € RM betrachte die allgemeine
inhomogene lineare RWA (t) = A(t)u(t) + b(t) fur t € / und By u(a) +Bgu(B) = g.

Sei u° € C'(/) Lésung der inhomogenen AWA (°(t) = A(t)u®(t) + b(t) mit u®(er) = 0, und fiir
m=1,...,Mseien u™ € C'(/) Lésungen der AWA U™(t) = A(t)u™(t) mit u™(a) = ™.
Dann ist U(t) = (u' (t),...,u"”(t)) ein Fundamentalsystem, und fir jede Lésung von (5.1) gilt

(5.2

M
u(t)y=d®(t)+ Y ymu™(t)
m=1

mit y € RM als Lésung von (B, + BgU(B))y = g — Bou®(B).

Also gilt: Entweder, Q := By, + B,U(B) ist regulér (und damit (5.1) eindeutig l6sbar), oder Q
ist singular, d. h. falls Qy = g— B,u®(B) 16sbar ist, ist die Lésung nicht eindeutig, und sonst
existiert keine Lésung (Fredholmsche Alternative).

Sei u? diskrete Lésung der AWA (°® = Au® + b mit u®(a) = 0, und seien u7" diskrete
Lésungen der AWA 0™ = Au™, u™(a) = €™ fir m=1,..., M. Sei y; € RM Lésung von

Q:y: = g— Bpu?(b) mit Q; = By + Bg Uz (B) und U; = (ul,...,uM), und sei

ur =+ YM Ly mul. Es gelte [u(tn) — uP(tr)| = O(zP) fir m=0,...,m, t, = a4 nr.
Dann gilt: Wenn Q = B, + Bg U(3) regulér ist, dann existiert ein 7o > 0, sodass Q; fir 7 < 7o
regular ist, und es gilt fir die L6sung der RWA

|U(tn) - Uf(tn)| = O(’Cp).

(53
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5 Randwert-Aufgaben: SchieB-Verfahren A\‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

o Seien I =[a,B], f € C(IxRM RM) und g € C(RM x RM,RM) gegeben.
Dann lautet die allgemeine RWA:
Bestimme v € C'(/,RM) mit U= f(t,u)in /= [a,B] und g(u(a),u(B)) = 0.

Sei f € C'(/ x RM,RM). Dann ist die Lésung u(-; v) der AWA i(t; v) = f(t,u(t;v)) mit
u(a; v) = v nach v differenzierbar mit J(t) = Dyu(t; v) € C'(/,RMM),
J erfillt die lineare Matrix - AWA

J(t) = Daf(tu(t;v))J(E)  J(a)=In

(5.5

; PR Ky _ ot
und es gilt J(t)e 7g@05(u(t,v+5e )—u(t; v)).

SchieB3-Verfahren fir allgemeine RWA

S0) wéhle Startwert v e RM

S1) berechne Approximation u¥ der AWA mit u(t; v) = f(t,u(t;v)) und u(e; v) = v
berechne G(v) := g(v,u(B;v))
falls |G(v)| klein genug: STOP

S2) berechne eine Approximation AG von DG(v) spaltenweise:

Fir 6 >0 und e* setze AG(v)e* = % (G(v+8€¥) - G(v))

S3) berechne v:=v— (AG(V))’1 G(v). Gehe zu S1).
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5 Randwert-Aufgaben: Mehrzielmethode A\‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

S0) Waéhle eine Zerlegunga =1ty <t <--- < tg = .
Wahle Startwerte v = (0, ..., v/) ¢ RM(A+1),
S1) berechne Approximation u” der AWA mit

Ur=f(tu"), u(t_q)=vT.

berechne G(v) := (G(Vv))=o....g Mit Go(v) = g(v°,v?) und
Gr(v)=U"(t;)—Vv furr=1,..,R.
falls |G(v)| klein genug: STOP

S2) berechne eine Approximation AG(v) von G'(v).

S3) berechne v:=v— (AG(V))’1 G(v). Gehe zu S1).

65 Flrlineare RWA U = Au+ f mit Byu(a) 4+ Bgu(B) = g gilt:
Wenn die RWA eindeutig l6sbar ist, dann ist die Matrix DG(v) regular.

Far allgemeine RWA & = f(t, i) mit g(u(e), u(B)) =0 gilt:

Wenn die RWA eine isolierte Lésung besitzt und f, g hinreichend glatt sind,
dann ist G differenzierbar und die Matrix DG(v) in einer Umgebung der Lésung regulér.
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6 Finite Differenzen A\‘(IT

e FOr o u(x) = & (u(x+h) — u(x)) gilt [dpu(x) — ' (X)| < § AllL" [l
Fir dpu(x) = g5 (u(x + h) — u(x — h)) gilt |dpu(x) — u'(x)| < & H? ||U"|-o.

Far 8h/2u(x) # (u(x+h) —2u(x) + u(x — h)) gilt |8h/2u(x) —u"(X)| < 15 PP |[U"|oo.

2 Sei Q =[a,p] ein Intervall, p e C' (e, B) mit p(x) >0 und q,r € C(a, B). Fir
ueC?(a,B)NCla,B] ist Lu = —(pu') + qu’ + ru der Sturm-Liouville-Operator.

s SeiN>0und h= ﬁl:r(:’ Xn=0a+nh, & ={Xg,...,XN+1}-
Zu einer Gitterfunktion u”: A — RN+2 betrachte die Differenzengleichung Lpu" = " mit

Lpu"(Xn) = —0pj2(0Oh2u") (Xn) + Q(Xn)Int" (Xn) + r(Xn)u"(Xa), n=1,...N

und Up = Uny1 = 0. Setze ||u"]wn := max |u"(xp)|.
0 = UN+1 ([T [ 1SHSN‘ (Xn)I

©»  a) Ein Differenzenverfahren heif3t konsistent von der Ordnung p, wenn fir die
Interpolation /pu (mit (/hu)(Xa) = u(xs)) der exakten Lésung u gilt:
ILp(Ihu) — InLu||e,n = O(HP).
b) Es heiBt stabil, wenn HL;1 |lo,a < C unabhéngig von 0 < h < hy.

s Das Differenzenverfahren (6.3) sei konsistent von der Ordnung p und stabil.
Dann ist es konvergent, d.h. ||u" — U« » = O(AP) fiir h — 0.
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6 M-Matrizen

Fir Ae RV<N gelte:
a) Aist stark diagonal dominant, d.h.

N
Y, JAnKl<|Alnnll,  n=1,...N
k=1,k#n
und es existiert ein j € {1,..., N} mit
N

Y ALK <AL

k=1,k#j

b) Aist irreduzibel, d.h. zu jedem Paar j # n existiert eine Folge j = jo, j1,Jo,-

A[j1 7j0] ;é 07 A[j27j1] ;é 07 (KRR} A[jﬂvjﬁfd # 0.
Dann gelten:

1) Aistregular.

2) Falls A[n,n] >0 fur n=1,...,N, dann ist A positiv definit,
d.h., z" Az > 0 fir alle z € RM\{0}.

3) Falls A[n,n] >0und A[n,k] <0 firn,k=1,...,Nund n# Kk,
dann gilt A= >0, d.h. A~"[n,k] >0 firalle n,k=1,...,N.

Eine solche Matrix hei3t M-Matrix.

C. Wieners: Numerische Methoden fir Differentialgleichungen
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6 Finite Differenzen A\‘(IT

Betrachte die elliptische Gleichung u = f in Q = (0,1)? C R? mit u = 0 auf IQ.
Definiere zur Schrittweite h> 0

1
m
Sei Q= hZ?NQ, Qp = hZ2NQ, 0, = hZ2NIQ.
Fur Gitterfunktionen V' = {u": Qp — R mit u”'(x) = 0 fir x € 9Q,} definiere

B xe) = 7 (4u(x1,3) +U(x) = h.xe) +U(xs +h.xe) + Ut Xz = h) 4+ U(x 3o + ) ).

h _ h
4702, —)T(T;%ﬁu ()]
s Wenn u genligend glatt ist, dann gilt [u"(x) — u(x)| < CH?(||95 U] + || 95 U|-o) fUr X € Q.

Nun betrachte die parabolische Gleichung & — Au = fin Q x (0, T) mit u = 0 auf dQ und dem
Anfangswert u(0) = up.
Zur Zeitschrittweite t > 0 und t, = nt definiere f"7(x) = f(x, t,) fir x € Q, und

1
;(Uh‘nf Uh’n71> 7Ahuh’n = fh'nv uhA'O = UO(X)'

«n Wenn u genugend glatt ist, dann gilt fir x € Qj im Zeitschritt n

U"7(x) = u(x, ta)| < Cta(+ 1) (1|0} ||+ |05l + |07 u]|-)
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6 Finite Differenzen A\‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Betrachte die hyperbolische Gleichung —pii —divkVu = 0in (0,1)2 x (0, T) mit u = 0 auf 9Q.
Sei ¢ = \/p/k die Wellengeschwindigkeit und y = (v,0) mit v =0 und o = xVu, d.h.

pv = divo,
6 = Vv
Definiere zu Schrittweiten h > 0 und t > 0 die Punkte x; x = (jh,kh) und t, = nt fir j,k € %No.

Nun approximiere v an xj zum Zeitpunkt t,, 64 an Xj 12  zum Zeitpunkt t,, 1 /2
und oz an X; x4 1,2 zum Zeitpunkt ¢, 1,2 mit zentralen Differenzen:

(i) = (ool +L (oo ii %)
xlr <0/T11//2?k "/111//22,() :7 (VjZLLk - Vjﬂ) 3 ( /¥$/2 Kt 0+1//2 k) =0 1/0k
% <Gjr.7l::1/?2 Cf,”kl1/§2> :7 (‘/jr,7k+1 - Vj’/l) ; ( /f/z Kt 0+1//2 k) = c$]+1/2 B
Definiere 5= 3y ( ViRl 5 "T11//22k<’,111//22k +x7lg jnlj-:{?chnkl{Z)
oo Esgilt &M= &1,
«s Sei 6 =ct/h<1/2. Dann gilt &" > 0.

«o Sei 8 = ct/h < 1/2. Wenn die Lésung (p, o) geniigend glatt ist, gilt fiir den Fehler O(t? + H?),
und der Fehler wachst in der Zeit mit t,.
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7 Variationsmethoden A\‘(IT

Zu einer Zerlegung a = xg < X1 < --- < Xk41 = B definiere h = max xx — x,x_1 und
Vi = {vh € Cla, B]: va(@) = vn(B) =0 und Vp|px, , 5] €P1}.

Zu p,q,r: (a,B) — R definiere

K+1 X !l / ﬁ
a(v,w)=Y, /X (pv'W +qv'w+ rvw) dx, Z(v):/06 fvadx.
—1 /XK1

Dann gilt fur jede Lésung u von —(pu’)’ + qu’' + ru = f und jede Testfunktion v mit
V(ar) = v(B) =0
a(u,v)=1£(v).

e Sei ||v]jo = ff [v[? dx die Norm in Lo(at, B), und sei [|v]|y = /||V/|2 + || v|]3.
a) Sei Cp= (B — ). Esgilt vl < Cp |V} llo fUr vh € Vi
b) Es gilt |((vh)| < [|fllo]|Vallo fir vh € Vh.
c) Es existiert C3 > 0 mit |a(vy, wn))| < Cal|Vpllol|whllo fir va, wh € V.
d) Sei zusétzlich p—po > p1 >0und po+ Cp(r—1q') > ps.
Dann existiert ¢y > 0 mit |a(vi, viy)| < Go || V|13 fiir viy € V.
Unter der Bedingung d) existiert eine eindeutige Galerkin-Approximation up € V), von
a(un, vh) = €(vh) vh € Vp.
7.2) Es gllt HU—UhH1 < C inf VheVy, HU— Vh“«].
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7 Variationsmethoden A\‘(IT

X
Sei V={veCCla,f]: v(x)= / w(y)dy mit w € Lp(a,8) und v(B) =0}.
Ja
wa Vist ein Hilbertraum mit Norm | - ||, und es gilt ||v||o < [|V/[|o fir alle v e V.

+o Seien a(-,-) und £(-) beschréankt in V, und a(-,-) sei elliptisch, d.h. a(v,v) > c||v|[3 fur v e V.
Dann existiert eine Lésung u € V von a(u,v) =¢(v) firve V.

75 Sei zusatzlich v’ € Ly(a, B). Dann gilt ||u— upll1 < Ch|jU"||o.

=5 Wenn zuséatzlich p,p’,q,r € Cla, 8], dann existiert C > 0 mit ||u”||o < ||f|lo mit C unabhangig
von f, und es gilt ||u— upllo < CH?|[U" |o.

Nun betrachte —eu” + u' 4+ u = f. Zu & > 0 definiere
B B
a(;(v.,w):/ (eV'W' + (V' 4+ v)(w+8w')) dx, Z(;(v):/ f(v+6v')dx.
Jao Jao

7o Sei h>eund § = h<1. Dann gilt |Ju— ul|s < CH*2||u"|jo.
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