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Aufgabe 30: 1 + 1 4+ 2 = 4 Punkte
Die Tschebyscheff-Polynome T, : R — R sind durch die folgende Drei-Term-
Rekursion definiert:

To=1 Ty ==z Thi1=22T,—-1T,, firneN
(a) Zeigen Sie: Fiir alle n € N und alle z € R gilt:
cos ((n + 1)z) = 2cos(x) cos(nz) — cos ((n — 1)x)
Hinweis: Fiir alle z,y € R gilt cos(x 4 y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y).
(b) Zeigen Sie: Fir alle n € Ny und alle a € R gilt:
T, (cos(ar)) = cos(na)
Hinweis: Benutzen Sie die Teilaufgabe (a).

(c) Zeigen Sie: Fiir alle n € Ny und alle z € R gilt!:

1= (VD) (o 1))

Aufgabe 31: 2 4+ 4 = 6 Punkte
Sei I = [a, b] ein nicht-leeres Intervall, 2o € R\ I und n € Ny. Betrachten Sie das
folgende Minimaz-Problem: Gesucht ist ein Polynom P, € P, mit P,(z) = 1 und

max |P,(z)| = min max|P(z)|.
zel P(zg)=1 z€l
PeP,

-Bitte wenden!-

'Dabei sei /—1 =i gewdhlt.



Sei die affine Transformation ¢ : R — R definiert durch ¢(x) = 27= — 1. Ferner sei
das modifizierte Tschebyscheff-Polynom T}, : R — R gegeben durch

. B (T, ot) (x)
5le) = 02, o 0) (a0)

~

T,

Vre R

(a) Zeigen Sie: T),(t(zo)) # 0 und max,es = (T, o t) ()| "

(b) Zeigen Sie: T, ist eine Lésung des obigen Minimax-Problems.
Hinweis: Fiihren Sie einen Widerspruchsbeweis. Zeigen Sie, dass ansonsten das
Polynom T,, — P € P, mindestens n + 1 Nullstellen hétte.

Hinweis: Fiir beide Teilaufgaben ist es niitzlich, zuerst alle Null- und Extremal-
stellen des Tschebyscheff-Polynoms 7;, in [—1, 1] zu bestimmen. Benutzen Sie dazu
die Teilaufgabe (b) der Aufgabe 30.

Aufgabe 32: 1 + 1 + 2 = 4 Bonuspunkte

(a) Zeigen Sie: Die Funktionenfamilie 7 = {z +— exp(inz)|n € Z} bildet ein Or-
thogonalsystem in L*([—m, x|,C), d.h.:

/ exp(inx)exp(imz)dx = 0 (Vm,n € Z mit m # n)

—T

(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a): Die Funktionenfamilie . = {z — cos(nx)|n € Ny}
bildet ein Orthogonalsystem in L?([0, 7], R), d.h.:

/ cos(nx) cos(max)dx = 0 (Vm,n € Ny mit m # n)
0

exp(iz)+exp(—iz) ‘

Hinweis: Fiir alle z € R gilt cos(z) = 5

(c) Zeigen Sie: Die T'schebyscheff-Polynome bilden ein Orthogonalsystem beziiglich
des durch

b
(u,v), = /1 ﬁu(x)v(x)dx

definierten gewichteten Skalarproduktes.

Hinweis: Substituieren Sie im obigen Integral z = cos(«).

http://numhpc.math.kit.edu/1375.php



