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Aufgabe 28:
Sei A € R¥? eine symmetrische, positiv definite Matrix, b, zo € R?. Definiere
ro = b — Axg. Betrachten Sie fiir m € {1,...,d} den Krylow-Raum

K,, = span {7“0, Arg, ... ,Amflro} .
Sei y € K, und x = xg + y. Zeigen Sie:
(a) r:=b— Az € K11
(b) Ist r L K, und A"ry € K, so ist r = 0.

Lésung:

(a) Nach Voraussetzung existieren Koeffizienten ay, ..., a,,_1 derart, dass

gilt. Daher folgt:

r = b— Ax
b— Axy+ Axg — Ax
ro + A(xg — )

m—1
= 1+ A (Z A”T())

n=0

—
N

= 7o+ Z Arg € Ky

n=1
(b) Wegen A™rq € K, folgt K,, = K,,41. Nach (a) ist also r € K11 = K.
Wegen r L K,, ist insbesondere (r,7) = ||7||* = 0, also r = 0.
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Aufgabe 29:
Betrachten Sie das folgende Anfangs-Randwert-Problem

U — Uy = O in (0,00) x (0,00)
uw(0,t) = h(t) firte (0,00)
u(z,0) = 0  fir z € (0,00)

mit einer differenzierbaren Funktion h : (0,00) — R, deren Ableitung hochstens
exponentielles Wachstum besitzt.

(a) Zeigen Sie, dass die durch

(e, t) = \/g/oo exp (-%2) h (t - 2"””'—;) ds 2)

definierte Funktion w : [0, 00) X [0,00) — R das Problem 16st.

(b) Ist uy in (0, 00) % (0, 00) beschriankt? Falls nein, welche zusétzliche Bedingungen
an h garantieren die Beschranktheit von u,?

Lésung:

Wir zeigen zunichst, dass das Integral in (2) existiert: Seien dazu x,t € (0, 00)
beliebig aber zunéchst fest. Nach Voraussetzung, ist A" auf jedem beschrankten In-
tervall (0,.5) mit S > 0 beschrankt. Insbesondere ist h Lipschitz-stetig auf (0, .5).
Damit besitzt h eine eindeutige stetige Fortsetzung auf [0, co) (vergleiche zur Kon-
struktion etwa Aufgabe 18 (b)). Der Kiirze wegen, bezeichnen wir diese stetige
Fortsetzung ebenfalls mit h. Die stetige Funktion A ist auf dem Kompaktum [0, S|
beschrénkt, etwa |h(s)| < Cy = C1(9) fur s € [0,5]. Es gilt

0 2 22 0 2
/ exp(——= | h|({t—=—||ds < max |h(s)|/ exp | —— | ds
x 2 282 s€[0,¢] 0 2
V2t
< Cl (t)\/g < 00,

was die Existenz des Integrals in (2) sicherstellt.

(a) Wir weisen nach, dass u der Anfangswertvorgabe geniigt: Sei (z,,t,)nen €

(R X RF)™ mit (2, t,) — (20,0) als n — oo fiir ein 2o > 0. Dann ist 3 — 00

fiir n — oo. Als konvergente Folge ist (¢,),en beschrankt, etwa 0 < ¢, < T fiir



alle n € N. Es gilt:

2 [ s x?
2 0 2
< 20 () / exp (—S—> ds
n Tn 2
V2tn
2 o] 2
< —C’l(T)/ exp (—8—) ds
moni)(onv. 0

Jetzt weisen wir nach, dass u der Randwertvorgabe geniigt: Sei dazu (2, t,)nen €

(R x RY)N mit (2,,t,) — (0,%0) als n — oo fiir ein ¢y > 0. Dann ist \/x% — 0

fiir n — oo. Es gilt:

(o, t) — h(t)] = |1/2 Oo exp (—32> h (tn - m—%) ds — h(to)

2 [ s? z2
< \/j e (—5) ‘h (tn — 2_32) — h(tp)| ds
V2in
:c»,tln 2
1h(to)] /“2* exp <—S_> ds
0 2
2 [ s 2
< z _Z _m)
< W/In exp( 2) ‘h (tn 232) h(to)|ds

—0 (majorisierte Konvergenz)

T

6 2
+ |h(to)] /ﬁ exp (—%) ds
0

TV
—0 (monotone Konvergenz)

— 0

Schlieflich zeigen wir, dass u der Differentialgleichung geniigt: Da wir Wenig
iiber die analytischen Eigenschaften von h wissen, iiberfithren wir zuerst das
Integral in (2) in eine Form, in der die z- und t-Abhéngigkeit sich moglichst
auf die Exponentialfunktion beziehen (Substitution). Betrachte dazu die Ab-



bildung 7" : (0,%) — (5;,00) definiert durch
T

Ty) = —=—— (e (0,1)).
2(t —y)
Sie ist invertierbar, wobei die Inverse durch
2

e B (o ()

T'(y) = 2t >0 (y€(0,t)),

ist T ein Diffeomorphismus. Nach der Substitutionsregel gilt:
u(z,t) = \/g/:o exp (—%) h (t - ;—;) ds
= \[/ s " (s ) o
= 2 e (i ) ey

- ﬁ / o (‘4<t$—2 y>) <th_(yy)>3 v

Definiere dazu die Funktion f : R x R x R durch

gegeben ist. Wegen

2?2 X
exp <—4(T_y)> — falls y < 1

flz,my) = -
0 falls y > 7

Es ist evident, dass f € C®(R" x {(r,y) € R?*|y 7é 7}). Wie in Analysis I
zeigt man (Verglelche dort den Beweis zu z — exp (&) € C*™(R)), dass sogar
feC®R" xR xR).

Kettenregel und Differentiation von Parameterintegralen liefern nun alle benotigten
partiellen Ableitungen:

(i)

ety = %ﬁ | st tmta
1 1 [tof
— mf(g;,t,t)h(t) N —=(z,t,y)h(y)dy

_ ﬁ /Otexp (—4(f_y)) <4(ti> - g)h(y)dy

[SIEN]
DO
—
~
|
NS
N—



(i)

%(%t) — 2\1/_ gf(xt’y)h(y)dy

) m/ o (‘45—2 y>> <<t —1y>% It i)?) 1o

0%u 1 oS
2y7 )y Oxdx

1 ‘ z? 3 x x
N ﬁ/o o (_4(1?—1/)) (4(t—y) Cot—y)? (t—y)3> My)dy

A=) (4@ =T 3—y>> o

(b) Wir formen den Ausdruck fiir 2 5¢ mit Hilfe der partiellen Integration um zu:

(iii)

(z,t,y)h(y)dy

[SIEN]

[SIEN]

Ou 1 [tof

@t = g | gt whlndy
1 [t
- =] 2 (ot h(y)dy
art. Int. _1 =t 1 ' ah
part.! aum P @t bWl + 5o | flaty)g w)dy

S (-Z-i) t%h(ow% Cexp (“4@56_21,))(:}1’;));@
)tﬁ \f / exp( )T'< )1 (y)dy
RONE TN

Betrachte den Fall h(0) > 0, ' > 0. Sei (t,)neny € RT mit ¢, — 0 fiir n — oo.
Dann gilt:

1\ 2(0) e

vl 2 g () 525

Also ist die Kompatibilititsbedingung h(0) = 0 notwendig, damit u; beschrénkt
bleibt.



Betrachte, unter der obigen Kompatibilitatsbedingung, den Fall &' (y) = M exp(yy)
fiir feste M > 0,y € Rund alley > 0. Sei z > 0 und (¢, )pneny € R mit ¢,, — oo
fiir n — oco. Es gilt

2 [ s?\ x?
lu(z,t,)| = \/;/ﬂmT exp <—5> h <tn - %) ds

n—00

— oQ,

wenn v > 0.
Insgesamt also: u; ist beschréankt, falls 2(0) = 0 und A’ € L>®(R™).

http://numhpc.math.kit.edu/1375.php



