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1 Mathematik als Wissenschaft

1.1 Mathematik entdecken

Mitten im Schwarzwald liegt Oberwolfach. Auf den ersten Blick ahnt man nicht, welche
groRe Bedeutung der kleine Luftkurort fir die Mathematik hat. Das Tagungsinstitut
in Oberwolfach gehért zu den bedeutendsten Einrichtungen mathematischer For-
schungen weltweit. An 50 Konferenzwochen im Jahr wird es zu einer internationalen
Begegnungsstatte fur Mathematiker. In dem 2.700-Seelen-Ort finden unterschiedli-
che Veranstaltungen statt: von Seminaren fur Doktoranden bis hin zu dem intensi-
ven Abschlussseminar, in dem sich die deutsche Mannschaft auf die Internationale
Mathematik-Olympiade vorbereitet. Das Institut verflgt Uber eine exzellente Bibliothek.
Und die ruhige und zugleich anregende Atmosphéare dort hat den Ruf, die Erkenntnis
der Wissenschaftler besonders zu férdern. Gerhard Frey und Ken Ribet diskutierten in
Oberwolfach beispielsweise wichtige Schritte zum Beweis des Grof3en Fermatschen Sat-
zes. Oberwolfach ist einer von vielen Orten, an denen in Deutschland Mathematik
~.gemacht” wird. Und es ist zugleich ein Ort, an dem fir den Beobachter die Fas-
zination von Zahlen und Formeln splrbar wird. Neben dem Tagungsinstitut im Schwarz-
wald gibt es zahlreiche weitere wissenschaftliche Einrichtungen in Deutschland, die
dazu beitragen.

1.2 Die Forschungslandschaft in Deutschland

Im Bereich der reinen Mathematik zdhlen in Deutschland unter anderem die Stand-
orte Berlin, Bonn, Gottingen, Minchen und Minster zu den Adressen mit Weltruf. In
Bonn sind es mit der Universitat und dem Max-Planck-Institut gleich zwei Institutionen,
die das internationale Ansehen der deutschen Mathematik mitpragen. Das 2006 im
Rahmen der Exzellenzinitiative aus der Taufe gehobene Hausdorff Center for Mathe-
matics wird diesem Wissenschaftsbereich in Bonn einen weiteren Schub geben. Ma-
thematische Grundlagenforschung und ausgewahlte Anwendungen sollen dort paral-
lel vorangetrieben werden. Der Exzellenzcluster fordert die Vernetzung und
Kooperation von Forschungseinrichtungen, um die Spitzenleistungen international
noch besser sichtbar zu machen.

Im Bereich der angewandten Mathematik hat sich Deutschland in den vergangenen
20 bis 30 Jahren eine filhrende Position erarbeitet. Auf verschiedenen Gebieten wie
der Numerik, der kombinatorischen Optimierung (die mathematische Methoden zum
Beispiel zur exakten LOsung grofier Planungs- und Logistikprobleme bereitstellt) und
der Finanzmathematik sind deutsche Wissenschaftler maf3gebend. Daflr sorgt auch
die gute Vernetzung: In Berlin kooperieren zum Beispiel die Mathematikinstitute der drei
Universitaten eng mit zwei weiteren Forschungsinstituten fiir angewandte Mathematik,
dem Weierstra3-Institut fir Angewandte Analysis und Stochastik (WIAS) und dem
Zuse-Institut Berlin (ZIB). Als gemeinsames Projekt aller finf Berliner Institutionen
wurde 2001 das Matheon gegrindet, ein Forschungszentrum der Deutschen For-
schungsgemeinschaft, das sich der ,Mathematik fir Schlisseltechnologien® widmet.
Im Jahr 2006 grindeten die drei Berliner Universitaten dariber hinaus im Rahmen
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der Exzellenzinitiative von Bund und Landern gemeinsam die Graduiertenschule Berlin
Mathematical School, die seit Herbst 2006 ein gemeinsames Promotionsprogramm
fur deutsche wie internationale Studierende bereitstellt.

Weitere wichtige Standorte der angewandten Mathematik sind unter anderem das Max-
Planck-Institut fir Mathematik in den Naturwissenschaften in Leipzig, die Technische
Universitat Midnchen, die Technische Hochschule Aachen, die Universitat Bonn, die
Universitat Heidelberg, das Forschungszentrum Jilich und die Technische Universitét
Kaiserslautern sowie das Fraunhofer-Institut fir Techno- und Wirtschaftsmathematik
in Kaiserslautern und das Fraunhofer Institut fir Algorithmen und Wissenschaftliches
Rechnen in Sankt Augustin. Dabei bauen die Mathematiker in Deutschland auf eine ex-
zellente Infrastruktur. Hochstleistungsrechner der neuesten Generation stehen fir An-
wendungen des wissenschaftlichen Rechnens zur Verfiigung. So betreibt das For-
schungszentrum Jilich seit Herbst 2007 den zweit schnellsten zivilen Supercomputer der
Welt. Das Bundesministerium fur Bildung und Forschung (BMBF) férderte allein im
Jahr 2007 31 Projekte im Bereich der angewandten Mathematik durch den BMBF
Forderschwerpunkt ,Mathematik fir Innovationen in Industrie und Dienstleistungen®.

Immer mehr wird auch das Potenzial mathematischer Methoden in den deutschen
Unternehmen selbst genutzt: So basieren die Erfolge deutscher Firmen unter ande-
rem auf erstklassiger Forschung in den Unternehmen selbst: Bereiche wie Software
und Telekommunikation, Finanz- und Versicherungswirtschaft kdnnen heute als ,ma-
thematische Industrie® angesehen werden. lhr Erfolg beruht zu einem wesentlichen
Teil auf erfolgreicher Unternehmensforschung wie auch auf geglicktem Wissen-
stransfer von Universitaten und 6ffentlichen Forschungsinstituten in die industrielle Pra-
Xis.

Auch jenseits der reinen Mathematik und ihrer Anwendungen verflugt die Wissen-
schaft rund um Zahlen und Formeln in Deutschland Uber starke Strukturen. Das
Berliner Biro der International Mathematical Union (IMU) ist ein Beleg dafiir: Der Dach-
verband der nationalen Mathematikgesellschaften zog im Jahr 2006 von Princeton nach
Berlin.

Die Exzellenz der deutschen Mathematik zeigt sich jedoch nicht nur an dem Anse-
hen der Spitzenforscher, sondern vor allem auch an der Férderung des Nachwuch-
ses. Damit setzt Deutschland bewusst seine besondere Tradition fort, die das Land
schon seit Jahrhunderten mit der Mathematik verbindet.

1.3 Die Geschichte der Mathematik in Deutschland

GroRe Namen belegen die historische Bedeutung der deutschen Mathematik. Gott-
fried Wilhelm Leibniz (1646—-1716) ersann schon im 17. Jahrhundert nicht nur die Analy-
sis, sondern auch das Dualsystem sowie eine Maschine, mit der er mathematische
Berechnungen vornehmen konnte. In der ersten Halfte des 19. Jahrhunderts war
es Carl Friedrich Gaul3 (1777-1855), der die Wissenschaft in Deutschland entschei-
dend voranbrachte. Ihm verdanken wir Fundamentales zur Zahlentheorie, aber auch



die Gaul3sche Glockenkurve der ,Standardnormalverteilung”. Spater war es David
Hilbert (1862-194 3), der von Goéttingen aus die Richtung der Mathematik mitbe-
stimmte: Unter seiner Regie wurde die niedersachsische Universitatsstadt zu einem
Weltzentrum der Mathematik. Viele weitere wichtige Namen wie Georg Cantor (1845—
1918), Felix Klein (1849-1925), Emmy Noether (1882-1935), Bernhard Riemann
(1826-1866), Karl Weierstrall (1815-1897) belegen: In Deutschland hat die Mathe-
matik eine Heimat.

Eine Zasur stellt die Zeit des Nationalsozialismus dar — fur die Mathematik min-
destens so gravierend wie fur alle anderen Wissenschaften auch. Im Bereich der reinen
Mathematik war Deutschland vor dem Zweiten Weltkrieg fihrend. Durch die Ver-
treibung und Ermordung judischer Mathematiker und die Zerstorung der Strukturen in
der Wissenschaftslandschaft wahrend der Zeit des Nationalsozialismus ging diese
Fuhrungsposition verloren. Ab den flnfziger Jahren des 20. Jahrhunderts gelang es in
Deutschland jedoch mit viel Hilfe und Unterstitzung aus dem Ausland, eine neue und le-
bendige Forschungslandschaft aufzubauen.

1.4 Mathematik und ihre Anwendungen

Die Mathematik ist von elementarer Bedeutung fir viele Arbeitsfelder. Sie ist die Grund-
lage aller modernen Naturwissenschaften. Ganz besonders deutlich ist dies in der Physik
— zum Beispiel in der Allgemeinen Relativitatstheorie (Theorie der Gravitation) von Al-
bert Einstein, aber auch in der Quantenmechanik und ihren Fortentwicklungen so-
wie in der Physik der Elementarteilchen. So ist Mathematik die Basis aller ernst zu neh-
menden Versuche, Quanten- und Gravitationstheorie gemeinsam zu betrachten und zu
verstehen.

Vor diesem Hintergrund wird deutlich, warum schon 1960 der Physiknobelpreistra-
ger Eugene Wigner von der ,unerklarbaren Effektivitdt der Mathematik in den Na-
turwissenschaften* sprach. Und diese Bedeutung nimmt stetig zu. Denn mathemati-
sche Methoden sind in den letzten Jahren tief in andere Fragestellungen eingedrungen,
zum Beispiel in den Bereich der mathematischen Biologie. Das gilt auch fir die organi-
sche Chemie und die Pharmazie. Auch dass die Sequenzierung des menschlichen Ge-
noms, die vom Human Genome Project fir 2010 angepeilt worden war, bereits
2003/2004 abgeschlossen werden konnte, verdanken die Molekularbiologen in we-
sentlichen Teilen mathematischen Algorithmen. Diese Verfahren waren es, die bei
der effektiven Suche von Gensequenzen halfen. Und selbst einfache Rontgenaufnah-
men sind heute ohne Mathematik nicht mehr mdglich — ganz zu schweigen von
Aufnahmen in der Computertomografie und anderen bildgebenden Verfahren. So ist die
Mathematik eine Schlisseltechnologie fur den Fortschritt in der Medizin — wie auch in
vielen anderen Bereichen.

Die Mathematik ist zu einem wichtigen, aber oftmals wenig sichtbaren Wirtschafts-
faktor geworden. Dies belegt unter anderem die fortschreitende Mathematisierung
der Ingenieurwissenschaften. In diesem Bereich waren viele neuartige Produkte,
wie etwa die Mobiltelefone der neuesten Generation, nicht mdglich. Die Erforschung
von Zahlen und Formeln und die Entwicklung moderner mathematischer Methoden sind
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im digitalen Zeitalter Voraussetzung fur moderne Hightech-Produkte und Schlissel zu
immer mehr Innovationen. So steckt hoch entwickelte Mathematik in der GPS-Techno-
logie vieler Navigationsgerate. Sie sorgt dafiir, dass Autofahrer heutzutage auch ohne
Ortskenntnis genau an ihr Ziel gelangen. Im Computerzeitalter wird Mathematik in
vielen Bereichen benotigt, zum Beispiel bei der Verschlisselung und Kompression
von Daten. Diese Techniken machen den Austausch von Informationen erst mog-
lich. Far die Sicherheitstechnik im Internet und im Bankwesen sowie fir die mo-
dernen Finanzwissenschaften ist die Mathematik ebenfalls wichtig. Nicht zuletzt
spielt die Mathematik auch in der modernen Kommunikationstechnologie eine groRRe
Rolle.

1.5 Mathematik ist voller Leben — und mitten im Lebe n

Mathematik ist fast Uberall — auch da, wo man sie nicht erwartet. So untersucht das
Fraunhofer-Institut fur Techno- und Wirtschaftsmathematik das FlieRverhalten von
Flissigkeiten in Babywindeln mit mathematischen Methoden. Ein anderes Beispiel sind
die Wettervorhersagen. Normalerweise helfen sie, am Morgen die richtige Kleidung fur
den Tag zu wahlen. Bei Wetterkatastrophen kénnen diese Vorhersagen Leben retten.
Dass sich Windgeschwindigkeiten und Temperaturen — und damit zum Beispiel auch der
Pollenflug — fir mehrere Tage korrekt vorhersagen lassen, beruht auf verbesserten ma-
thematischen Methoden in der Meteorologie. Fiur mehr Sicherheit beim Autofahren
sorgen Crash-Simulationen in der Automobilindustrie. Hier — wie auch bei den
Wetterberechnungen — ermdglichen mathematische Kompressionsverfahren des Fraun-
hofer-Instituts fur Algorithmen und Wissenschaftliches Rechnen weitere Verbesserun-
gen.

Dank Mathematik kann auch das Klima fir mehrere Jahrzehnte modelliert werden.
Diese Modellierungen sind eine wichtige Hilfe beim Versuch, die mit dem Klimawandel
auftretenden Probleme einzuschatzen, einzudammen und zu l6sen.

Die Mathematik bestimmt unser Leben. Jeden Tag. Oftmals sogar ganz direkt — denn
mit Verfahren der kombinatorischen Optimierung konnen beispielsweise Fahrplane
fur den offentlichen Verkehr erstellt beziehungsweise optimiert werden. Primzahlen
bilden den Kern der Verschlisselungsverfahren, die Internetbanking sicher machen.
Die Stabilitdt von Bricken und Hochhéusern basiert auf Erfolgen der Statik und
von mathematischen Methoden in der Werkstoff- und Bauteilsimulation. Dank Ma-
thematik kommt man morgens punktlich ins Blro. Und auch in der kommerziellen
Logistik heil3t es: Je mehr Mathematik ,drin steckt®, desto effektiver und effizienter
wird gearbeitet.

1.6 Wissenschaft heute — einige mathematische Probleme uns erer
Zeit

GroRe mathematische Probleme bewegen die Wissenschaftler auf der ganzen
Welt. Dazu gehoren beispielsweise die ,Riemannsche Vermutung“ und ,P = NP“. Sie
sind zwei der sieben so genannten ,Millenniumsprobleme®, fir deren Lésung die Clay-
Stiftung ein Preisgeld in H6he von je einer Million US-Dollar ausgelobt hat.



P=NP

Das P = NP-Problem ist ein fundamentales Problem der Komplexitatstheorie. Es fragt, ob
man fur alle Entscheidungsprobleme (mit Ja/Nein-Antwort), fir die man eine Ja-Antwort
anhand eines Zertifikats schnell Uberprifen kann, auch die Antwort selbst schnell fin-
den kann. Ein Beispiel: Die Antwort auf die Frage des Handlungsreisenden ,Gibt es
durch die folgenden N Stadte eine Rundreise, die kirzer als x Kilometer ist?" ist entwe-
der Ja oder Nein. Wenn sie Ja ist, kann man dem Handlungsreisenden eine entspre-
chende Route vorschlagen — das Zertifikat — und der Handlungsreisende kann die
Route schnell verifizieren. Aber gibt es auch eine effektive Methode, eine solche
Route zu finden? Die Mathematiker glauben, dass die Antwort Nein ist — die
Klasse der ,in Polynomialzeit berechenbaren Probleme* P ist nicht gleich der ,in Poly-
nomialzeit mit Zertifikat verifizierbaren Probleme* NP. Und das, obwohl auch schon
riesige ,Handlungsreisendenprobleme” mit dem Computer optimal gel6st worden sind.

Das Primzahl-Rennen

Man weil3 seit der Antike, dass es unendlich viele Primzahlen gibt — also auch
Primzahlen mit beliebig vielen Stellen. Aber das heil3t nicht, dass man beliebig grol3e
Primzahlen kennt: In der Tat ist die bisher grof3te gefundene Primzahl 23282657 _ 1
eine Zahl mit 9.808.358 Stellen, die im September 2006 entdeckt wurde. Es lauft
weiter ein Rennen, an dem sich viele Menschen und ihre Computer beteiligen —
auf der Suche nach einer Primzahl mit mehr als zehn Millionen Stellen: Neben
dem Reiz des Rekords lockt daflir auch ein Preis von 100.000 US-Dollar, den die
Electronic Frontier Foundation, eine nichtstaatliche Organisation mit Sitz in San Fran-
cisco, ausgelobt hat.

Die Riemann’sche Vermutung

Die Riemann’sche Vermutung ist ein zentrales Problem der Mathematik. Die ge-
naue Formulierung ist technisch (,Die nicht-trivialen Nullstellen der Riemann’schen
Zeta-Funktion haben alle genau den Realteil 1/2%), die

Auswirkungen auf die Zahlentheorie sind weitreichend. Ein Beweis der Rie-
mann’schen Vermutung wirde sehr viel genauere Aussagen iber die Verteilung
der Primzahlen liefern als bisher mdglich. Bislang wurde schon bewiesen, dass die
.ersten 10 Billionen* Nullstellen (Verfahren von Odlyzko und Schénhage) und dass
.mindestens ein Drittel* der Nullstellen (Levinson) die Riemann’sche Vermutung erftl-
len. Daher gibt es schon jetzt in der Zahlentheorie tausende von Forschungsarbeiten,
die unter der Annahme operieren, dass die Riemann’sche Vermutung richtig ist.
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2 Mathematik und Astronomie

2.1 Mars und Mathematik

Die Mathematik hinter den Augen der ersten europais  chen Marssonde

Seit 2004 gehen spektakuldre Bilder vom Mars durch die Medien. Die dreidimen-
sionalen Aufnahmen stammen von der Mars Express Mission der ESA. Der Satellit war
bereits vier Wochen unterwegs, da fiel ein Problem auf: Weil das Solarpanel
falsch angeschlossen wurde, stehen dem Satelliten fir seine wissenschaftliche
Mission nur 70 Prozent der Energie zur Verfigung.

Ein Problem fur Gerhard Neukum, Professor am Institut der Geologischen Wissen-
schaften der Freien Universitat Berlin. Er leitete die Entwicklung der hochauflésen-
den Stereokamera (HRSC) an Bord. Diese Kamera ist gar keine klassische Stereo-
kamera mit zwei Linsen: Neun CCD-Chips scannen permanent den Mars, wahrend der
Marssatellit die Oberflache Uberfliegt. Weil der oberste Bildstreifen den Mars unter ei-
nem anderen Winkel sieht als der unterste, kann man aus den Daten 3D-Bilder rekon-
struieren.

Um bei der Ubertragung der Bilder Energie zu sparen, hilft den Wissenschaftlern nun seit
Monaten ein Spezialgebiet der Mathematik, die Codierungstheorie: Mit ihrer Hilfe kbnnen
die Forscher die Daten etwas stérker als urspringlich geplant komprimieren. Auch auf
der Erde verwenden die Forscher Mathematik, um aus den Bildstreifen von jeweils 52 km
Breite und mindestens 300 km L&ange die 3D-Bilder zu rekonstruieren. Diese Arbeit erle-
digt eine ganze Computerfarm aus Parallelrechnern, die Neukum zusammen mit
seinem Team von knapp 50 Wissenschaftlern an der Freien Universitat Berlin und
am Zentrum fir Luft- und Raumfahrt in Berlin-Adlershof zusammengestellt hat.

2.2 Zufall oder Absicht?

Archadoastronomen benutzen Mathematik, um dem Wissen antik er
Astronomen auf die Schliche zu kommen.

Wie viel wussten die Menschen der Antike von den Vorgangen am Himmel Uber
ihnen? Wie viel Zufall steckt in der Lage der Steine von Stonehenge und anderer
steinzeitlicher GroRbauten? Kann man in den Sternmustern auf der Himmelsscheibe von
Nebra ein bekanntes Sternbild erkennen? Und dienten die Muster auf den tber 3000
Jahre alten Goldhiten von Schifferstadt, Avanton, Ezelsdorf oder Berlin zu mehr
als Schmuck?

Solchen Fragen gehen Archédoastronomen nach - mit Hilfe der Mathematik. Mathemati-
sche Methoden ermdglichen ihnen die Simulation des Sternenhimmels vor tausenden
Jahren, zum Beispiel mit Programmen wie dem Open Source Projekt ,Celestia®.
Weil Mathematiker Computern beigebracht haben, Pseudozufallszahlen zu erzeugen,
obwohl Rechner eigentlich alles andere als zuféllig arbeiten, konnte der Archdoastronom



Wolfhard Schlosser (Uni Bochum) 2002 zuféllige Muster von Sternen simulieren
und mit der tatsachlichen Anordnung der 32 Sterne auf der Himmelsscheibe von
Nebra vergleichen. Sein Ergebnis: Die Sternenkonstellation zeigt sehr wahrschein-
lich das Siebengestirn, die Plejaden. An der Technischen Universitat Berlin arbeitet
der Archaoastronom Andreas Fuls. Mit Hilfe von Mathematik — unter anderem mit
Methoden der Statistik — erklart er nicht nur die Ornamente auf den Goldhiten als ka-
lendarische Daten, sondern befasst sich auch mit der Korrelierung des Maya- und des
christlichen Kalenders. Die Arbeit des Archdoastronomen ermdglichte eine auf den
Tag genaue Datierung von Herrschaftszeiten und Dynastien der Mayakultur, wodurch
die bisherige Chronologie um 208 Jahre verschoben wird und damit das Ratsel um
den Mayakollaps in ein vollig neues Licht riickt.

2.3 Braune Zwerge und Rote Riesen

Extremfélle der Sternevolution

Sterne leuchten, weil in ihrem Inneren durch Fusionsprozesse Energie frei wird. Oft wer-
den Sterne am Ende ihres Lebens zu Roten Riesen, die schliellich zu Weil3en Zwergen
verkimmern. Doch es gibt auch Sterne, die nicht schwer genug sind, um solche Pro-
zesse zu zunden, zum Beispiel Braune Zwerge. Diese Zwitter zwischen Planeten und
Sternen lassen sich erst seit Mitte der 1990er Jahre dank verfeinerter Beobachtungs-
madglichkeiten beobachten und vermessen.

Hier spielt auch die Mathematik eine Rolle: Wissenschaftler wie Pavel Kroupa
(Universitat Bonn) simulieren, wie Braune Zwerge und andere Sterntypen entstehen. Das
Leben der Sterne selbst modellieren zum Beispiel Astrophysiker um Erwin Sedl-
mayr (Technische Universitat Berlin). Sie verwenden numerische Ldsungsverfahren
zur LOsung der Gleichungssysteme, die die nichtlinearen Gleichungen fir Strahlung,
Stromung, chemische Prozesse und Materialgleichungen untereinander koppeln. Das
ermdglicht Sedlmayr und seinem Team die selbstkonsistente Modellierung der At-
mosphéren von Sternen, um diese zu erklaren und Vergleiche mit den Beobachtungen
zu ermdglichen. Ein Ergebnis: Die Beschreibung der Bildung von Festkorperteilchen
(zirkumstellaren Staubs) in diesen Atmospharen. Der Staub ist der Anfang der Evo-
lutionskette der Sterne (und Planeten): Er stellt das Baumaterial fir Planeten zur Verfu-

gung.
2.4 Ist der Weltraum endlich?

Mathematik beschreibt die Struktur des Alls

Zu den Hauptfragen, die Kosmologen beschaftigen, seit Einstein die allgemeine
Relativitatstheorie entwickelt hat, gehort die Frage nach der Geometrie des Alls,
seiner ,Topologie* - eine hdchst mathematische Frage. Der Messung zugéanglich ist die
Krimmung des Raumes: positiv gekrimmt sind zum Beispiel Kugeloberflachen, negativ
gekrimmt hyperbolische R&aume (Sattel) und nicht gekrimmt sind flache Raume.
Schon den Mathematiker Gaul3 beschaftigte die Krimmung von R&umen; er be-
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schrieb den Zusammenhang zwischen der Krimmung von Raumen und der Lange von
Strecken auf ihrer Oberflache in seinem berihmten ,theorema egregium*“. Kosmolo-
gen sind sich heute sicher, dass wir einem sehr schwach gekrimmten Raum,
maoglicherweise einem flachen Raum leben. Doch dieser Raum muss nicht unend-
lich ausgedehnt sein, findet etwa der Ulmer Astrophysiker Frank Steiner. Das Universum
kénnte auch aussehen wie die Oberflache eines dreidimensionalen Torus. (Das
zweidimensionale Pendant eines Torus sieht aus wie ein Schwimmreifen.) Steiner
und Mitarbeiter stitzen sich auf die aktuellen Vermessungen der kosmischen Hin-
tergrundstrahlung durch das NASA-Projekt Wilkinson Microwave Anisotropy Probe
(WMAP).

2.5 Crashtests am Himmel

Wie simuliert man kosmische Teilchenkaskaden in der Atmosphéare?

Standig rasen Teilchen aus dem Weltall auf die Erde, zum Teil mit Energien, die
nicht einmal die gréf3ten irdischen Beschleuniger erreichen kdnnen. Das macht die Erdat-
mosphére zum Experimentierfeld fir Astroteilchenphysiker, die das im November
2008 fertig gestellte Pierre-Auger-Observatorium in Argentinien nutzen; fur die Zu-
kunft ist ein zweiter Standort in Colorado, USA, geplant. Mit 24 Teleskopen und Detekto-
ren in 1600 Wassertanks, die Uber eine Flache von 3000 km2 verteilt sind, regis-
trieren die Wissenschaftler in Argentinien Spuren der ausgedehnten Luftschauer,
die energiereiche Teilchen beim Flug durch die Atmosphéare hinterlassen.

Gleichzeitig mussen die Forscher aber die Beobachtungen simulieren. Nur so kén-
nen sie die realen Beobachtungsergebnisse mit ihren Modellen vergleichen. Pro-
blem: Die Simulation kann fir hohe Energien Jahre dauern, schliel3lich missen Milliar-
den ZusammenstoRe und Zerfélle und die Abschwachung der dabei entstehenden
Lichtblitze bei verschiedenem Wetter berechnet werden. So greifen die Physiker auf
mathematische Tricks zurlick: Sie simulieren in Monte-Carlo-Experimenten nur einen
Bruchteil der Teilchen mit allen Details; sie beschreiben die Entwicklung der
Schauer semi-analytisch mit gekoppelten Differentialgleichungen, wenn die hohe
Teilchendichte und der von Beschleunigern her verstandene Energiebereich dies zu-
lassen. Statt Jahren dauern die Simulationen nur noch einen guten Arbeitstag.

2.6 Wie kann man drei Dimensionen verformen?

Mit Mathematik die Bedeutung der Allgemeinen Relativitats theorie
verstehen

Die Beschreibung der Bewegung der Kérper im All und deren zeitliche Entwicklung war
schon immer Sache der Mathematiker. Doch seit Kepler, Newton und Co. ist die Sache
komplizierter geworden. Zwar feiert die Allgemeine Relativitatstheorie bald ihren
100. Geburtstag und die Geometrie, die dahinter steckt, ist sogar noch &lter. Doch
erst in den letzten Jahren beginnen theoretische Physiker wirklich zu verstehen,
was in unserer dreidimensionalen Welt passiert, wenn zum Beispiel Gravitationswel-



len die vierdimensionale Raumzeit verbiegen. Allgemein gesprochen interessiert sie die
Verformung von dreidimensionalen Geometrien. Auf diesem Feld machte die Mathema-
tik in den letzten Jahren ungeheure Fortschritte — nicht von ungefdhr wurde Ende
2002 die Poincaré Vermutung bewiesen. FiUr die Physik bedeutet das heute zum
Beispiel: Man kann jetzt erstmals den Zusammenstol3 schwarzer Locher in allen
Dimensionen simulieren, oder man versteht, welche der vier (in der Relativitats-
theorie gleichberechtigten) Dimensionen der Raumzeit man zur Beschreibung unse-
res alltaglichen Raumes heranzieht.
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3 Mathematik im Auto

Siebzig Millionen Automobile rollen derzeit Uber den Globus, und jeden Tag werden es
mehr. Der weltweite Automarkt ist grol3, genauso wie die Konkurrenz unter den Her-
stellern. Im Wettbewerb um Kunden bringen die Produzenten in immer rascherer Folge
neue Modelle auf den Markt. Das ist nur deswegen mdglich, weil den Tuftlern und
Forschern in den Konzernlaboren heutzutage ein effizienter Helfer zur Seite steht:
der Computer. Prall gefillt mit Formeln und Zahlen unterstitzt er die Ingenieure
beispielsweise dabei, windschlipfrige Karosserien und sparsame Motoren zu entwi-
ckeln. Anders ausgedriickt: Mathematik macht Autos besser, komfortabler, sicherer und
umweltfreundlicher.

Ohne Forschung keine Innovation, das wissen die Autohersteller. Im Jahr 2006 haben
Unternehmen des Fahrzeugbaus in Deutschland fast 19 Milliarden Euro fur For-
schung und Entwicklung ausgegeben — das entspricht mehr als einem Drittel aller
Forschungsausgaben des privaten Sektors. Die grof3e Zahl fiuhrender Autohersteller
und Zulieferer in Deutschland bietet mit ihren Forschungs- und Entwicklungsaufgaben
auch Mathematikern ein ideales Betatigungsfeld.

3.1 Mit Mathematik lassen sich Autos schneller entwi ckeln

Um die Entwicklungszeit der Fahrzeuge zu verklrzen, setzen alle Autohersteller
Computersimulationen ein. Beim Design, aber auch bei Crashtests, Fahrwerksab-
stimmung, Larmreduzierung und Getriebesteuerung ist der Computer unverzichtbar.
Noch bevor das erste Teil eines neuen Autos gefertigt wird, haben die Konstruk-
teure bereits hunderte Male die Stromung des Fahrtwindes um die Karosserieform
berechnet und untersucht, wie sich die Teile bei ZusammenstofRen verformen. Auch
die Eigenschaften der Rohteile aus Metall und Kunststoff werden bereits am Computer
einbezogen. Falls sich hier etwas &ndert, kdnnen die Ingenieure schnell mit neuen Daten
weiter planen.

Bei Crashtests knallt es gewaltig — aber nur am Bil ~ dschirm

Gerade bei Crashtests sind Computersimulationen nitzlich, da sich mit wenig Aufwand
Unfélle mit verschiedenen Autovarianten durchspielen lassen — zum Beispiel um den
Einfluss verschieden schwerer Motoren zu ermitteln oder die optimale Dicke von Ver-
strebungen zu finden. Viele solcher Simulationen sind erst durch anspruchsvolle
mathematische Forschung mdglich geworden. Denn um ein Auto mdoglichst prazise
im Computer zu erfassen, sind Methoden der numerischen Mathematik und der algorith-
mischen Geometrie nétig: Zunachst wird das Fahrzeug virtuell mit einem Netz von mehr
als einer Million Punkten tberspannt. Fir jeden Punkt lasst sich eine Gleichung ermitteln,
mit der die Verformbarkeit des Fahrzeugteils beschrieben wird. Bei der Simulation eines
Unfalls werden dann mit Hilfe einer Spezialsoftware die Gleichungssysteme mit Millionen
von Unbekannten geldst.

Mathematiker stehen bei Computersimulationen aber auch vor ganz praktischen
Problemen: Bei 100 bis 150 Testunfallen im Computer entstehen taglich Daten im
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Umfang von mehr als 100.000 Gigabyte. Um sie platzsparend zu speichern, missen die
Daten verkleinert werden - mittels neuester mathematischer Software auf bis zu
10.000 Gigabyte. Die Kompression ist so programmiert, dass die wesentlichen De-
tails der Crashtests nicht verloren gehen.

Noch schneller dank Grid Computing

Um aufwandige Computersimulationen zu beschleunigen, nutzen grofRe Unterneh-
men das so genannte Grid Computing. Bei diesem Verfahren greift man nicht nur
auf die Rechenleistung und die Datenbanken des eigenen Computers zu, sondern
auf die eines groRReren Computernetzwerks. Durch die geschickte Verteilung der
Rechenlast lassen sich Leistungen erzielen, zu denen sonst nur Grof3rechner fahig sind.
Dass man noch einen Schritt weitergehen kann, zeigt ein grof3es europaisches
Projekt mit Partnern aus Universitaten und Industrieunternehmen: In Zukunft wer-
den die Entwicklungsingenieure nicht nur die Rechenleistung anderer Computer,
sondern auch deren Datenbanken nutzen. So lassen sich zum Beispiel Crashtests si-
mulieren, bei denen die Autos eines Herstellers nicht nur mit den eigenen Fahr-
zeugen zusammenstoRen, sondern auch mit denen der Konkurrenz. Dadurch werden
Autos noch sicherer. Die Mathematik garantiert auch den Schutz des geistigen Eigen-
tums: Mit modernen Verschlisselungsverfahren lassen sich die Rechen-Grids so auf-
bauen, dass zwar die Daten aller teiinehmenden Firmen genutzt werden, sich aber
nicht speichern lassen. Diese neue, faire Zusammenarbeit unter Konkurrenten ist nur mit
Hilfe der mathematischen Kodierungstheorie maglich.

3.2 Mathematik macht Autos besser

Das Automatikgetriebe schaltet glatter und effizien ter

Eine der groRen Herausforderungen fir Mathematiker in der Autoindustrie besteht darin,
mittels Software ein automatisches Schaltgetriebe zu simulieren. Zwar gibt es daftr
schon Computermodelle, doch die sind entweder ungenau, decken nicht das gesamte
Getriebe ab oder versagen oft beim Gangwechsel. Doch gerade diese kritischen
Stellen gilt es zu untersuchen, um das Schalten glatter und energieeffizienter zu ma-
chen. Mathematiker haben nun erstmals differential-algebraische Gleichungen in die
Modelle eingebaut — und so die Simulationsergebnisse deutlich verbessert sowie
die Rechenzeit verkirzt. Auch neue Methoden zur Getrieberegelung kénnen auf die-
ser Basis entwickelt werden.

Die Motoren leben langer

Bevor ein Motor in Serie produziert wird, muss er sich unter Extrembedingungen
testen lassen. Aus den Ergebnissen dieser so genannten Stresstests wird abgeleitet,
wie haltbar der Motor ist. Meistens lassen ihn die Tester auf einem Prifstand laufen,
um das normale Autofahren nachzustellen — allerdings mit bewusst hoher Last und
Drehzahl. Mit Computersimulationen ermitteln Ingenieure zudem kritische Punkte, an
denen das Material des Motors besonders anfallig ist, beispielsweise fur Risse.
Dank Methoden der mathematischen Statistik ergdnzen sich mechanische Tests
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und Computersimulationen: Die Messdaten aus den Prifstdnden gehen in die Compu-
tersimulationen ein. Und statistische Methoden machen es madglich, die Lebens-
dauer der Motoren madglichst genau einzuschétzen.

Die Aerodynamik wird besser durch multidisziplinare Simulation

Bei Uber 100 Stundenkilometern driickt der Fahrtwind so kréftig auf das Auto, dass sich
Teile verformen. Zudem kihlt der Fahrtwind warme Teile ab und erwarmt durch seine
Reibung andere Teile. Dadurch &ndert sich deren Festigkeit. Die Wechselwirkungen zwi-
schen Elastizitat, Warme und Windstrémung waren bisher kaum zu simulieren, da
jedes der physikalischen Gebiete eigenen Gesetzen gehorcht — und deshalb unter-
schiedliche Software fur Simulationen benétigt. Mathematiker haben ein Programm ent-
wickelt, das die verschiedenen Computersimulationen verbindet, indem es den Daten-
austausch zwischen den einzelnen Softwarepaketen regelt. So leitet etwa die
Stromungsberechnung ihre Zwischenergebnisse an die Karosseriesimulation weiter.
Diese wiederum berechnet die Verformung des Materials und gibt die veranderte Form
fur den né&chsten Simulationsschritt zurtick. Obwohl die Entwickler ihre bisherigen
Programme weiter verwenden, entsteht ein Ergebnis, in das Erkenntnisse aller Diszi-
plinen einflielRen.

3.3 Mathematik bringt mehr Komfort in das Auto

Das Fahren wird leiser

Je leiser das Auto, desto angenehmer das Fahren. Wie sich Wind-, Motor- und StralRen-
gerausche aus dem Innenraum verbannen lassen, ist jedoch eine schwierige Frage.
Zwar gibt es heute schon Simulationsprogramme, mit denen Autohersteller die Ge-
rauschkulisse im Innenraum testen. Details wie die Form von Bodenblechen oder
die Verankerung der Windschutzscheibe lassen sich so optimieren. Doch es dauert
lange, die nicht immer prazisen Vorhersagen zu berechnen. Alles in allem sind die Simu-
lationen wenig praktikabel. Mathematiker mochten hier Abhilfe schaffen. Sie haben
die komplizierten Gleichungssysteme der Luft-Fahrzeug-Kopplung entschlackt und
so die Computersimulationen schneller und praziser gemacht. Dazu mussten sie neue
Rechenverfahren entwickeln, denn die alten Methoden vereinfachen die Gleichungssys-
teme oft so, dass relevante Details verschwinden.

Die Qualitat der Oberflachen wird besser gepruft

Die Qualitat eines Produktes hangt haufig mit der Qualitdt seiner Oberflache zu-
sammen. Bei Autos gibt es viele Oberflachen: Lack, Stoffe fur Sitze, Fulimatten, Dach-
himmel, Armaturen und Griffe. Ein von Mathematikern entwickeltes System iber-
wacht online die Produktion der dafir nétigen Materialien. Das System besteht aus
mehreren Kameras, die das Material filmen und die Bilder an einen Rechner weiterleiten,
der sie nach Fehlern absucht. Herzstlck der Anlage sind spezielle Algorithmen, die an
die Bedurfnisse des Autoproduzenten angepasst sind. Derzeit wird diese Technik bereits
bei der Inspektion von Karosserieteilen, Dichtungen und Sitzbezligen aus Leder einge-
setzt.
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Weniger Staus durch moderne Navigationsgerate

Wenn das ,Navi“ im Auto die schnellste Route berechnet, laufen in seinem Inneren mod-
ernste mathematische Rechenverfahren ab. Die Anforderungen sind hoch: Die Aus-
kunft soll schnell und korrekt sein; neuere Navigationsgerdte missen auch Staus und
andere unvorhergesehene Ereignisse beriicksichtigen. Viele Staus entstehen zudem da-
durch, dass Autofahrer ahnliche Ausgangs- und Zielpunkte haben und durch ihre
.Navis" auf denselben Weg gelenkt werden. Damit das nicht passiert, arbeiten Ma-
thematiker bereits an der nachsten Navi-Generation. Sie untersuchen, wie man Na-
vigationssysteme zur intelligenten Verkehrslenkung einsetzt. Mathematiker haben zu-
sammen mit einem Automobilhersteller Verfahren entwickelt, die den Verkehr auf
verschiedene Wege verteilen und so Staus vermeiden.

3.4 Mathematik macht Autos sicherer

Airbags entfalten sich nur im Ernstfall

Airbags retten bei Unféllen Leben. Entfalten sie sich aber durch einen Fehlalarm,
kénnen sie Menschen schwer verletzen. Deshalb gibt es strenge Richtlinien zur
Funktion von Airbags. Um deren Einhaltung zu gewé&hrleisten, waren bisher teure
Crashtests notig. Wesentlich effizienter ist es, die Entfaltung eines Airbags am Computer
zu simulieren. Gekoppelt werden die Tests mit biomechanischen Modellen, um die Wir-
kung auf den Menschen zu ermitteln. Bis vor kurzem war der Rechenaufwand jedoch un-
verhaltnismalig hoch. Mathematiker haben daher neue Methoden entwickelt, welche
die Luftstromungen beim Entfalten von Airbags simulieren. Die komplexe Faltung und
die stark veranderliche Geometrie von Airbags stellen seitdem keine Hindernisse mehr
dar.

Fahrassistenzsysteme halten das Auto auf der Stral3e

Mittlerweile besitzt fast jedes zweite Auto in Westeuropa das elektronische Stabilitatspro-
gramm ESP. Mit diesem System erkennt das Auto automatisch, wenn es ins Schleu-
dern gerat. Es bremst einzelne Rader ab, bis es wieder sicher auf der Spur fahrt. ESP
Uberprift bis zu 150 mal in der Sekunde, was der Fahrer tut. Dies geschieht mit
Sensoren, die unter anderem das Lenkverhalten, die Fahrrichtung und das Verhal-
ten des Motors erfassen. Fir die Datenauswertung und die Steuerung der Bremsen
wird - natdrlich - Mathematik benétigt. Genauso wie bei allen anderen Fahrassistenzsys-
temen: Bremshilfe, Anfahrhilfe, Tempomat, Spurhaltesystem und Einparkhilfe.

Wegfahrsperren schitzen vor Diebstahl

Seit zehn Jahren missen Neuwagen mit einer elektronischen Wegfahrsperre ausge-
rustet sein. Wahrend die erste Generation lediglich elektrische Schalter verwendete, die
den Kontakt zu Zindung, Anlasser und Benzinzufuhr kappte, legen heutige Wegfahr-
sperren die gesamte Motorsteuerung lahm. Nur wenn der richtige Autoschlissel benutzt
wird, kommt der Motor in Gang. Ohne Mathematik waren solche Wegfahrsperren
nicht denkbar. Denn theoretisch kann der Informationsaustausch zwischen Schliissel
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und Motorsteuerung abgehort werden. Der Schlissel darf sich deshalb nicht mit ei-
nem einfachen Geheimcode ausweisen. Damit der Geheimcode seinen Zweck auch er-
fullt, haben Kryptologen das so genannten Challenge-Response-Verfahren entwickelt:
Das Auto sendet dem Schliissel eine Rechenaufgabe, die dieser nur beantworten kann,
weil er den entsprechenden Geheimcode besitzt. Der Schlissel schickt die richtige Ant-
wort zurlick, nicht aber den Code.

3.5 Mathematik macht Autos umweltfreundlicher

Die Entwicklung von Ruf3filtern wird einfacher

RuBpartikelfilter werden immer haufiger in Serie produziert — vor allem bei Dieselfahrzeu-
gen, um den Ausstol3 von Feinstaub zu minimieren. Bislang benétigten Entwickler lange
Testreihen mit Prototypen, um die besten Materialien zu finden. Mathematische Simu-
lationssoftware reduziert die Zahl der benétigten Prototypen und spart so Zeit und Geld.
Die Software rechnet aus, wie schnell und weit Partikel in beliebige Filtermaterialien ein-
dringen. Da auch erkennbar ist, wo sich Rul3 ablagert, lassen sich ungeeignete
Filtertypen bereits nach der Simulation ausschlie3en. Nur wenn ein Filter im Com-
putertest gut abschneidet, wird von ihm ein Prototyp hergestellt.

Besseres Recycling im Innenraum

Um die Fahrgerdusche im Innenraum zu verringern, nutzt man so genannte Absor-
ber. Das sind Materialien wie Filz, Natur- oder Polyesterfasern, aber auch spezielle
Schaumstoffe. Sie dampfen den Larm. Das Problem: Ubliche Dachhimmel bestehen
aus verschiedenen Werkstoffen und lassen sich deshalb nur mit hohem Aufwand ent-
sorgen. Mathematikern ist es unlangst gelungen, gleich zwei Probleme auf einmal zu 16-
sen: Mithilfe einer Akustiksimulation entwickelten sie einen Dachhimmel, der zum
einen den Larm deutlich besser dampft. Zum anderen verwendeten sie im Gegensatz
zu herkdbmmlichen Dachhimmeln einen sortenreinen Werkstoff, der sich sehr gut wieder-
verwerten lasst.

Mathematiker vernetzen das Wissen der Ingenieure

Autos bestehen aus hunderten Einzelteilen, die miteinander verbunden sind und
Kontakt mit Luft und Strae haben. Bei der Fahrt sind alle Teile in Bewegung, sie
schwingen und vibrieren; der Wind driickt gegen das AuRere, die Luft im Innern
nimmt Gerausche auf, die Reifen rollen, rattern oder gleiten Uber den Untergrund.
Diese Kopplung von Bauteilen und Umwelt macht ein Auto zu einem hochkomplexen
physikalischen System. FUr jeden Aspekt gibt es Spezialisten, zum Beispiel fir Mo-
torbau oder Fahrwerksabstimmung. Diese Experten kdnnen die einzelnen Bauteile
oder deren Verbindung verbessern. Grol3e Fortschritte sind aber nur moglich, wenn
alle Aspekte zusammen optimiert werden: Wenn verstanden ist, wie die Aufhén-
gung der Windschutzscheibe mit den Gerauschen im Innenraum zusammenhangt.
Oder wie sich die Karosserie durch den Luftwiderstand bei hohen Geschwindigkeiten
verformt. Um diese Zusammenhange zu erfassen, benétigt man mathematische Modelle
— zum Teil vollig neue mathematischen Gleichungen. Erst wenn die Mathematik



15

dieser Modelle einmal verstanden ist, lassen sich gute Simulationsprogramme entwi-
ckeln.
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4 Mathematik in Computerspielen

Gilt Mathematik meist als trockene und schwierige Materie, so betrachten insbe-
sondere Kinder und Jugendliche Computerspiele als das genaue Gegenteil: Computer-
spiele gelten als abwechslungsreich, unterhaltsam und einfach zu verstehen. Den-
noch: In jedem Computerspiel steckt Mathematik — sogar sehr viel Mathematik. Nur man
erkennt es nicht auf den ersten Blick. Um Gegenstande, virtuelle Charaktere, Bewegun-
gen und Landschaften darzustellen, werden Funktionen, Kurven und Gleichungen
benutzt: Geometrie und Algebra insbesondere zur rdumlichen Darstellung, Analysis
und numerische Mathematik fir Bewegungsablaufe und zuféllige Ereignisse,
Graphentheorie und Kombinatorik fur Entscheidungen sowie Analysis und Funktio-
nalanalysis zur Bildkompression und Bildcodierung. Das Erzeugen virtueller Realitaten,
seien es Schlachten oder Autorennen, oder die Echtzeitkommunikation zwischen oftmals
Hunderten oder Tausenden Spielern bauen auf Simulation, schnellen Rechnern und zu-
verlassigen Verbindungen.

Bei den Spielern sind realitditsnahe sowie intelligent konzipierte und abwechslungs-
reiche Computerspiele gefragt. Die Mathematik kommt zuné&chst ins Spiel, um die Fi-
guren zu modellieren. Spielfiguren und virtuelle Gegenstéande wie z. B. Autos, Flug-
zeuge, Hauser oder Schwerter werden aus geometrischen Grundfiguren aufgebaut.
Die ,Bausteine“ sind unter anderem Woirfel, Kugeln oder Zylinder. Die Mathematik
bringt die virtuelle Welt auch in Bewegung: Differentialgeometrie und Lineare Alge-
bra helfen, mittels Vektorrechnung Schnitt- und Berthrungspunkte zu ermitteln, Stre-
ckenléngen, die eine Figur zu gehen hat, zu bestimmen oder die Oberflaiche eines
Kdrpers darzustellen. Und damit das Spiel nicht langweilig wird, lassen sich mit Zufalls-
zahlen-Generatoren Uberraschende Effekte erzielen, indem sich beispielsweise Spielfigu-
ren scheinbar zuféllig auf einem virtuellen Schlachtfeld verteilen.

Inzwischen machen sich auch andere Anwendungsbereiche die Vorzige der Spiel-
konsolen, also die speziellen Computer, auf denen interaktive Computerspiele ge-
spielt werden, zunutze. Weil diese schnellen Rechner sehr viele Datenséatze in kur-
zer Zeit berechnen konnen, verwenden Berliner Mathematiker sie, um Blutproben
zu analysieren. Ein (blicher Computer mit entsprechender Rechenleistung wéare um
ein Vielfaches teurer gewesen.

4.1 Simulieren mit Hilfe einfacher geometrischer Fig  uren

Simulieren heif3t vor allem vereinfachen. Fir geometrische Objekte, wie sie in
Computerspielen vorkommen, bedient man sich dafiir oftmals eines Tricks: Fir die Dar-
stellung einer gleichmaRig runden Kugel reicht es beispielsweise aus, den Anschein zu
erwecken, als handele es sich um eine solche. Tatsachlich wird mit einem eiférmigen
Gebilde oder einem Wiirfel gearbeitet. Der Wirfel muss nur so oft beschnitten werden,
dass seine Ecken irgendwann nicht mehr als eckig, sondern als rund wahrgenom-
men werden. Man spricht hier auch von anmutungstreuer Simulation. Bei einem
Zusammenprall zweier Koérper zum Beispiel beschrankt man sich auf die Modellierung
eines oder weniger Punkte, die sich bertihren. Die tbrige Figur ist lediglich eine virtuelle
Hulle. Die Konturen werden durch Punkte oder vereinfachte Linien (Geraden, Kreis-
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bogen) und einfache Kérperformen (z. B. Zylinder) nachmodelliert. Die Programmie-
rer benutzen daflr sogenannte Primitive. Meist sind es Vielecke (Polygone) und hier wie-
derum in den meisten Fallen das denkbar einfachste: namlich Dreiecke. Um beispiels-
weise einen virtuellen Drachen, der sich im Wind bewegt, steigen zu lassen, wird
dessen Form in viele kleine Dreiecke zerlegt. Dann muss man nur noch die Tausenden
Dreieckspunkte betrachten und ihre Bewegung beschreiben. Die brigen Punkte da-
zwischen kann man vernachlassigen. Fir computeranimierte Filme bendtigt man we-
sentlich realistischere Darstellungen als fiir ein Computerspiel. In einem Spiel dage-
gen kommt es eher auf Schnelligkeit an, damit keine unnétigen Pausen entstehen
und der Spieler sich langweilt. Die exakte Berechnung einer komplizierten geometri-
schen Form wirde (zumindest derzeit) noch viel zu lange brauchen. Und der optische
Gewinn ware vernachlassigbar.

4.2 Bilder mit Fraktalen minimieren

Anders als bei der Verarbeitung von Texten im Computer ist fir die Erzeugung von Bil-
dern in Computerspielen viel Rechenleistung erforderlich. Oftmals reicht fur die Darstel-
lung auf dem Bildschirm allerdings schon ein eher grobes Bild aus, das mit weniger In-
formationen auskommt. Das funktioniert insbesondere dann gut, wenn sich die
Teile des dargestellten Objektes ahneln, beispielsweise bei einer Ziegelmauer als
Hintergrundbild fir eine Spielszene. Sie sieht an jeder beliebigen Stelle mehr oder
weniger gleich oder zumindest dhnlich aus. Das gilt ebenso flr die Baume einer Allee als
Kulisse fir eine Autorallye: Der dicke Zweig des Baumes ahnelt einem kleineren und die-
ser wiederum einem noch kleineren. Mathematisch gesehen handelt es sich hierbei
um so genannte Fraktale — geometrische Muster, deren Teile dem Ganzen ahnlich
sind. Man spricht hier von Selbstéhnlichkeit. Mit Hilfe dieser Theorie werden bei der
fraktalen Bildkompression Bilder auf einfache geometrische Transformationen wie
Drehungen, Streckungen, Stauchungen und Verschiebungen zuriickgefuhrt. Das Kniff-
lige dabei ist, die &hnlichen Bildteile zu ermitteln. Spéter lassen sich grof3e Teile des Bil-
des aus den kleinen rekonstruieren, indem die Bildinformationen aus dem komprimier-
ten, also dem codierten Bild herausgelesen werden. Das Verfahren hat einen
besonderen Vorteil: Das Bild lasst sich stark komprimieren, und das wieder dekompri-
mierte Bild ist beliebig skalierbar. Selbst Uber seine urspriingliche Gréf3e hinaus
lieRe es sich exakt darstellen.

4.3 Raytracing: Gegenstande aus Strahlen berechnen

Computerspiele leben von Aktionen. Deshalb ist es meist nicht entscheidend, ob in einer
Spielszene das Licht, das eine Lampe in einem Zimmer verbreitet, exakt den physikali-
schen Gesetzen entspricht. Hauptsache die Schatten, den die Gegenstéande werfen,
haben anndhernd die richtige Form. Inzwischen erlauben aber immer schnellere Al-
gorithmen und Prozessoren auch bei Computerspielen die Anwendung des Raytracings.
Es handelt sich dabei um ein Verfahren, das in computeranimierten Filmen bereits ein-
gesetzt wird. Mit Raytracing (dt: ,Verfolgen von Strahlen*) kann ein sehr realisti-
sches Bild eines Raumes gezeichnet werden, weil sich Lichteffekte wie Spiegelungen
und Brechungen oder auch Schattenwirfe exakt berechnen lassen. Bericksichtigt
werden auch die unterschiedlichen Materialeigenschaften der Gegenstande, die in
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unterschiedlichem Mal3e Licht reflektieren. Farbe und Helligkeit eines jeden Bild-
punktes werden anhand virtueller Strahlen berechnet. Die Strahlen sind hierfir ma-
thematisch gesehen als Geraden dargestellt. Mit Hilfe der analytischen und projektiven
Geometrie berechnet man die Schnittpunkte der Geraden und ihre Abstande zuein-
ander.

4.4 Den Zufall programmieren

Wer in einem Taktik- oder Strategiespiel gegen den Computer spielt, winscht sich
einen Gegner, der es einem nicht allzu leicht macht. Der Computer sollte sinnvoll
und intelligent auf die Aktionen des Spielers reagieren. Jedes Computerspiel ware
schnell langweilig, falls sich die Reaktionen oder Ereignisse zur sehr &hnelten und wo-
maoglich vorhersehbar waren. Ein plétzliches Ereignis dagegen kann eine ganz neue
Spielsituation schaffen. Aber wie ,lernt* ein Computer zufélliges Verhalten oder das Er-
zeugen plotzlicher Ereignisse? Wieder hilft die Mathematik. Mathematiker kennen Algo-
rithmen, die scheinbar zuféllige Zahlen generieren. Die Programme, die solche Zah-
len berechnen, werden Zufallszahlen-Generatoren genannt. Eine einfache Variante
nennt sich linearer Kongruenz-Generator: Man gibt eine beliebige, sehr groRe Zahl —
den Startwert — vor, multipliziert diese Zahl mit einer anderen gro3en Zahl, addiert
noch eine dritte hinzu und teilt dann das Ganze durch eine weitere vorher festge-
legte Zahl. Vom Ergebnis nimmt man lediglich den Rest — dies ist die erste Zufalls-
zahl —, verwendet diesen als neuen Ausgangswert und wiederholt das Verfahren.
Die einzelnen Werte sind streng genommen natirlich berechenbar und wiederholen
sich nach einen gewissen Anzahl von lterationen. Da aber die Zahlen so gewaltig
grol3 sind, ist das kein Problem. Viele Programmiersprachen haben eingebaute Zu-
fallszahlengeneratoren. In der Sprache Java beispielsweise verwendet man als Zahl,
durch die geteilt wird, die riesige Zahl 248 =2 x 2 x 2 x --- x 2 (48-mal), und die Zahl, mit
der unser Startwert multipliziert wird, ist gleich 252.149.003.917. Lediglich der Start-
wert kann vom Computerspiel-Programmierer beliebig gewahlt werden.

4.5 Bewegung simulieren

Computerspiele leben von Bewegung. Ob Spieler als virtuelle Sportler die Hirden in ei-
nem Wettrennen nehmen oder einen Diskus schleudern, stets werden Bewegungs-
ablaufe dargestellt. Diese gehorchen physikalischen Bewegungsgleichungen und las-
sen sich mathematisch beschreiben — meistens durch Differentialgleichungen. In der
Regel gibt es aber keine einfache Formel, die beispielsweise einen Wert fur die Wurf-
weite ausgibt, sobald Geschwindigkeit, Richtung und die Masse der Wurfscheibe
angegeben sind. Besonders kompliziert wird es, wenn mehrere Kérper miteinander
agieren; beispielsweise wenn beim Billardspiel eine Kugel gleichzeitig auf zwei an-
dere Kugeln trifft. Diese Mehrkérperdynamik ist noch immer eines der schwierigs-
ten mathematischen Probleme und nur fir wenige Spezialfélle gelost. Fur einfachere
Bewegungen wie Rotationen im dreidimensionalen Raum reicht schon recht simple
Algebra aus. Daflir werden unter anderem so genannte Quaternionen benutzt. Dies
sind ,verallgemeinerte* Zahlen, die sich aus vier gewthnlichen Zahlen zusammen-
setzen. Die Rechenregeln sind den uns bekannten Grundrechenarten ahnlich. Mit ei-
ner entscheidenden Ausnahme: Die Reihenfolge bei einer Multiplikation ist nicht mehr
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beliebig. Dies driickt aber nur aus, dass es auf die Reihenfolge bei Drehungen ankommt.
Obwohl bereits im 19. Jahrhundert entdeckt, waren Quaternionen anfangs eher von
theoretischem Interesse. Fiur Computerrechnungen sind sie oftmals die praktischere Va-
riante, um Drehungen darzustellen.

4.6 Virtuelle Schnitzeljagd und Graphentheorie

Die Schnitzeljagd ist nicht nur ein Spiel fir den Kindergeburtstag, sondern auch fir den
Computer. Bei einer Variante wird die Schnitzeljagd ins Freie verlegt, und die Spieler
agieren mit Hilfe von Laptops, Handys, GPS-Empféangern und anderen mobilen Geraten.
Moglich wird diese neue Form von Computerspielen (auch Pervasive Games ge-
nannt, etwa: allumfassende Spiele) durch die Technik der ,Augmented Reality* (er-
weiterte Realitat). Die reale Umgebung wird mit einer kinstlichen kombiniert und
somit erweitert. Virtuelle Bilder Uberlagern die realen. Ein Problem, das sich bei
diesen Spielen im Freien stellt, ist die Standortbestimmung. Beispielsweise dann,
wenn Handys Uber einen grolReren rGumlichen Bereich hinweg benutzt werden und
dabei unterschiedliche Funkzellen verwenden. Die Datenverbindung zwischen diesen
Bereichen darf nicht abbrechen, wenn der Spieler von einer Funkzelle in eine andere
l[Auft. Die Berechnung der mdglichen Wege, die man im Geléande oder einer rein virtuel-
len Umgebung gehen darf, stellt eine mathematische Herausforderung dar. Oftmals mus-
sen optimale Wege, d. h. kiirzeste oder schnellste Routen, ermittelt werden. Hier kommt
die Graphentheorie ins Spiel. Wege werden vereinfacht als geradlinige Strecken-
zige mit Ecken, den Kreuzungspunkten, und Kanten dargestellt: die so genannten
Graphen. Die Urspringe der Graphentheorie gehen auf den Schweizer Mathematiker
Leonhard Euler (1707-1783) zuruck. Ihm war es gelungen, das ,Kdonigsberger
Brickenproblem® zu lésen. Er bewies, dass es keine Route Uber die sieben Briicken
des Flusses Pregel in Konigsberg gibt, bei der jede Briicke nur genau einmal tberquert
wird.

Ubrigens: Nicht nur fiir die Computerspiele selbst, sondern auch beim Design von Com-
puterchips spielt die Graphentheorie eine entscheidende Rolle. Denn sie hilft bei den
Berechnungen, wie immer mehr Leiterbahnen auf immer kleinerem Raum unterge-
bracht werden kdnnen.
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5 Mathematik in der Finanzwelt und im Versicherungsw esen

Jeder Mensch ist Risiken ausgesetzt. Diese Feststellung sollte jedoch niemanden dazu
verleiten, keinen Ful® mehr vor die Tur zu setzen. Denn das Risiko birgt eine wichtige Ei-
genschaft: Es ist bis zu einem gewissen Grad kalkulierbar. Ein einfaches Beispiel: Wer
sich vor einem Gewitter in ein Haus zurtickzieht, muss sich weniger vor Blitzschlag firch-
ten, als jemand, der zum gleichen Zeitpunkt mit seinem Schlauchboot Uber einen See
paddelt. Risiken lassen sich also in vielen Fallen ebenso gut vorhersagen wie Chancen.
Genau dies, also die Berechnung von Chancen und Risiken, ist die zentrale Aufgabe von
Versicherungs- und Finanzmathematikern — natirlich in weitaus komplexerer Form als in
obigem Beispiel beschrieben.

Wie viele Menschen mussen Policen in welcher Hohe abgeschlossen haben, damit fur
den Schadensfall die entsprechende Entschadigungssumme gezahlt werden kann? Wie
muss ich mein Anlageportfolio gestalten, um eine mdglichst hohe Rendite bei gegebe-
nem Verlustrisiko zu erzielen? Ohne ausgefeilte mathematische Methoden wéaren diese
Fragen nicht zu beantworten. Auch und gerade in der Finanzwelt ist Mathematik heute
unverzichtbar, sei es fir das Risikoma-nagement von Anlagegeschéaften, an der Borse
beim Wertpapierhandel oder fir die optimale Finanzstrategie. Sogar ein eigener Beruf
hat sich fir die speziellen Anforderungen der Versicherungs- und Finanzmathematik eta-
bliert: der Aktuar/ die Aktuarin.

5.1 Sichere Vorhersage — das Gesetz der grof3en Zahl

Schéden verursachen Kosten. Oft sind die Geschadigten nicht in der Lage, daflr aus ei-
gener Tasche aufzukommen. Deshalb gibt es Versicherungen, die im Unglicksfall ein-
springen. Doch: Nach welchen mathematischen Regeln ist es den Anbietern maoglich,
bei vergleichsweise geringen Pramien der Versicherten hohe Summen im Schadens-
fall zu zahlen? Das mathematische Prinzip, auf dem die Versicherungsmathematik ba-
siert, ist das ,Gesetz der groRen Zahl“: Je groRRer die Anzahl der Ereignisse, desto eher
treten bestimmte Falle genauso haufig ein, wie es theoretisch vom, verwendeten Modell
vorausgesagt wurde. Am einfachsten lasst sich das Gesetz der grof3en Zahl mit Hilfe ei-
nes Wirfels erklaren. Die Wahrscheinlichkeit fir jede Zahl von 1 bis 6 ist beim Wirfeln
genau gleich — also ein Sechstel. Wird aber zum Beispiel nur funfmal gewurfelt, kann es
durchaus sein, dass drei Zweien dabei sind. Wird jedoch 60.000-mal gewdrfelt, dann
werden alle Zahlen etwa gleich oft — namlich rund 10.000-mal — gewdrfelt. Auf Versiche-
rungsmathematik Ubertragen bedeutet dies, dass flr eine groRe Anzahl &hnlich Ver-
sicherter die zu leistenden Zahlungen fir eintretende Schaden zuverlassig prognostiziert
werden kénnen.

Wichtige Zweige der sogenannten Versicherungsmathematik sind die Lebens-, die Scha-
dens- und die Pensionsversicherungsmathematik. Die Lebensversicherung — egal ob als
Risiko- oder Kapitallebensversicherung — ist eine der géngigsten Versicherungen. Die
Berechnung der Pramie, welche die Versicherten zahlen miissen, hangt vor allem von ei-
ner genauen Prognose der spater falligen Leistung ab. Entscheidend ist hierbei das zu
erwartende Lebensalter des Versicherten. Im Sinne des Gesetzes der grol3en Zahl wéare
eine solche Prognose einfach. Im Zuge des demografischen Wandels steigt jedoch die
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durchschnittliche Lebenserwartung der Menschen. Das erhoht die Wahrscheinlichkeit,
dass mehr Versicherte das Auszahlungsalter erreichen und die Leistung langer in An-
spruch nehmen. Besonders deutlich wird diese Entwicklung unter anderem in der Diskus-
sion Uber die Finanzierung des Rentensystems.

Fur die Versicherungsmathematik entstehen aus den demografischen Veranderungen
neue Herausforderungen: Welche Modelle sind geeignet, um beispielsweise die Lebens-
erwartung der Bevolkerung oder die Entwicklung der Lebensumstédnde in die Berech-
nungen einzubeziehen? Mit welchen Finanzprodukten kann das so genannte Lang-
lebigkeitsrisiko  abgedeckt werden? Fir letzteres werden  beispielsweise
Langlebigkeitsbonds entwickelt, bei denen die Zinszahlungen von der Anzahl der Men-
schen einer Altersgruppe abhangen.

5.2 Risiken mathematisch minimieren

Hurrikans an der amerikanischen Ostkiiste, Ernteausfalle in Australien, Uberschwem-
mungen durch Monsunregen in Indien — fir Versicherungen, die letztlich die finanziellen
Schaden aus Wetterkapriolen tragen, sind die Risiken unvorhersehbar. Fur die Versi-
cherten bedeutet das normalerweise hohe Pramien, mit denen die Anbieter ausreichende
Rucklagen fur den Ernstfall bilden kénnen. Erhohte Beitrdge verschrecken jedoch viele
potenzielle Kunden. Hier sind Versicherungs- und Finanzmathematiker gefragt, nach
neuen Methoden zu suchen.

Eine Mdglichkeit besteht darin, weitere Investoren an den Anlagerisiken zu beteiligen.
Fur diesen Zweck wurden und werden Produkte entwickelt, die diese neuartigen Finanz-
risiken in Wertpapiere und ahnliche Anlageformen umwandeln, um diese dann einem
breiten Anlegerkreis zuganglich zu machen. Tritt der Schadensfall nicht ein, haben alle
etwas davon — auch die Anleger.

GroRRe Naturkatastrophen verursachen allerdings oft Schaden mit verheerendem Aus-
malf3. Die Orkane Lothar (1999) und Kyrill (2007) sowie die groBen Hochwasser an
Oder (1997) und Elbe (2002) sind Beispiele aus Deutschland, bei denen die Scha-
den zuvor nicht gekannte Ausmal3e erreichten. Da sich die Umstande und Auswirkungen
von Naturkatastrophen von Fall zu Fall andern, kénnen Versicherungsmathematiker
sich hier nicht am Gesetz der grof3en Zahl orientieren. Losungsansatze bietet die soge-
nannte Extremwertstatistik, die sich mit dem Schatzen und der Vorhersage der Auswir-
kungen seltener extremer Ereignisse beschéftigt. Hierbei werden mathematische Hochst-
leistungen verlangt. Nur relativ wenig Datenmaterial steht den
Versicherungsmathematikern fir Modellierungen zur Verfiigung. Denn es miissen Vor-
hersagen in GroRenordnungen getroffen werden, fir die es meist keine vergleichbaren
Erfahrungswerte gibt.

Als Sicherheitsnetz fur Versicherungen werden hier die Rickversicherungen aktiv — vor-
ausgesetzt, sie wurden abgeschlossen. Rickversicherungen tbernehmen Schadensleis-
tungen, die Uber das ubliche Mal3 hinausgehen. Da die Anbieter dieses Schutzes in der
Regel Uberwiegend Versicherungen als Kunden haben, profitieren sie teilweise vom Ge-
setz der grof3en Zahl.
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5.3 Die Mathematik der Investmentbanken

Baisse oder Hausse? Bulle oder Bar? In welche Richtung sich die Kurse an der Bérse
entwickeln mégen — ohne Mathematik funktionieren auch die modernen Finanzmarkte
nicht. Dabei ist Finanzmathematik nicht mit dem ,kaufmannischen Rechnen* gleichzu-
setzen. Vielmehr hilft sie, optimale Investmentstrategien zu bestimmen, das Risikoma-
nagement von Finanzgeschéften zu optimieren sowie Preise, unter anderem von Gitern,
Wahrungen oder Wertpapieren, zu modellieren. Als Initialziindung dieses Wissenschafts-
zweiges wird die ,Theorie zur Bewertung von derivativen Finanzprodukten“ angese-
hen, die in den 70er-Jahren von Fischer Black, Myron Scholes und Robert Merton
entwickelt wurde.

Nach der Einfihrung der Zinsrechnung hat das ,Black-Scholes-Modell* wie kein zweites
die Finanzwelt revolutioniert und damit auch die heutigen wirtschaftlichen Rahmenbedin-
gungen beeinflusst. Als Anerkennung dieser Leistung erhielten Merton und Scholes im
Jahr 1997 den Nobelpreis fiir Okonomie. Fischer Black war zu diesem Zeitpunkt bereits
verstorben.

Der Formel von Black, Scholes und Merton liegt ein denkbar einfaches dkonomisches
Prinzip zugrunde: Der Wert eines Produktes wird im Wesentlichen von seinen Produkti-
onskosten bestimmt. Umgesetzt in mathematische Sprache entwickelten die Wissen-
schaftler aus diesem einfachen Grundsatz ein erfolgreiches Werkzeug zur Bewertung
von Finanzoptionen. Dank des Black-Scholes-Modells werden zentrale Problemstel-
lungen beim Optionshandel an den Finanzmarkten fur Handler berechenbar. Welcher
Wert soll beispielsweise fir eine Zahlung vereinbart werden, die erst in Zukunft stattfin-
den soll, deren Hoéhe allerdings auch erst — bedingt durch bestimmte Bedingungen oder
Kursentwicklungen - zu jenem Zeitpunkt feststeht? Am Beispiel einer ,Kaufoption®
auf den Euro-DollarWechselkurs wird der Vorgang deutlich. Dieses Finanzprodukt ist
vor allem fur Exporteure — wie die Autoindustrie, die ihre Produkte in Dollar verkauft, die
Kosten aber in Euro begleicht — interessant. Kommt es zu einem Verfall des Dollarkur-
ses, so sinken die Dollarexporteinnahmen bei gleich bleibenden Eurokosten — der Auto-
hersteller erleidet Verluste.

Eine Kaufoption verhindert dieses Wahrungsrisiko, indem sie dem Exporteur Uber einen
bestimmten Zeitraum einen festen Wechselkurs zusichert. Sollte der Dollar fallen, wird
die Option genutzt und der Verkaufer der Option — typischerweise eine Bank — muss die
Wechselkursdifferenz ausgleichen. Bleibt der Dollar Uber dem zugesicherten Wechsel-
kurs, wird die Option nicht bendétigt und verfallt nach Ablauf des festgelegten Zeitraums.
Das Wechselkursrisiko tragt die Bank. Fir sie lohnt sich das Risiko — sie verdient am
Preis fur die Kaufoption. Diese Risikopramie wird so bemessen, dass die Bank die Ein-
nahmen aus dem Verkauf der Option je nach Wahrungskurs mdglichst optimal zwischen
Dollar- und Euroanlagen hin und her transferieren kann. Dafiir setzen Banken sowohl ein
ausgefeiltes mathematisches Modell fir die Berechnung der Kursfluktuationen ein als
auch Mathematiker, die daraus entsprechende dynamische Strategien fiir die Kaufoption
entwickeln. Als Hilfsmittel werden fortgeschrittene Prinzipien der Wahrscheinlichkeits-
theorie und Statistik sowie Algorithmen aus Analysis, Numerik und Optimierung herange-
zogen.
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5.4 Mathematische Modellierung fir den Ernstfall

Die gegenwartige Krise an den internationalen Finanzmarkten wird haufig mit ,Collateri-
zed Debt Obligations* (CDOSs) in Verbindung gebracht. Diese Finanzprodukte sind deut-
lich komplexer als Kaufoptionen — deutlich schwieriger ist auch ihre finanzmathemati-
sche Bewertung. Das liegt vor allem daran, dass CDOs eine ganze Reihe von
Finanzrisiken, haufig Hypotheken, bindeln und umstrukturieren. Auf diese Weise werden
CDOs auch fir ,konservative” Investmentfonds mit strengen Risikovorgaben interessant.
Dabei ist sehr wichtig, die Abhangigkeiten zwischen den Risiken richtig einzuschatzen
und diese durch mathematisch korrekte Modellierung zu minimieren. Gute Modelle zur
Beschreibung von Abhangigkeiten zwischen Risikofaktoren sind Gegenstand aktueller
Forschung. Ein wesentlicher Faktor, der ehemals bei CDOs ein groRes Problem dar-
stellte, war die unzureichende Bonitatsprifung von Kreditnehmern. Die Kreditgeber wa-
ren davon ausgegangen, die eigenen Risiken Uber CDOs schnell weiterreichen zu kon-
nen. Dadurch war ein ungewohnlich hoher Anteil der Kreditbindel mit einem hohen
Risiko behaftet, sodass die Bewertung dieser Finanzprodukte nicht mehr korrekt vorge-
nommen werden konnte. Als dies von den Marktteilnehmern erkannt wurde, erfolgte eine
Neubewertung der CDOs. Das fuhrte zu den viel zitierten Abschreibungen in Milliarden-
hohe — eine Folge menschlicher Fehleinschatzung, vor der selbst die beste Mathematik
nicht schitzen kann.

Wenngleich CDOs eine Ursache fir Krisen am Finanzmarkt darstellen, Gberzeugen sie
doch durch ihre besonderen Eigenschaften: Sie ermdglichen beispielsweise die Kredit-
vergabe zu niedrigen Zinsen. Denn sie erlauben mehr Investoren, Geldmittel fir Kredite
bereitzustellen. Das hat einen Uberaus positiven volkswirtschaftlichen Effekt.

5.5 Arbeiten mit dem Risiko: das Aktuarswesen

Immer neue mathematische Herausforderungen im Finanz- und Versicherungssek-
tor sind auch ein Grund dafir, dass dabei zunehmend einem Berufszweig ein besonde-
res Augenmerk zuteil wird: Aktuaren. Neben dem Mathematikstudium durchlaufen diese
Spezialisten eine zusatzliche Ausbildung, bei der sie mit Methoden der Wahrscheinlich-
keitstheorie und der Finanzmathematik Fragestellungen analysieren und Lésungen ent-
wickeln.

Eine mehrteilige Fachprifung bei der Deutschen Aktuarsvereinigung bildet den Ab-
schluss. Aktuarinnen und Aktuare arbeiten hauptsachlich in Versicherungen, Banken und
Investmentgesellschaften. Sie sind gleichermal3en zum Nutzen der Kunden wie auch der
Unternehmen tétig. Hier gewéhrleisten sie nicht nur die dauerhafte Sicherheit von
Produkten, sondern auch die finanzielle Stabilitat der jeweiligen Anbieter.

Bei ihren Berechnungen helfen ihnen an die jeweiligen Gegebenheiten angepasste ma-
thematische Modelle, mit denen sich die Auswirkungen verschiedener Ereignisse mdg-
lichst friihzeitig untersuchen und eventuelle Schaden einschitzen lassen. Uber die Er-
gebnisse ihrer Untersuchungen hinaus leisten Aktuare einen entscheidenden Beitrag bei
der Gestaltung von Versicherungs- und Finanzprodukten. Nicht zuletzt helfen sie
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entscheidend dabei, die Vorteile von Finanzinnovationen auch in Zukunft zu sehen, zu
verstehen und nutzbar zu machen.
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6 Mathematik und Industrie

So seltsam es auch klingen mag, die Starke der Mathematik beruht auf dem Vermeiden
jeder unnotigen Annahme und auf ihrer groRRartigen Einsparung an Denkarbeit.
Ernst Mach (1838-1916)

Die Technologie macht in unserer modernen Welt immer gréere Fortschritte — immer
schneller, immer kleiner lautet die Devise. Dabei werden allerdings auch die Strukturen
immer komplexer, und die Datenmengen sind oft gigantisch. Die Grenzen der technologi-
schen Entwicklung waren langst erreicht, wirden die Probleme nicht mithilfe der Mathe-
matik in Uberschaubare Einheiten zerlegt. Dabei bleibt die Mathematik oft im Verborge-
nen, denn die Mathematiker entwickeln in der Regel keine spektakularen neuen
Prinzipien in der Technologie, sondern sie ermdglichen mit ihren Modellen erst deren effi-
Ziente Nutzung. Die Mathematik liefert die Basis, auf der alles aufbaut, bleibt dabei aber
oft unsichtbar. Eine Enquete-Kommission der Amerikanischen Akademie der Wissen-
schaften kommt zu dem Schluss: Hochtechnologie ist im Wesentlichen mathematische
Technologie.

Nicht nur in der Offentlichkeit wird die Bedeutung der Mathematik fiir unseren technologi-
sierten Alltag oft unterschéatzt, auch Industrievertreter wissen oft nicht, dass ihr Problem
eigentlich ein mathematisches ist. Daher sind Kontaktmdglichkeiten wie die Han-
nover-Messe, bei denen Unternehmen die Mathematik als Werkzeug zur Lésung techno-
logischer Probleme kennen lernen kénnen, ein wichtiger Ausgangspunkt flir Kooperatio-
nen von mathematischen Instituten mit der Industrie.

6.1 Mathematik hartet ab - Wie Simulationen helfen, Stahl
widerstandsfahiger zu machen

Um Stahl widerstandsfahiger gegeniber mechanischen Belastungen zu machen, haben
Schmiede friher das heil3e Eisen in kaltes Wasser getaucht. Heute ist das Harten von
Stahl eine Wissenschaft fur sich. Erhitzt wird nicht mehr mit Feuer, sondern zum Beispiel
mit einem Laserstrahl. Mathematische Simulationen tragen dazu bei, Stéhle optimal zu
harten — insbesondere Bauteile mit komplizierter Geometrie.

Durch Erhitzen und Abkihlen andert Stahl seine atomare Gitterstruktur, er geht in eine
andere ,Phase” Uber, wie die Experten sagen. Ist die Temperatur dabei zu hoch, kann
der Stahl schmelzen. Bei zu niedriger Temperatur bleibt der Stahl zu weich und ist nicht
belastbar.

Das Problem ist, dass man innen im Stahl die Temperatur nicht messen kann. Mathema-
tiker kdnnen sie jedoch abhéngig von der Oberflachentemperatur genau berechnen. Bei
einfachen Bauteilen ist das nicht besonders schwierig, schlieflich ist die Physik von Stahl
und dessen Warmeleitfahigkeit sehr gut verstanden. Anders ist das jedoch bei kompli-
zierteren Bauteilen. In Zylinderképfen von Automotoren befindet sich beispielsweise ein
Metallblock mit einer Bohrung darin. Da Stahl Warme sehr gut leitet, kihlt er nach der
Laserbehandlung schnell ab, die Warme geht dabei ins Innere des Bauteils. Nur: Wo
eine Bohrung ist, also ein Loch, ist kein Metall mehr, das die Warme ableitet, und die
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Hitze ist plotzlich in einem dunnen Steg gefangen. An der dinnen Stelle muss also die
Leistung des Lasers herunter geregelt werden.

Dank der Simulation berechnet das Programm des Weierstral3-Instituts fir jede Stelle die
Oberflachentemperatur, die der Laser hervorrufen muss, damit die Einhartetiefe auf dem
gesamten Bauteil gleichmafig ist. Eine Regelanlage fuhrt den Laser dann so uber das
Bauteil, dass die eingestellte Temperaturkurve nachvollzogen wird.

6.2 Besser Schweillen mit Laserstrahlung — durch Simulation der
Warmewirkung des Lasers

Das Schweil3en oder Fligen mit Laserstrahlung findet in den verschiedensten Bereichen
Anwendung: vom Schweil3en gréRerer Bauteile im Automobil-und Maschinenbau bis zum
Mikrofuigen in der Elektronik oder Medizintechnik. Die Qualitat der Schweil3verbindung
hangt direkt von der Warmewirkung des Lasers ab. Die Vorab-Simulation der beim
Schweil3en auftretenden Temperaturen ist im Vergleich zum Experiment ein effektives
und kostenginstiges Werkzeug, um die Qualitat der Schweil3naht zu bestimmen. In der
Simulation wird die Warmewirkung des Lasers durch eine parametrisierte Warmequelle
abstrahiert.

Die Optimierung der Parameter hinsichtlich der Differenz von experimentellen und simu-
lierten Daten wird als inverses Problem bezeichnet und erfordert die vielfache Losung ei-
nes aufwandigen mathematischen Modells. Gangige mathematische Hilfsmittel versagen
bei dieser Vorgehensweise, da die Berechnung auch bei Verwendung modernster Re-
chenanlagen zu zeitintensiv ist. Wissenschaftler des Fraunhofer-Instituts fir Lasertechnik
und Mathematiker der RWTH Aachen entwickeln numerische Methoden, um die Ord-
nung der Modelle so weit wie mdglich zu reduzieren. Diese Modellreduktionsverfahren
verkirzen die Rechenzeiten drastisch. AuRerdem werden Optimierungsverfahren entwi-
ckelt, um die Parameter verlasslich bestimmen zu kdénnen. Langfristiges Ziel ist die An-
wendung dieser Methoden zur Entwicklung von Echtzeitmodellen, die die Temperaturen
wahrend des Schweil’ens berechnen und die Regelung des Schweil3prozesses in Echt-
zeit ermoglichen.

6.3 Naher an der Wirklichkeit — Gekoppelte Simulationen fih ren zu
optimierten industriellen Anwendungen

Noch immer ist der elegante Flug der Vogel das groRe Vorbild fir den Flugzeugbau,
denn ihre Fligel kbnnen sich den verschiedensten Situationen anpassen. Bei Flugzeu-
gen sind die Tragflachen dagegen nur auf einen bestimmten Zustand hin optimiert —bei-
spielsweise die Reiseflughdhe und die Reisegeschwindigkeit. In allen anderen Situatio-
nen ist der Fligel nicht optimal. Kénnte man die Tragflachen von Flugzeugen verformbar
gestalten, liel3e sich beispielsweise der Kraftstoffverbrauch deutlich reduzieren.

Um zu erforschen, wie genau sich die Fligel der Vogel an die Flugsituation anpassen, si-
mulieren die Wissenschaftler den Flug am Computer. Mit Hilfe aufwandiger Berechnun-
gen vollziehen sie die Bewegung der Fligelknochen nach. Ebenso simulieren sie die
Stromung der Luft um den Flugel herum. Beide Simulationen fiir sich haben die Wissen-
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schaftler schon langer gut im Griff. Kompliziert wird es besonders dadurch, dass beide
Bereiche miteinander in Wechselwirkung treten: Einerseits verformt die Stromung den
Fligel, und andererseits beeinflusst der verformte Fligel seinerseits die Stréomung. Zwei
physikalische Systeme sind hier eng miteinander verwoben; und man kann die Verande-
rungen in dem einen Bereich nicht verstehen, so lange der andere nicht ebenfalls in das
Modell eingebunden ist.

Viele komplexe Prozesse kdnnen Ingenieure und Forscher nur untersuchen, wenn sie
mehrere Phanomene kombiniert am Computer simulieren. Dies ermdglicht eine Software
des Fraunhofer-Instituts fur Algorithmen und Wissenschaftliches Rechnen SCAI, die da-
fur sorgt, dass Simulations-Programme fir verschiedene physikalische Phdanomene ihre
Daten miteinander austauschen konnen. Bei solchen gekoppelten Simulationen beein-
flussen die errechneten Werte den Fortgang aller Simulationen.

Dieses Prinzip spielt auch bei flexiblen Windradern mit optimierten Fligeln eine wichtige
Rolle. Das Konzept beruht auf Windradern, die sich passiv an den Wind anpassen und
so die Belastung vermindern. Denn der Luftstrom versetzt den Rotor nicht nur in die ge-
winschte Drehbewegung, sondern verformt ihn auch —im schlimmsten Fall kollidiert der
Flagel mit dem Turm, an dem er befestigt ist. Um die Energieausbeute zu optimieren und
Unfalle durch verformte Windrader zu vermeiden, setzen die Entwickler auf gekoppelte
Simulationen fur die Luftstromung und die Verformung der Flugel.

6.4 Ein Bild von einem Motor — Beim virtuellen Design entsteh t der
produktionsreife Motor nur noch im Computer

Wie muss ein Elektromotor aussehen, der besonders leise ist? Die Ingenieure des Insti-
tuts fur Elektrische Maschinen der RWTH Aachen kénnen mit ihren Simulationen zeigen,
bei welchem Entwurf ein Motor besonders laut brummt, oder wann er besonders energie-
effizient arbeitet. Laute Gerausche kommen dadurch zustande, dass sich das Gehause
unter Einfluss des elektromagnetischen Feldes verformt. Es kommt zu Schwingungen im
Mikro-oder Nanometerbereich, die zwar nicht sichtbar sind, aber horbar.

Der Auftraggeber kann den Wissenschaftlern der RWTH ganz genau sagen, was er von
seinem Motor erwartet, zum Beispiel, dass er keine hohen Tdne von sich gibt oder eine
gewisse Lautstarke nicht Ubersteigt. Fur den Entwurf sind keine Experimente mehr nétig,
der komplette Motor wird bis zur Produktionsreife am Computer entworfen.

Damit die Entwickler das komplette Design virtuell erstellen kbnnen, missen sie in einem
zweiten Schritt die gewonnenen Simulationsergebnisse in dreidimensionale Bilder tber-
setzen. Die Verarbeitung der riesigen Datenmengen ist dabei ebenso aufwandig wie die
eigentliche Simulation.

Ein Prototyp wird dann nur noch gebaut, weil ein realer Motor immer noch Uberzeugen-
der ist. Das Design muss in der Regel nicht mehr verandert werden —es sei denn, der
Auftraggeber winscht nachtraglich nicht nur reduzierte Gerausche, sondern auch Ener-
gieeffizienz.
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Ihre Kompetenzen beim virtuellen Design von Elektromotoren bringen die Wissenschaft-
ler der RWTH Aachen derzeit in das BMBF-Projekt ,e performance” ein, bei dem sie ge-
meinsam mit den Partnern Audi und Bosch ein neuartiges leistungsfahiges Elektroauto
entwickeln.

6.5 Die Ruhe im Sturm — Akustisch wirksame Materialien damme n den
Larm

Trotz immer leiserer Motoren ist der moderne Alltag oft sehr laut. Daher miissen Ge-
rausche im Nachhinein reduziert werden. Zur Larmdammung werden pordse Materialien
wie Glas und Mineralwolle oder Schdume eingesetzt. Um die Materialparameter zu be-
stimmen, bei denen ein Bauteil besonders grofRe akustische Wirksamkeit entfaltet, wer-
den meist nach wie vor aufwandige und teure Messungen an Rohlingen und Prototypen
durchgefihrt.

Am Fraunhofer-Institut fir Techno-und Wirtschaftsmathematik ITWM werden seit Jahren
Verfahren entwickelt, um diesen hohen Zeit-und Kostenaufwand bei der Neuentwicklung
von Absorbermaterialien drastisch zu reduzieren. Von zentraler Bedeutung ist dabei,
dass alle Materialparameter, welche die akustischen Eigenschaften des Materials be-
stimmen, nicht gemessen, sondern vollstandig berechnet werden. Ausgangspunkt ist ein
stochastisches Modell, das die Mikrostruktur des Materials wirklichkeitsnah abbildet.

6.6 In Ruhe fahren — Gerausche um den Kopf des Fahre rs reduzieren

Wenn es schon nicht mdglich ist, dass ein Auto vollig gerauschlos fahrt, so lassen sich
doch die Gerdusche um den Kopf des Fahrers noch weiter reduzieren. Dafiir muss eine
ganze Reihe von Einflussparametern genau richtig gewahlt werden. Friher wurde dazu
ein Modell gebaut, in dem man mit viel Erfahrungswissen einzelne Parameter variiert und
sich das Ergebnis im Versuch angeschaut hat. Dabei ist jedoch jede Variation zeitauf-
wandig und teuer.

Nach derzeitigem Stand der Forschung bedient man sich meist der Numerischen Simula-
tion, bei der man das Fahrzeug im Rechner modelliert und dann die Parameter variiert.
Dabei mussen zahlreiche physikalische Effekte wie Luftstrdomung um das Fahrzeug, Vi-
brationen der Karosserie, Gerauschentwicklung des Motors und Schallausbreitung im In-
nenraum berlcksichtigt werden. Die Rechnungen sind sehr aufwandig und dauern auch
auf groRen Rechnern mehrere Stunden bis Tage.

In einem Projekt des DFG-Forschungszentrums Matheon mit der Firma SFE Gesell-
schaft fur Strukturanalyse in Forschung und Entwicklung mbH verwenden die Mathemati-
ker die automatisierte Optimierung, bei der im Hintergrund zahlreiche Simulationen ab-
laufen. Dabei werden die grolen genauen Modelle auf kleinere Modelle dezimiert, die
aber immer noch die fir die Optimierung wesentlichen Informationen enthalten. Mit die-
ser Herangehensweise erreichen die Forscher erhebliche Kosten-und Zeitersparnisse,
aber dennoch ein optimales Ergebnis.
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6.7 Robuste Kommunikationsnetze — Telefonieren und Surfen ohne
Ende

Die weltweiten Telekommunikationsnetze missen immer mehr Informationen transportie-
ren. Nicht nur die standig steigende Zahl von Teilnehmern lasst die Datenmengen explo-
dieren, sondern auch immer neue Anwendungen, wie Internetfernsehen oder interaktive
Spiele im Internet.

Damit man auch zu Stol3zeiten telefonieren und im Internet surfen kann, ohne dass die
Netze zusammenbrechen, missen genigend Glasfaserkabel bereitstehen. Die Planer ei-
nes Kommunikationsnetzes stehen vor ganz konkreten Fragen wie: Wie viele Glasfaser-
kabel braucht man zwischen Berlin und Hamburg? Um das entscheiden zu kénnen, zie-
hen sie Nachfragetabellen heran, aus denen sie eine Schéatzung ableiten. Bislang
beruhen diese Schatzungen auf Mittelwerten, die nicht die Schwankungen des Verkehrs-
aufkommens beriicksichtigen. So kann es immer wieder zu Uberlastungen kommen.

In dem BMBF-Projekt ,Robuste Kommunikationsnetze (ROBUKOM)" entwickeln Mathe-
matiker derr RWTH Aachen gemeinsam mit Nokia Siemens Networks und dem Deut-
schen Forschungsnetz (DFN-Verein) nun Methoden, um auch diese Schwankungen in
die Schatzung mit einzubeziehen. Die Kommunikationsnetze sollen so konfiguriert sein,
dass sie robust gegeniber grof3en Belastungen und Ausfallen einzelner Komponenten
sind. Da die Netze gleichzeitig kostengiinstig angelegt werden miissen, dirfen auch
keine groRen Uberkapazitaten eingeplant werden. Neben der Anzahl der Glasfaserkabel
beziehen die Mathematiker alternative Wege fiir den Datentransport ein, die bei grofRer
Belastung einer Trasse genutzt werden konnen —bei den heutigen Ubertragungsge-
schwindigkeiten spielen Umwege fast keine Rolle mehr.

6.8 Mit Licht Geschwindigkeit erh6hen — Halbleiterlaser fi r die
Datenkommunikation

Die Welt moderner Computernetzwerke ist zweigeteilt. Erzeugt und verarbeitet werden
die Daten im Computer als elektronische Signale, bei der Ubertragung der Daten werden
meist optische Signale durch Glasfasern gesendet. An der Schnittstelle zwischen der
Welt der Elektronik und der Photonik steht eine spezielle Klasse von Hochleistungsbau-
elementen.

Hier kommen oft spezielle Halbleiterlaser zum Einsatz, die in Bereichen von Datenraten
von 40 Gigabit pro Sekunde und mehr Datensignale umwandeln oder regenerieren,
Pulse erzeugen und vieles mehr. Eine Perspektive fur eine noch schnellere Datenkom-
munikation bietet dabei die Aussicht, neben der reinen Datenlbertragung immer mehr
Funktionen in den optischen Bereich zu verlagern.

Wissenschatftler des Berliner WeierstraR-Instituts simulieren und analysieren dynamische
Effekte in Halbleiterlasern. Die Mathematiker kénnen durch ihre Simulationen Regeln
zum Design der Bauelemente angeben, um gewiinschte dynamische Effekte zu erzielen,
und kommen so auch zu ganz neuen Konzepten flir spezielle Bauteile.
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Fur die mathematische Beschreibung dieser komplexen und winzig kleinen Strukturen —
in einem Mal3stab von Nanometern bis zu Mikrometern —missen die Mathematiker nicht
nur die fundamentalen physikalischen Zusammenhange bis hin zu Quanteneffekten be-
ricksichtigen, sondern auch modernste Methoden aus der mathematischen Theorie der
dynamischen Systeme verwenden und weiterentwickeln.

6.9 Gut geschnitten — Schnittoptimierung steigert Produkt Ivitat in
Textil-und Lederverarbeitung

Ein MaRanzug besteht aus Gber 50 Einzelteilen. Diese Teile so auf einer Stoffbahn anzu-
ordnen, dass mdglichst wenig von dem teuren Material verschnitten wird, ist eine Kunst.
Im Handwerk sowie in der Textil-und Lederindustrie sind solche Verschnittprobleme tagli-
che Praxis. Mathematiker vom Fraunhofer-Institut fir Algorithmen und Wissenschaftli-
ches Rechnen SCAI haben eine Software entwickelt, mit der sich automatisch Schnittbil-
der auf Textlien erstellen lassen. Das Programm verschachtelt die Formen der
Einzelteile, indem es in mehreren Schritten die Anordnung verbessert. Dazu nutzt es un-
ter anderem Greedy-Verfahren. Das englische greedy steht fur gierig —das Verfahren
verfolgt ahnlich wie ein gieriges Tier in jedem Schritt nur den jeweils erfolgverspre-
chendsten Weg. Das macht dieses Vorgehen sehr schnell. Denn oft steht nur wenig Zeit
zur Verflgung.

Bei Leder kommt noch ein anderes Problem hinzu. Dort heif3t die Frage nicht einfach:
Geht der Sessel oder die Lederhose auf die Kuhhaut? Als Naturprodukt weist Leder qua-
litativ unterschiedliche Partien auf. Mit einer eigenen Software fir Lederschnittbilder kann
der Benutzer die starksten Stlicke etwa fur die strapazierte Sitzflache vorsehen. Um die
Locher im Leder macht das Programm automatisch einen mdéglichst kleinen Bogen.

Auch fur andere Optimierungsfragen in der Industrie haben Mathematiker Lésungen ent-
wickelt, mit denen sich zum Beispiel der Zuschnitt von Holz-und Metallplatten, eine még-
lichst dichte Bauteilanordnung im Motorraum von Autos oder eine verbesserte Belegung
von Computerplatinen berechnen lassen.

6.10 Intelligente Geratesteuerung — Strom sparen dur  ch Vernetzung

Erneuerbare Energien sind weiterhin im Aufwind. Den unbestrittenen Vorteilen im Blick
auf Umweltaspekte steht jedoch ihr nur sehr begrenzt planbares Verhalten entgegen.
Sonnen und Windenergie erganzen sich zwar im Jahresverlauf hervorragend — aufgrund
regeltechnischer Probleme werden aber zunehmend Windkraftwerke abgeschaltet. Wert-
volle Energie wird so nicht genutzt.

Im Projekt ,mySmartGrid“ entwickelt das Fraunhofer-Institut fir Techno-und Wirtschafts-
mathematik ITWM in Kaiserslautern intelligente Steuerungssysteme. Diese passen den
Energieverbrauch der Erzeugung an.

Das Programm mySmartGrid ermittelt zunachst aus Sonnen-und Windprognosen die fir
eine Nutzung giinstigen Zeiten. Danach bindelt es viele Haushaltsgerate zu einem virtu-
ellen Verbraucher. Eine Gefriertruhe kann problemlos einig Stunden ohne Strom aus-
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kommen und genau dann kiihlen, wenn gerade viel erneuerbarer Strom vorhanden ist.
Die Temperatur kann dann starker abgesenkt werden als eigentlich nétig, um anschlie-
Rend wieder lange ohne Strom auszukommen.

Schlussel fur diese Technologie ist die statistisch signifikante Bundelung der Stromnach-
frage von vielen Privathaushalten. Dazu werden Energiemanager in den Haushalten in-
stalliert. Diese Gerate kennen die aktuelle Situation auf dem Strommarkt und kdénnen
verschiedene Haushaltsgerate steuern. Uber Gerateadapter konnen die Endgerate, wie
Tiefkuhltruhen oder Warmepumpen, gesteuert werden.

Wenn viel Strom auf dem Markt vorhanden ist, kann man diesen billiger einkaufen. Wenn
umgekehrt wenig Strom vorhanden ist, ist es ginstiger, den Stromverbrauch zu reduzie-
ren — teure Kraftwerke muissen nicht hochgefahren werden. Diese Verfahren sind bei
groRRen Stromabnehmern lange etabliert und werden auf das Projekt mySmartGrid tber-
tragen: Die gesamte Nachfrage der Projektteilnehmer wird gebiindelt am Strommarkt ge-
handelt. Die dabei entstehenden Gewinne kommen dem Verbraucher zugute.
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7 Mathematik und Kommunikation

Ob beim Telefonieren mit dem Handy, beim Geldabheben am Automaten oder
beim Anhdren einer CD — in der Kommunikation mit oder mit Hilfe von Maschinen er-
leichtern uns mathematische Anwendungen, oft unbemerkt, das Leben Tag fur Tag. Vor
rund 60 Jahren erforschte der amerikanische Mathematiker und Ingenieur Claude
Elwood Shannon die wissenschaftliche Verbindung der beiden Disziplinen: Seine be-
rihmte Theorie zur Kommunikation beruht auf Vorarbeiten seines Kollegen Norbert
Wiener und ist noch heute mafRgeblich, wenn man die Ubertragung von Informationen
untersuchen will. In dem spéter so genannten Shannon-Weaver-Modell wird die In-
formation von einem Sender kodiert, auf einem Kanal Ubertragen, dabei mit einer
gewissen Wabhrscheinlichkeit — zum Beispiel durch Rauschen — gestort und schlielich
vom Empfanger dekodiert.

Doch wie werden Daten dabei am besten verschlisselt? Und wie konnen Storfak-
toren bei der Ubertragung klein gehalten werden? Antworten liefert hier die Kodierungs-
theorie, ein Teilgebiet der Mathematik, ohne das weder das Tsunami-Frihwarnsys-
tem im Indischen Ozean funktionieren wirde noch ein Telefon — ganz zu schweigen
von den meisten Multimediaprodukten, die auf der Internationalen Funkausstellung zu
sehen sind. Oft muss die Mathematik obendrein Datenmassen komprimieren, um
diese zu bandigen. Auch diesen Vorgang ermdglichen die Algorithmen der Kodie-
rungstheorie.

Ein anderes Teilgebiet der Mathematik hilft, die Informationen bei der Ubertragung
zu schitzen. Dafiur ist die Theorie der Verschlisselung zustindig, die Kryptologie.
Public-Key-Verfahren etwa — Standardverfahren zur Verschlisselung — wurden von
den Mathematikern Whitfield Diffie, Martin Hellman und Ralph Merkle zu Beginn der
1970er-Jahre erfunden. Einen Schritt weiter gingen 1977/78 die Mathematiker Ron
Rivest, Adi Shamir und Leonard Adleman. Sie erdachten den nach den Anfangs-
buchstaben ihrer Nachnamen benannten RSA-Algorithmus — das erste konkrete
Verschlisselungsverfahren und heute die Standardverschliisselung beim Datenverkehr
im Internet.

Mathematiker sind zu guter Letzt auch gefragt, wenn es um die so genannte Op-
timierung geht — etwa die Verteilung von Handyfunkstationen oder -frequenzen.

7.1 Am Anfang war der Fehler

Kommunikation ist mehr als nur Reden und Zuhdéren, Senden und Empfangen — Stérun-
gen gehéren meist auch dazu. Das gilt fir nahezu jede Form der Datenibertra-
gung: vom Satelliten, der Informationen in Richtung Erde sendet, Gber den Compu-
ternutzer, der Uber WLAN surft, bis zu den Unterwassersonden des Tsunami-
Frihwarnsystems, die ihre Daten mehrere Kilometer weit durch das Wasser schicken.
Die entscheidende Frage ist hier, wie sich diese Fehler minimieren oder sogar voll-
standig beheben lassen.



33

Eine sehr einfache Idee besteht darin, die Daten zu kopieren und mehrmals zu senden.
Das Problem: Dieses Verfahren ist nicht besonders effektiv. Wenn man Informationen
zur Sicherheit gleich mehrmals Gbertragen will, dann blaht man die Menge der gesende-
ten Daten damit unnétig auf. Eine bessere ldee hatten die Mathematiker Irving S. Reed
und Gustave Solomon. Sie entwickelten 1960 die Reed-Solomon-Kodierung, die
heute unter anderem in DSL-Ubertragungen und in DVD-Playern angewendet wird.
Reed-Solomon-Codes korrigieren dartber hinaus Fehler in der Dateniibertragung zu
Satelliten, zum Beispiel beim Voyager-Programm, das an den Grenzen unseres Son-
nensystems Daten sammelt. Die Voyager-Daten sind Uber einen halben Tag unter-
wegs, bis sie auf der Erde ankommen - viel Zeit, um durch den so genannten
Sonnenwind mit seinen aufgeladenen Teilchen oder durch Magnetfelder gestért zu wer-
den.

7.2 Funktionen als Fingerabdruck

Die Reed-Solomon-Kodierung nutzt Funktionen: Zu beliebigen Zahlen wird sehr schnell
eine Art mathematischer Fingerabdruck bestimmt. Will man nun jemandem die
Zahlen schicken, dann reicht es, ihm lediglich die Funktion zukommen zu lassen —
denn damit kann der Empfanger die Zahlenreihe rekonstruieren. Die Datenmenge
wird dabei zwar in der Regel kaum Kleiner — tatsachlich wachst sie oft sogar ge-
ringfugig —, doch die Ubertragung der Kennzahlen der Funktion anstelle der Zah-
len selbst birgt einen grof3en Vorteil: Auch wenn die Funktion nicht komplett beim
Empfanger ankommt, kann dieser sie aus den Bruchstlicken eindeutig rekonstruieren —
und damit die Zahlenreihe berechnen, die er eigentlich haben wollte.

Das ist in vielen Anwendungen hilfreich — etwa beim Horen von Musik-CDs. Denn selbst
beim Lesen einer auf den ersten Blick kratzerfreien Scheibe kdnnen mehr als eine halbe
Million Lesefehler auftreten. Wenn deutliche Kratzer dazukommen, dann gehen die Le-
sefehler in die Millionen. Obendrein treten sie gehauft in so genannten ,Bursts” auf.
Gerade damit kommen die Reed-Solomon-Codes jedoch gut zurecht.

7.3 WLAN und GSM storungsfrei

Doch es gibt auch andere Fehlerkorrekturen, etwa das Viterbi-Verfahren, das Mitte
der 1960er-Jahre der aus Italien stammende Mathematiker Andrew James Viterbi be-
grindet hat. Es basiert auf der Wahrscheinlichkeitstheorie. Zunéachst erganzt der
Sender jedes Bit, das er verschicken will, durch weitere Bits. Die Datenpakete wer-
den auf dem Weg zum Empféanger gestért — doch aufgrund der Erganzungen kann der
Empfanger mit Hilfe von Wahrscheinlichkeitstabellen abschéatzen, welche Daten der
Sender wohl abgeschickt hat. So ist es ihm mdglich, mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit auf die tatsachlich gesendete Bitfolge zu schlieRen.

Diese Fehlerkorrektur wird nicht nur in WLAN-Modems, bei den digitalen Rundfunk-
formaten DVB-T und DAB sowie beim Telefonieren mit GSM-Handys eingesetzt,
sondern auch beim Tsunami-Frihwarnsystem: Hier kommunizieren Sonden, die
Wasserdruck und Temperatur in bis zu 6.000 Meter Wassertiefe messen, tber Un-
terwassermodems mit Bojen an der Oberflache.
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Doch nicht nur Viterbis Fehlerkorrektur hilft den Technikern bei der Ubertragung von Da-
ten. Mathematik spielt auch eine wichtige Rolle, wenn es darum geht, Daten auf
Schallwellen aufzupragen. Denn die Ingenieure kbnnen unter anderem zwischen den
beiden folgenden Moglichkeiten wéhlen: Daten werden entweder als Tone ver-
schickt — &hnlich wie beim Faxgerat — oder als Phasenverschiebungen auf feste
Tragerfrequenzen aufgepragt. Dabei haben die Ingenieure damit zu kampfen, dass
Wasser Schallwellen je nach Druck, Temperatur und Salzgehalt unterschiedlich
schnell transportiert. Die korrekte Information lasst sich auch hier wieder dank ma-
thematischer Formeln rekonstruieren.

7.4 Komprimierungen fur MP3, JPG und HDTV

Mathematische Methoden helfen auch immer dann, wenn es gilt, Datenmengen zu redu-
zieren. Datenformate wie MP3 fur Audiodaten — eine mathematische Entwicklung
des Fraunhofer-Instituts flr Integrierte Schaltungen (11S) in Erlangen — und das Format
JPG fur Bildinformationen haben die Kommunikation in Ton und Bild revolutioniert
und die Internetkommunikation in der heutigen Form mdglich gemacht.

Selbst an Stellen, an denen man es nicht vermutet, werden Daten mit mathemati-
schen Tricks komprimiert. Das kann sogar verlustfrei geschehen, denn es gibt Algorith-
men, die es Empfangern ermdglichen, eine exakte Kopie des gesendeten Materials
zu ,entpacken — und nicht nur N&herungen. Ein Beispiel ist der Huffman-Code, der in
den 50er-Jahren vom amerikanischen Mathematiker David Albert Huffman entwickelt
wurde. Dieses Kompressionsverfahren wird bei Faxgeraten oder bei hochaufldésendem
Fernsehen (HDTV) verwendet. Ein Teil der MP3-Komprimierung beruht ebenfalls darauf.

Die zu Ubertragenden Zahlen werden beim Huffman-Verfahren nach ihrer Haufigkeit
in eine Art Baumstruktur einsortiert. Die Position im Baum liefert den ,Namen* der Zahl,
unter dem sie vom Sender kodiert und verschickt wird. Der Trick: Jeder der Code-
Namen beginnt anders. Daher kann man bei der Ubertragung auf ,Trenner* zwi-
schen den Buchstaben verzichten und verbraucht so minimal wenige Bits — die Zahlen-
reihe wird also sehr kurz kodiert.

7.5 Packen, Falten, Legen — Mathematik im Handy

Auch das gesprochene Wort im Handy benétigt Komprimierung, denn die digitalen
Sprachdaten sind vergleichsweise umfangreich. In der Regel sind es 64 Kilobit, die pro
Sekunde Ubertragen werden mussten — viel zu viel fur ein handelstibliches GSM-Handy,
dessen Funkkanal in der Regel fiir gerade einmal 9,6 Kilobit Sprachdaten ausge-
legt ist. Zumal zusatzlich auch Informationen zur Identifikation des Telefons und Daten
zur Fehlerkorrektur Gibertragen werden missen.

Die digitalen Sprachdaten werden daher in kleine Abschnitte zerlegt und durch Filter ge-
schickt, um zum Beispiel Sprachpausen zu registrieren und Vokale kunstlich zu
verklrzen. Anschlieend werden die Daten in einer komplizierten Kodierung mit un-
terschiedlichen Verfahren gepackt, gleichsam gefaltet und in Zeitscheiben zerlegt,
weil sich so mehrere Nutzer eine Empfangsantenne teilen kénnen.
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Beim Empféanger geht das Rechnen dann weiter: Falls zum Beispiel — trotz Tricks wie
dem so genannten Frequenzhopping — ein Sprach-Datenpaket nicht mehr wiederher-
zustellen ist, dann schatzt das Empfangerhandy mit Hilfe von Wahrscheinlichkeits-
rechnung, wie die Information gelautet haben koénnte. Der Effekt: Die Licken werden
mit Hilfe von Mathematik so geschlossen, dass man sie kaum wahrnimmt.

7.6 Mehr Sicherheit am Geldautomaten

Nicht nur Stérungen sind bei der Kommunikation unerwiinscht, sondern in der Regel
auch Mithorer oder -leser — besonders bei Finanztransaktionen oder im militdrischen
und diplomatischen Bereich. Informationen muissen daher verschlisselt werden. Zu-
weilen dienen Schlissel aber auch als eine Art Ausweis, der zum Beispiel sicherstellt,
dass nur der Kontoinhaber am Geldautomaten Geld von seinem Konto abheben kann.

Ein Schlissel der ersten Art wird zum Beispiel beim Handy genutzt: Hier werden vor der
Ubertragung alle teilnehmerbezogenen Daten mit Hilfe einer Binarzahl aus 64 Nullen
und Einsen fur Dritte unlesbar gemacht. Ein Schlissel der zweiten Art ist die PIN fir die
EC-Karte. Sie wird unter anderem mit dem DES-Verfahren erzeugt. DES steht fir
.Data Encryption Standard“, eine Verschlisselungsmethode, die von IBM und der
US-amerikanischen ,National Security Association* entwickelt wurde. Hierbei werden
Kontonummern und andere Zahlen mit Hilfe eines 56 Bit langen Schliissels, den nur die
Bank kennt, durcheinandergewdrfelt und komprimiert. Méchte ein Kunde Geld abheben,
wird die eingegebene PIN vom Geldautomaten an die Bank Ubertragen. Dort wird mit
Hilfe des geheimen Bankschliissels und der Kontodaten die PIN berechnet und mit der
eingegebenen Zahl verglichen — und nur, wenn beide Ubereinstimmen, gibt der Au-
tomat das Geld frei.

Art ist die PIN fur die EC-Karte. Sie wird unter anderem mit dem DES-Verfahren erzeugt.
DES steht fur ,Data Encryption Standard“, eine Verschlisselungsmethode, die von
IBM und der US-amerikanischen ,National Security Association® entwickelt wurde.
Hierbei werden Kontonummern und andere Zahlen mit Hilfe eines 56 Bit langen
Schlissels, den nur die Bank kennt, durcheinandergewdtrfelt und komprimiert. Mochte
ein Kunde Geld abheben, wird die eingegebene PIN vom Geldautomaten an die Bank
Ubertragen. Dort wird mit Hilfe des geheimen Bankschlissels und der Kontodaten die
PIN berechnet und mit der eingegebenen Zahl verglichen — und nur, wenn beide
Ubereinstimmen, gibt der Automat das Geld frei.

Ein anderes Verfahren, das bis zum Jahr 2000 unter Patentschutz stand, dient
heute unter anderem der Verschlisselung des Datenverkehrs im Internet: das Ver-
schlusselungsverfahren RSA.

Die Idee ist einfach: Salz und Zucker zusammenzuschuitten, ist ein Kinderspiel, aber die
Kristalle hinterher wieder auseinander zu sortieren, ist eine langwierige Arbeit. Auf die
Mathematik Ubertragen bedeutet das: Die Erfinder des RSA-Algorithmus verwende-
ten zum Verschlisseln eine Operation, die man leicht in eine Richtung durchfiihren
kann, aber nur sehr schwer in die umgekehrte: die Primfaktorzerlegung. Ein Bei-
spiel: Die Primzahlen 3, 31 und 1.381 sind schnell miteinander multipliziert, das Ergebnis
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ist 128.433. Aber in welche Primfaktoren zerfallt die Zahl 1.221.162? Noch immer gibt es
kein effektives Verfahren, das die Primfaktoren grof3er Zahlen mit einigen hundert
Dezimalstellen schnell bestimmt.

Wird nun ein Text mit Hilfe von RSA verschlUsselt, werden zwei grof3e Primzahlen ge-
sucht und als fur alle zugénglicher Schlissel verdffentlicht. In diesen Code geht
das Produkt dieser beiden Primzahlen ein. Zum Entschlisseln des Textes wird jedoch
wiederum ein privater Schlissel benotigt, in dem die Informationen tber die beiden Prim-
faktoren enthalten sind — diese bleiben naturlich geheim.

Derartige Verschliisselungstechniken beruhen zum Teil auf Gber 150 Jahre altem mathe-
matischem Wissen. Es geht auf den Mathematiker Evariste Galois zurtlick, einen franzo-
sischen Revolutionadr, der unter abenteuerlichen Bedingungen seine ersten Ideen zur
Gruppentheorie aufschrieb.

7.7 Chiffren und Algorithmen auf dem Prifstand

Mathematiker interessieren sich auch fur die Frage, wie sicher eine Chiffriermethode
ist. Bei RSA ergibt sich entsprechend die Fragestellung, wie schnell man Zahlen
in Faktoren zerlegen kann. Damit beschaftigt sich zum Beispiel das Team um
Jens Franke und Thorsten Kleinjung an der Universitdt Bonn, die derzeitigen Welt-
rekordhalter in Fragen der Faktorisierung. Mit Hilfe ausgefeilter Tricks und Algorith-
men faktorisierten sie in monatelanger Arbeit zum Beispiel die Zahl 2% -1, eine Zahl
mit 139 Dezimalstellen. Ihr derzeit bestes Ergebnis ist aber eine Zahl mit 200
Stellen, deren zwei Primfaktoren sie 2005 nach mehreren Jahren Arbeit berechnen
konnten.

Andere Forscher kimmern sich um die Frage, wie sicher der DES-Algorithmus fir die
Nutzung von EC-Karten ist. Im Marz 2007 etwa verkindete ein Team um Christof Paar
und Manfred Schimmler an den Universitdaten Kiel und Bochum, mit einer speziellen
Rechnerarchitektur kdnne man den DES-Schliissel innerhalb von sechseinhalb Tagen
knacken. Das Team hatte dazu eigens einen speziellen kleinen Rechner gebaut,
den es ,Copacobana“ nannte (die Abkirzung steht fir ,Cost-Optimized Parallel Code
Breaker"). Copacobana arbeitet mit ,brute force“, das heifdt, der Rechner probiert einfach
alle moglichen 2°¢ Schlussel aus. Hierflr arbeiten die 120 Prozessoren von Copacobana
parallel — jeder Prozessor testet pro Sekunde 400 Schlissel.

7.8 Optimierung fur die Kommunikation von morgen

Mathematiker ermdglichen aber auch auf ganz andere Weise, dass die zwischen-
menschliche Kommunikation stérungsfrei verlauft. Mobilfunkanbieter etwa sind daran
interessiert, die knappen und teuren Mobilfunkfrequenzen méglichst effektiv nutzen zu
kénnen. Das Problem hierbei: Sendemasten, die mit derselben Frequenz Daten Uber-
tragen, konnen sich gegenseitig storen. Durch eine optimale Aufstellung der Masten
kann man diese Stérungen verringern — und braucht dabei auch weiterhin nur wenige
Frequenzen zu verwenden. Zudem ist der Betrieb hierarchisch gegliedert: Sendemasten
werden in Gruppen verwaltet, mehrere dieser Gruppen werden zusammen jeweils ei-
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ner Vermittlungszentrale zugeordnet, welche die Telefongesprache weiterleitet. Wis-
senschaftler untersuchen hierbei, wie man diese Aufteilung moglichst 6konomisch ge-
staltet, sodass zum Beispiel nur kurze Verbindungen und wenige Vermittlungszentralen
noétig sind.

Mit Fragen der Optimierung beschéftigen sich auch die Mathematiker am Zuse-Institut in
Berlin. Durch geschickte Frequenzzuweisung ist es ihnen gelungen, bei einem Mobil-
funkanbieter Stérungen deutlich zu verringern. Ein anderes Projekt verfolgt der Pro-
fessor fur Mobilfunkkommunikation und Leibniz-Preistrager 2008, Holger Boche, am
Heinrich-Hertz-Institut des Berliner Fraunhofer-Instituts fir Nachrichtentechnik und
zeitgleich an der Technischen Universitéat Berlin. Boche beschaftigt sich als Mathemati-
ker unter anderem damit, wie man in innovativen Mehrantennensystemen die Ressour-
cen optimal auf alle Nutzer verteilt. Ziel des Projekts ist es, die Effektivitat des Mobilfun-
knetzes bis 2010 deutlich zu steigern — denn der Bedarf wird bis dahin nach
vorsichtigen Schatzungen ungefahr um den Faktor 10 anwachsen. Fur die moderne
Breitband-Mobilkommunikation ist das eine spannende und zugleich herausfor-
dernde Aufgabe. Dank der Mathematik ist diese auch Iosbar.
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8 Mathematik und Kunst

Was ist Schdnheit? Ist sie objektiv erfassbar, gar messbar? Gibt es Gesetze,in die sich
das Schone, Wahre und Gute in der Kunst fassen lassen? Auf diese Fragen
sucht die Kunsttheorie ebenso Antworten wie viele Kunstschaffende. Symmetrie, Pro-
portionen, Perspektiven spielen dabei eine entscheidende Rolle — und stellen zugleich
eine Verbindung zur Mathematik her. Denn kinstlerische und mathematische Grundge-
danken greifen nicht nur bei der Geometrie oder der Zentralperspektive ineinander. Als
Inbegriff von Harmonie und Schénheit gilt der ,Goldene Schnitt‘, eine aus der
Geometrie Euklids stammende Erkenntnis aus der Zeit um 300 v. Chr. Seither su-
chen mathematische Kinstler und kinstlerische Mathematiker nach gemeinsamen
Wegen, lassen sich an den Schnittstellen zwischen dem &sthetisch Schonen und dem
mathematisch Beweisbaren inspirieren. In Deutschland befasste sich unter anderem
Albrecht Durer intensiv mit der Suche nach den perfekten Proportionen. Er hatte die Ein-
sicht, dass nur die ,Geometria [...]die grindliche warheyt anzeygt".

In der bildenden Kunst finden sich viele Stile und Strémungen, die sich theoretisch
oder praktisch mit mathematischen Formeln und Formen auseinandersetzen. Bei-
spielhaft steht das 20. Jahrhundert, als eine Welle der Geometrisierung in Malerei, Bild-
hauerei und Architektur zu beobachten war. Ob Kubismus, geometrische Abstraktion,
konstruktivistische Werke, Op-Art oder aktuelle Computerkunst — die Kunstwerke
von Bill, Braque, Mondrian, Malewitsch oder Vasarély lassen sich auch als Binde-
glieder zwischen Mathematik und Kunst verstehen.

Eine besondere Rolle im Verhaltnis von Kunst und Mathematik kommt den Werken des
niederlandischen Grafikers Maurits Cornelis Escher zu. Bei seinen ,unméglichen Fi-
guren“ handelt es sich in vielen Fallen um fantastische optische Tauschungen:
Zweidimensionale grafische Darstellungen erwecken den Eindruck der Dreidimensionali-
tat. Viele dieser Figuren sind mathematisch begrindbar und von Gesetzen und Effekten
aus der Mathematik inspiriert.

Bis heute gibt es aulRerdem Kiinstler, die in ihren Werken die Mathematik selbst spre-
chen lassen mochten. Sie widmen ihre Arbeit der Darstellung mathematischer
Theorien und Problemstellungen, suchen Harmonie und Ordnung in Primzahlbildern
und magischen Quadraten oder mdchten Mathematik selbst im Bild darstellen: die
Schonheit dieser Disziplin, den Zauber von Axiomen und mathematischen Beweisfiih-
rungen.

Alle Kreativen verbindet jedoch, dass sie mit ihrer Arbeit ahnlich wie Mathematiker
Motive, Strukturen und Muster schaffen, die Jahrhunderte Uberdauern kénnen. Sie
alle sind zudem der Beweis dafir, dass Kunst und Mathematik in ihrer ganzen Vielfalt
einander immer wieder aufs Neue bereichern und erweitern.

8.1 Wahre Schonheit: der Goldene Schnitt

Was haben eine Fotografie von Henri Cartier-Bresson, der Parthenon-Tempel auf
der Akropolis oder die Selbstbildnisse Albrecht Dirers gemeinsam? Sie alle folgen
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einem bestimmten Verhaltnis der Proportionen. Dieses Idealmal? wird auch als ,goldener
Schnitt* bezeichnet und betragt 1 zu 1,618... — eine mit unendlich vielen Nachkommas-
tellen befrachtete, hier nur auf drei Nachkommastellen genau genannte Zahl. Dieses
Verhéltnis wird auch als ,phi* bezeichnet und driickt sich als Formel folgendermal3en
aus: Eine langere Strecke a (1) verhalt sich zu einer kiirzeren b (0,618...) wie beide Stre-
cken zusammen (1,618...) zu a (1). Beide Male lautet der Faktor 1,618....

Dieser Inbegriff der asthetischen Proportion findet sich auch in der Natur. So nutzen
Pflanzenblatter, die im goldenen Winkel zueinander stehen, das Sonnenlicht optimal.
Auch fur Schneckenh&user und selbst in Korper- oder Gesichtsproportionen des Men-
schen ist der goldene Schnitt erkennbar, der ,vitruvianische Mann“ von Leonardo da
Vinci ist hierfir ein Beispiel: Der Kérper eines Mannes mit ausgestreckten Armen und
Beinen befindet sich in einem Kreisbild und erinnert an ein Pentagramm - eines
der é&ltesten magischen Symbole der Kulturgeschichte und zugleich eines mit einer
besonders engen Verbindung zum Goldenen Schnitt.

Der Parthenon-Tempel der Akropolis, der Dom von Florenz, die Kathedrale Notre Dame
und sogar die Cheops-Pyramide sind nach diesen Idealproportionen gebaut. Und
der Turm des alten Leipziger Rathauses, eines der letzten gro3en deutschen Re-
naissancebauwerke, wurde nicht in die Mitte des Bauwerks, sondern versetzt im
Verhéltnis des goldenen Schnitts errichtet. Neben den Architekten setzten auch
viele Maler und Bildhauer den Goldenen Schnitt in ihren Arbeiten ein. Beispiele finden
sich in der griechischen Antike, bei Raffael, da Vinci und Dirers Selbstbildnissen bis hin
zur Bildgestaltung in der Fotografie Cartier-Bressons. Der Maler und Architekt Le
Corbusier ersann, auf der Grundlage des Goldenen Schnitts und menschlicher
Male, ein einheitliches Maf3- und Ordnungssystem — wofir ihm 1934 der Ehrendoktor
der Universitat Zurich verliehen wurde.

8.2 Genie zwischen Kunst und Mathematik: Albrecht Dii rer

Ein bedeutender deutscher Kinstler hat sich schon vor langer Zeit besonders in-
tensiv. mit mathematischer Theorie beschéaftigt. Man kennt nicht nur seine Selbstbild-
nisse, seine anatomisch sehr genau dargestellten betenden Hande und seinen naturge-
treuen Hasen, sondern natirlich seine Initialen: das D unter dem gréReren A. Doch
nur wenige wissen Uber Albrecht Direr, dass aus seiner Feder bedeutende mathe-
matische Texte stammen. Der gebirtige Nurnberger lebte in der Renaissance, ei-
ner Epoche, in der Kaufleute, Seefahrer, Arzte, Juristen und eben auch Maler durch ihre
Erfahrungen die Mathematik weiterentwickelten, ohne das Fach studiert zu haben. In
seinen spaten Lebensjahren verfasste Direr die ,Underweysung der messung mit
dem zirckel un richtscheyt®, in der er die mathematisch-geometrischen Verfahren der
Zentralperspektive beschrieb und damit die Grundlagen flr die darstellende Geometrie
legte. Neben dem geometrischen Konstruieren mit Zirkel und Lineal lieferte er Bei-
trdge zu einer ganzen Reihe von Themenfeldern; neben der Zentralperspektive un-
tersuchte er unter anderem stilistisch einheitliche Alphabete, Parkettierung und Orna-
mente und vor allem Polyeder. Vielflachige Kérper und Figuren waren ein regelrechtes
Modethema unter den fuhrenden Denkern der Renaissance.
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Bezeichnend fiir Durers intensives Verhdaltnis zur Mathematik ist auch sein Kupferstich
.Melencolia I aus dem Jahr 1514. Die allegorische Darstellung eines tief in Gedanken
versunkenen Engels spielt, so die Auslegung, auf den Denkprozess bei der Ldsung ei-
nes mathematischen Problems an. Ein magisches Quadrat, Zeichengerate und
dazu die zentralperspektivische Darstellung sind weitere Hinweise auf die Mathematik.
Wichtiger Blickpunkt links im Bild ist ein ungewohnliches Polyeder, eine Art verzerrter,
auf der Spitze stehender Wirfel, dem die obere und untere Ecke abgeschnitten
wurde. Durer selbst entwickelte verschiedene Vielflachner, unter anderem einen nahezu
kugelformigen Hohlkdrper, dessen Hulle aus Finf- und Sechsecken besteht — und
wie eine Urform des klassischen schwarz-weil3 gefleckten Ful3balls wirkt.

8.3 Kubismus, Konstruktivismus, Computerkunst

Vom Runden zum Eckigen: Als ein Kunstkritiker 1908 die abstrakten Bilder Georges
Braques in Augenschein nahm, beschrieb er sie als ,bizarre Kuben* — die Ge-
burtsstunde des Kubismus und ein Wendepunkt in der Kunst. Mit der Darstellung
von Wirfeln, Kugeln, Kegeln, Pyramiden und Zylindern fanden als erste Braque
und Pablo Picasso neue geometrische Ausdrucksformen und Ubten damit zugleich
Kritik am Realismus in der Malerei der damaligen Zeit. Beeinflusst vom Kubismus be-
grindete wenig spater Piet Mondrian seinen eigenen Weg der abstrakten Geome-
trie, mit Farbflachen in den Grundfarben Rot, Gelb, Blau und ihren Mischfarben
Weil3 und Schwarz. Fur ihn war es ,Schoénheit auf der ganzen Linie" und ,Harmo-
nie durch das Gleichgewicht der Beziehungen zwischen Linien, Farben und
Flachen“. Ein einfaches geometrisches Formenvokabular und ebenfalls grof3e Farbfla-
chen kennzeichnen den Konstruktivismus. Seine Anhanger vertraten ein geome-
trisch-technisches Gestaltungsprinzip, bei dem Kunstobjekte — neben Malerei auch
Plastiken und Architektur — auf mathematisch fundierten Konstruktionen beruhten.
Die Konstruktivisten, allen voran der russische Maler Kasimir Malewitsch, wollten
zudem die etablierte und gewachsene Bildersprache hinter sich lassen, um ,noch
einmal von vorne anzufangen“. Neue Wege beschritt auch eine Kunstrichtung, die
auf experimentelle und spielerische Art geometrische Formen als optische Effekte
und Tauschungen einsetzte: die so genannte Op Art. Ihr Begriinder und Hauptvertreter,
der Ungar Victor Vasarély, war sich dabei des dekorativen Charakters dieser ,Com-
puterkunst ohne Computer” durchaus bewusst. Eine demokratische, nicht elitdre Kunst-
form wollten die Kinstler um Vasarély schaffen — auch hier fanden Fachleute wich-
tige Parallelen zur Mathematik, die sie, wie der Theoretiker Alain Badiou, als
Wissenschaft ,von allen und fur alle* sehen.

Von der Op-Art war es dann nur noch ein kleiner Schritt zur digitalen Kunst, bei der ein
mit entsprechender Software ausgestatteter PC Pinsel und Reil3brett ersetzte. Ne-
ben 3-D-Bildern, pixelfreien Vektorgrafiken und ,Photopaintings® auf der Grundlage
von Bildbearbeitungsprogrammen hat sich hier auch so genannte mathematische Kunst
etabliert: Bei dieser auch als algorithmische Kunst bezeichneten Gattung benutzen
die Kinstler komplexe mathematische Formeln, um damit dynamische Formen wie zum
Beispiel Fraktale zu generieren, Formen also, die wiederum aus ihnen selbst ahnli-
chen Formen zusammengesetzt sind. Diese kolorieren sie dann und bearbeiten sie di-



41

gital. Ohne Computer waren diese Arbeiten nicht denkbar, sie sind digitale Kunst in
ihrer reinsten Form, bei der das Internet als Ausstellungsforum dient.

8.4 Unmadgliche Figuren: die Kunst M. C. Eschers

Ein Blick zurtck in analoge Welten: Ein Sonderfall im Verhaltnis von Mathematik
und Kunst sind die Werke von Maurits Cornelis Escher. Vor allem durch seine ,un-
madglichen Figuren“ wurde der Niederlander bekannt: grafisch zweidimensionale Kon-
strukte mit dreidimensionalen Darstellungen, die real nicht existieren kénnen. Es han-
delt sich entweder um Paradoxa, wie die berihmten sich einander zeichnenden Hénde,
oder um optische Tauschungen, wozu seine Arbeit ,Ascending Descending“ gehort.
Hier wie in vielen seiner Werke sieht man Gebaudeteile oder Treppen, die natir-
lich erscheinen, auf den zweiten Blick aber widerspriichlich sind. Zu den perspekti-
vischen Unmdglichkeiten und Wahrnehmungsphanomenen gehért auch das Wasser-
fall-Bild, bei dem das Wasser gleichsam vorwarts und rickwérts zu flieRen scheint.
Dennoch sind viele seiner unmadglichen Figuren erklarbar und verarbeiten mathemati-
sche Effekte. Das besondere Interesse der Experten gilt Eschers Holzschnitten ,Circle
Limit 1—IV“, in denen er Prinzipien und Effekte der so genannten hyperbolischen
Geometrie verarbeitet, in der das Parallelaxiom der klassischen Geometrie Euklids
keine Anwendung mehr findet. Ein besonderes Zusammenspiel zwischen Mathematik
und Grafik gab es auch bei einem Projekt unter der Leitung des Hollandischen Ma-
thematikers Hendrik Lenstra, in dessen Verlauf mit aufwendigen mathematischen
Methoden die fehlende Mitte aus Eschers Graphik ,Print Gallery* rekonstruiert
wurde.

Vor allem in der zweiten Lebenshalfte fuhlte sich Escher der Mathematik besonders
nahe: ,Obwohl ich Uber keinerlei exakt-wissenschaftliche Ausbildung und Kenntnisse
verfige, fuhle ich mich oft mehr mit Mathematikern als mit meinen eigenen Be-
rufskollegen, den Kinstlern, verwandt®, wird Escher in seiner Biografie zitiert.

8.5 Treffpunkt im Unendlichen — Mathematik als Motiv

Wie lassen sich nun aber mathematische Beweise und Formeln ganz konkret dar-
stellen? Zu den Kunstlerinnen und Kinstlern, die sich dieser Frage verschrieben
haben und damit eine ganz eigene Kunstform an der Schnittstelle zur Mathematik
begrinden, z&hlt Eugen Jost. In seinen Bildern spielt der Schweizer mit verschie-
denen formalen Prinzipien und widmet sich dabei auch der Asthetik von Symme-
trien, Proportionen und Zahlenstrukturen — angesiedelt zwischen Chaos und stren-
ger mathematischer Ordnung. In seinen Bildern werden mathematische Theorien und
Problemstellungen verarbeitet, mit denen Jost den Intellekt ebenso ansprechen mdchte
wie das asthetische Empfinden. Eine Ausstellung einiger seiner Werke ist im Rah-
men der Initiative ,Alles ist Zahl* im Jahr der Mathematik 2008 noch in Bamberg, Kon-
stanz, Berlin und Nurnberg (geplant) zu sehen.

Ebenfalls aus der Schweiz stammt Suzanne Daetwyler. Auch sie sucht nach Wegen ei-
ner direkten Umsetzung der Mathematik in Kunst. Dabei entstehen ihre Werke
haufig aus den Formeln selbst, wie das Primzahlenbild ,1-9216". Spiralférmig ordnet
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sie die natirlichen Zahlen an und fllt Felder mit Primzahlen farbig aus. In einem ande-
ren Werk hat sich Daetwyler magischen Quadraten gewidmet, Zahlenharmonien, so sagt
sie, die in ihr das Bild von Vollkommenheit erwecken: ,Sie sind von einer reinen und ab-
strakten Ganzheitlichkeit, die eine starke Faszination auf mich austibt und mich
immer wieder veranlasst, nach neuen Harmonievariationen zu suchen. Diese Har-
monien haben fir mich nichts mit Asthetik zu tun — diese bleibt im Bereich der
auReren Wahrnehmung stecken. Magische Quadrate sind Umsetzungen alter Gesetz-
mafigkeiten ins Bildliche."

Um immer wieder neue Gedankenmodelle geht es auch Julian Kerscher. Den 22-
jahrigen Minchner Mathematikstudenten fasziniert die Schdnheit seines Studien-
fachs ebenso wie die klar definierten Spielregeln, die den Rahmen fir immer neue
Konstruktionen setzen. Vor allem in der reinen Mathematik findet Kerscher dabei In-
spiration. Eines seiner Bilder behandelt den Unendlichkeitsbegriff des Mathematikers
Georg Cantor. Dieser hatte bewiesen, dass die Menge aller Teilmengen einer
Menge machtiger sein muss als die Menge selbst. Dem Betrachter erschliel3en
sich Kerschers Bilder vielleicht nicht ohne Weiteres — doch Neugierde auf die vielen Rat-
sel, auf das Schone, Wahre und Gute in der Mathematik wecken sie in jedem Fall.
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9 Mathematik und Medizin

Mathematik spielt in der Medizin eine grof3e Rolle. Ob bei der Aufarbeitung von Messda-
ten bildgebender Verfahren und der computergestiitzten Operationsplanung Uber die
Entwicklung neuer Medikamente bis hin zur Diagnose und Erforschung von Krankhei-
ten. Die Anwendungen der Mathematik in der Medizin sind vielfaltig und werden zu
weiteren deutlichen Fortschritten bei Diagnose- und Behandlungsmethoden fihren, un-
ter anderem bei Aids- oder Krebserkrankungen.

Heute kdnnen zum Beispiel Operationen mit Hilfe von Softwaresystemen vor dem Eingriff
genauer geplant werden. Zudem ist der Einsatz von Computern in Operationssalen,
medizinischen Forschungslaboren sowie in Rontgengeraten unverzichtbar. Moderne
Mathematik hilft auch bei der Auswertung von Studien. Und: Mathematik kann mit Hilfe
von statistischen Methoden bei der Wahl der richtigen Behandlung Entscheidungshilfe
leisten.

Eine Unterstitzung fur Mediziner ist Mathematik auch bei der richtigen Aufarbei-
tung von Messdaten, etwa aus Computertomografen, wenn es gilt, diese zu visuali-
sieren. Und immer Ofter ist Mathematik sogar bei der Auswertung der Daten von Nut-
zen, um unmittelbar medizinische Fragestellungen zu beantworten. Zum Beispiel:
Wie wendet man Nasenspray richtig an? Ein weiterer Bereich, in dem Mathematik und
Medizin sich nahekommen, ist die Systembiologie. Eine Aufgabe ist hierbei beispiels-
weise die Modellierung einzelner Zellfunktionen mit dem Ziel, mit Medikamenten genau
an der richtigen Stelle eingreifen zu kbénnen.

9.1 Mit Mathematik Kosten in der Entwicklung von Medikament en
sparen

Die Statistik ist ein Untergebiet der Stochastik, welches sich mit Wahrscheinlichkeitstheo-
rie und der mathematischen Modellierung zufélliger Ereignisse befasst. Stochastische
Methoden helfen Mathematikern unter anderem, die betréchtlichen Kosten medizini-
scher Studien zu senken - beispielsweise wenn die Wirksamkeit einer Heilmethode ge-
testet werden soll. In der ersten randomisierten Doppelblindstudie der Geschichte
machte der Mediziner und Statistiker Austin Bradford Hill (1897—1991) das im Jahre
1949 so: Eine Gruppe Lungentuberkulosekranker bekam das Antibiotikum Streptomy-
cin verabreicht, eine zweite etwa gleich grol3e Gruppe ein Placebo-Medikament.
Weder die Patienten noch die Arzte wussten, wer was erhielt. Lasst sich diese Ver-
suchsanordnung aber auch verwenden, wenn man die Wirksamkeit zweier Medika-
mente vergleichen will? ,Nein. Gleich groRe Kollektive fir beide Therapieformen zu bil-
den, ist in der Regel keineswegs optimal“, erklart Holger Dette vom Lehrstuhl fir
Stochastik der Ruhr-Universitat Bochum. Doch wie sieht dann das optimale Design einer
Studie aus? Genau mit dieser Frage beschaftigt sich Dette im Projekt ,Cost efficient de-
signs for practioners”, das das amerikanische National Institute of Health (NIH) in Zu-
sammenarbeit mit der Ruhr-Uni Bochum durchfiihrt. Seit August 2006 lauft es fur drei
Jahre. Ziel des Projekts ist es, mit moglichst wenigen Tests (und Kosten) die Fragen zu
beantworten, die Mediziner und Pharmakologen hierbei bewegen.
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9.2 Klarheit durch Mathematik: groRRerer Heilungserfolg be i
Brustkrebs

Dettes Kollege Walter Lehmacher leitet das Institut fir Medizin, Statistik, Informatik und
Epidemiologie der Universitat zu Koéln. Er befasst sich ebenfalls mit medizinischen
Studien, etwa zur Sicherheit von Aspirin oder zur Behandlung von Brustkrebs. Mit Hilfe
der Stochastik hat er unter anderem die Behandlung von Brustkrebspatientinnen
unter die Lupe genommen. Ergebnis hier: Der Heilungserfolg ist grol3er, wenn die Frauen
die volle Information Uber Ausmal} der Erkrankung, der Heilmethoden und die Heilungs-
chancen erhalten.

9.3 Mathematische Modelle beschreiben die Ausbreitung von
Krankheiten

Stochastische Methoden verwenden auch Wissenschaftler um den Leibnizpreistrager
Theo Geisel vom Max-Planck-Institut fir Dynamik und Selbstorganisation — allerdings
fur ganz andere Zwecke. Seit einigen Jahren untersuchen die theoretischen Physiker
die Reiserouten von Menschen oder Geldscheinen. Auf der Basis dieser Ergeb-
nisse entwickeln sie nun neue mathematische Modelle zur Beschreibung von Aus-
breitungswegen und -geschwindigkeiten der ,blinden Passagiere”, die mit den Menschen
mitreisen: Viren und andere Krankheitserreger. Ergebnis: Die derzeitigen Modelle, mit
denen die Ausbreitung von Seuchen beschrieben werden, passen nicht auf die
moderne Realitdt. Denn anders als im Mittelalter verbreiten heute schnelle Reisemittel
wie Flugzeuge die Seuchen auch sprunghaft Uber weite Distanzen. So entwickeln die
Wissenschaftler derzeit ein Modell, das die Dynamik von Seuchen richtig beschreiben
soll.

9.4 Stochastik gibt Handlungsempfehlungen flr erfolgreic he arztliche
Therapien

Viele Situationen im Behandlungszimmer lassen sich als mathematische Probleme mo-
dellieren. Ein Beispiel: Schwer kranke Patienten kénnen mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit durch Behandlungen mit vielen Nebenwirkungen und Risiken (etwa durch Che-
motherapien) geheilt werden. Der Arzt steht also vor der Wahl: Soll er eine riskante —
unter Umstéanden noch wenig erprobte — Behandlung empfehlen und dabei mdoglicher-
weise auch wichtige Erfahrungen fur die Behandlung des nachsten Patienten mit die-
ser Krankheit erhalten? Oder soll er sich auf eine sichere, weniger riskante Methode ver-
lassen, die unter Umstanden aber auch weniger Erfolg zeigen wird? Die Stochastik kann
hier Handlungsanweisungen geben: Wenn der Arzt die Wahrscheinlichkeit fir den Erfolg
abschatzen kann, dann kann er mit der einfachen ,,Odds-Strategie* herausfinden, welche
Behandlungsmethode er wahlen sollte. Stochastiker kbnnen beweisen, dass diese Stra-
tegie sogar optimal ist: Der Arzt kann — auf der Basis seiner Wahrscheinlich-
keitseinschatzung — keine bessere Entscheidung treffen.
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9.5 Beispiel Aids: Statistische Analyse von HIV-Stammen se nkt
Fehlerrate bei Therapieauswahl

Ein anderes Beispiel dafiir, wie die Mathematik dem Arzt bei Entscheidungen hel-
fen kann, liefert die Aids-Therapie. Die Schwierigkeit dabei beruht in erster Linie
darauf, dass das HI-Virus, das die Krankheit verursacht, schnell mutiert und so Resisten-
zen gegen Medikamente entwickelt. Ublicherweise werden Patienten daher mit Medika-
mentencocktails behandelt, die das Virus auf unterschiedliche Weise in seiner Vervielfal-
tigung behindern kénnen. Im Idealfall stért man so jeden der HIV-Stdmme, die der
jeweilige Patient im Blut tragt. Hier beginnt die Arbeit der Mathematik: Ein Team um Tho-
mas Lengauer unternimmt seit einigen Jahren am Max-Planck-Institut fur Informatik in
Saarbriicken statistische Analysen der Genome von bis zu mehreren zigtausend Kkli-
nisch beobachteten HIV-Stdmmen, die sie in einer Datenbank gesammelt haben. Auf
deren Basis entwickelten sie Computermodelle, die die Resistenz klinisch auftretender
viraler Varianten gegen verfiigbare Medikamente und Medikamentencocktails schatzen.

Mit dem Wissen, welche Stamme im Blut des Patienten vorhanden sind, kdnnen die Ma-
thematiker mit Hilfe einer eigens entwickelten und Uber das Internet frei nutzbaren Soft-
ware inzwischen recht genau angeben, welche Medikamentencocktails fiir den je-
weiligen Patienten vielversprechend sind. Statistische Evaluierungen der Software
zeigen, dass die Fehlerrate bei der Therapieauswahl durch Mathematik von 24 Prozent
auf 14 Prozent gesenkt werden konnte.

9.6 Bildgebende Verfahren: Krankheiten sichtbar machen mi t
mathematischen Algorithmen

Eine ganz andere Verknipfung von Medizin und Mathematik betrifft bildgebende Verfah-
ren. Die Anfange dieser Technik reichen in die 60er-Jahre zurlick, als die Computerto-
mografie (CT) entwickelt wurde. Dabei werden aus RoOntgenaufnahmen die (dreidi-
mensionalen) Verhaltnisse im Korper rekonstruiert. Dazu verwendet man die so
genannte Radon-Transformation, ein mathematisches Verfahren, das der ¢sterreichische
Mathematiker Johann Radon (1887-1956) entwickelt hat. Der Name fiir solche mathema-
tischen Rekonstruktionsprobleme: ,inverse Probleme*.

Ein anderes Beispiel fir so ein inverses Problem ist die Rekonstruktion von Hirnstromen
(genauer: Hirnstromdichten) aus der Potenzialverteilung an der Kopfoberflache
(EEG) oder aus dem magnetischen Fluss, der in geringer Entfernung von der Kopfober-
flache gemessen wird (MEG). Um zu wissen, welche Stromquellen im Gehirn das jewei-
lige Bild erzeugt haben kénnen, muss man die Hirnstrome simulieren und anschlie3end
berechnen, wie damit das entsprechende EEG oder MEG ausgesehen hétte. Durch ge-
schicktes Verandern der Simulation erhalt man die wahrscheinlichste Stromquellenver-
teilung — eine Aufgabe, mit der sich die Numeriker Carsten Wolters und Martin
Burger an der Universitat Minster beschaftigen. Sie arbeiten dabei als Mathematiker
dem einzigen Lehrstuhl fir EEG und MEG in Deutschland zu.

Burgers Lehrstuhl beschéftigt sich auRerdem mit molekularer Bildgebung, das heif3t mit
Verfahren, bei denen Markierungsstoffe (Tracer) bestimmte Ziele im Koérper (Or-
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gane, Tumoren, Blutflissigkeit) ansteuern und anschlieliend zum Beispiel mit Positro-
nenemissionstomografie aufgenommen werden. Damit kdnnen quantitative Untersu-
chungen physiologischer Prozesse im Koérper durchgefihrt und Krankheitsursachen
frihzeitig aufgespurt werden, etwa wenn es um den Sauerstoffgehalt in Blut und Ge-
webe geht. Auch der Zuckergehalt im Herzen I&sst sich ermitteln, der nach einem Herzin-
farkt Ruckschlisse darauf erlaubt, welche Teile des Herzens noch aktiv sind. Diese Un-
tersuchungen — wie sie unter anderem am interdisziplinaren ,European Institute for
Molecular Imaging“ (EIMI) oder dem Sonderforschungsbereich Molecular cardiovascu-
lar imaging durchgefiihrt werden — waren ohne moderne mathematische Algorithmen
undenkbar.

Im medizinischen Bereich ist derzeit mit CTs eine visuelle Aufldésung von etwa ei-
nem halben Millimeter erreichbar — undenkbar ohne Mathematik. Doch nicht nur
das Erzeugen der 3-D-Bilder an sich ist fur Mediziner wichtig: Auch in der weiteren
Aufbereitung der CT-Daten fur Diagnose und Therapie steckt Mathematik. So kdnnen
Arzte per Joystick und Bildschirm durch Lungenblaschen oder Gehirnventrikel |flie-
gen“ oder virtuell Darm- oder Magenspiegelungen vornehmen. Das geschieht oft un-
ter Zuhilfenahme der Grafik-Software ,Amira“, die urspriinglich von Mathematikern des
Berliner Zuse-Instituts flr angewandte Mathematik entwickelt wurde.

9.7 Analysieren und simulieren: mit Mathematik neue Gesich ter
simulieren

Mathematiker wollen den Computer quasi zum Assistenten des Arztes machen. Der
Rechner soll helfen, tomografische Daten (etwa aus der Computer- oder Kernspin-
resonanz) nach medizinischen Vorgaben zu analysieren. Ein typisches Anwen-
dungsfeld ist die Chirurgie; hier wird der Rechner bei der Operationsplanung genutzt. Da-
fir modellieren Mathematiker zum Beispiel das Muskelsystem des Menschen, den
Zustand der Knochensubstanz (in Hinblick auf Osteoporose) oder sie simulieren den Zu-
stand vor und nach Operationen in der Mund-, Kiefer und Gesichtschirurgie.

Ein wichtiges Zentrum fir mathematisch-medizinische Forschung ist das Zuse-Institut
Berlin (ZIB). Mathematik wird hier nicht nur in der Chirurgie angewandt: So simulieren
Mathematiker am ZIB etwa den weiblichen Menstruationszyklus, um schonende Ver-
hiatungsmittel zu entwickeln. In einem anderen Projekt befassen sie sich mit ,numeri-
scher Strémungsanalyse” der Atemluft in der Nase. Der Grund: Die Ursachen vieler Be-
schwerden, darunter Beeintrdchtigungen des Geruchssinns oder Kopfschmerzen durch
Nasenprobleme, sind fiir Arzte schwer zu charakterisieren, weil niemand so recht weiR3,
wie die Atemluft genau durch die Nase stromt. Die Mathematiker simulieren diese
Stromung nun auf Basis von anatomischen Modellen, die sie aus CT-Daten rekonstru-
iert haben, und bertcksichtigen dabei das unterschiedliche Gewebe in der Nase. Viel-
leicht wird man auf der Basis dieser Ergebnisse eines Tages chronischen Schnupfen und
Schnarchen behandeln kénnen — oder ideale Nasenspray-Flaschchen entwickeln.
Bislang namlich wird Nasenspray oft falsch angewendet und erreicht daher nicht unbe-
dingt sein Ziel, die Nasenschleimhaut.
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9.8 Operationsrisiko berechnen: Fraktale Geometrie biete t
Sicherheit

Ein Team um den Mathematiker Heinz-Otto Peitgen an der Universitdt Bremen bietet
Medizinern eine Dienstleistung zur Unterstiitzung bei der Planung komplexer Leberope-
rationen an, zum Beispiel zur Entfernung von Tumoren der Leber oder bei der
Leberlebendspende. Mathematiker und Mediziner analysieren die Daten und kénnen
mit Hilfe von Methoden aus der fraktalen Geometrie funktionelle Einheiten der Leber be-
rechnen, die durch die versorgenden Gefél3e definiert sind. In der Risikoanalyse werden
die bei der operativen Entfernung der Tumore betroffenen GeféalRe identifiziert und das
von ihnen versorgte, postoperativ nicht funktionelle Lebervolumen quantifiziert. Durch
Planung unterschiedlicher Resektionsstrategien kénnen diese bezlglich der quantifi-
zierten, assoziierten Risiken verglichen und somit die individuell optimale Therapie fest-
gelegt werden. Diese Dienstleistung wird weltweit genutzt — Ubrigens besonders
gerne von japanischen Kliniken, weil in Japan Organe von Hirntoten fir Trans-
plantationen aus ethischen Grinden nicht verpflanzt werden kénnen. Die Mediziner sind
dort daher besonders darauf angewiesen, Patienten auch mit geschadigten Lebern ein
Weiterleben zu ermdglichen.

9.9 Mathematische Analyse fur individuell angepasste Prothesen

Die mathematische Analyse von 3-D-Datensatzen wird auch dazu verwendet, den Pati-
enten Standardprothesen individuell anzupassen. Das geschieht entweder durch Ver-
anderung der Prothese (etwa durch Abschleifen) oder durch die Art, wie die Prothese
eingesetzt wird. Zum Beispiel die Hifte: Bei der mathematischen Untersuchung
fand ein Team um Georg Duda, Ingenieur und Mediziner an der Charité Berlin,
heraus, dass ein kinstliches Huftgelenk betréchtlich langer halten kann, wenn es im
richtigen (individuell zu bestimmenden) Winkel in der Hufte fixiert wird — eine Tatsa-
che, die bei Operationen noch viel zu wenig beachtet wird.

9.10 Ungestort horen dank Mathematik

Manchmal muissen sich aber sogar die Prothesen selbst anpassen. Moderne Hor-
gerate etwa sollen das Gehor in vielen Lebenslagen unterstitzen. Auf winzigen Compu-
terchips analysieren sie das digitale Signal, das aus dem Schall gewonnen wird, der am
Mikrofon eintrifft. Sie entscheiden dann zum Beispiel mit Hilfe von mathematischen
Algorithmen, in welcher Situation sich der Horende gerade befindet. Zudem versu-
chen moderne Horgerate, die nichtlineare Frequenzfilterung (in der normalen wie in
der geschadigten Horschnecke) abzubilden. Sie unterdriicken Stérgerausche, um so das
Sprachverstehen in lauten Umgebungen zu ermdglichen, und simulieren so den so
genannten ,Partyeffekt”. Obendrein reduzieren sie Rickkopplungen. Ein wichtiges Kern-
stiick ist dabei die Fourieranalyse, ein mathematisches Verfahren, bei dem der
Schall in einzelne Frequenzen zerlegt wird, denen jeweils eine Lautstarke zugewiesen
wird. Erst die moderne Mathematik machte es mdglich, dass dieses Verfahren auch im
winzigen Computerchip im HoOrgerat ablaufen kann, und zwar mit der so genann-
ten ,schnellen Fouriertransformation (FFT), die Ubrigens auch in der Bilddatenkompres-
sion angewendet wird.
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Auch die Beschreibung des Horvorgangs selbst ware ohne Mathematik nicht mog-
lich: Die Biomechanik des Innenohrs wird mit Gleichungen beschrieben, die aus der
Quantenmechanik bekannt sind. Auch treten stochastische Resonanzphanomene
auf, und neuerdings kommen sogar Methoden der Chaostheorie zum Einsatz.

9.11 Zellen zum Leben erwecken mit Systembiologie und
Computeralgebra

Auch bei der Entwicklung von Medikamenten leistet die Mathematik ihren Beitrag.
Etwa beim ,Data-Mining“ in der Gentechnik und bei der Rekonstruktion des vollen DNA-
Strangs aus hunderten kleiner DNA-Abschnitte, die in der Zuchtldsung schwimmen.
Auch bei der Modellierung der Chemie von Proteinen beim ,Drug-Design“ spielt Ma-
thematik eine Rolle. Denn eine typische Frage dabei lautet: ,Wie koppelt sich ein mogli-
cher Wirkstoff an ein bestimmtes Protein?*

In der Systembiologie, einer recht jungen Disziplin, wird hingegen versucht, ganze biolo-
gische Systeme (etwa die Synthese bestimmter Proteine in Zellen) theoretisch zu mo-
dellieren und damit zu verstehen. Die |dee dabei: Wer ein biologisches System modellie-
ren kann, der hat es so weit verstanden, dass er es auch (mit
mal3geschneiderten Medikamenten) reparieren kann. Dafur gibt es in Deutschland
seit Januar 2007 das BMBF-Forderprogramm FORSYS (,Forschungseinheiten der Sys-
tembiologie*), an dem auch Mathematiker beteiligt sind, etwa das Team um Robert
Weismantel am MaCS (Magdeburg Centre for Systems Biology).

AuBerhalb von FORSYS beschaftigt sich auch der Algebraiker Bernd Sturmfels mit
Systembiologie. Die Idee des Gastprofessors an der Technischen Universitat Berlin: Be-
reits jetzt gibt es machtige Software, mit der sich per Computer mathematische — ge-
nauer: algebraische — Probleme |6sen lassen. Warum sollte man diese Software
nicht auch fur die Systembiologie nutzen kénnen? Sturmfels nahm sich daher das Lac-
tose-Operon im Bakterium Escherichia coli vor. Das Operon ist eine Gruppe von Ge-
nen, die in diesem Fall die Erndhrung der Bakterie steuern: Je nachdem, ob Glukose
oder Lactose vorhanden ist, ernahrt sich das Bakterium vom einen oder vom anderen,
und das Operon bildet entsprechend unterschiedliche Proteine zur Verdauung entweder
von Glucose oder von Lactose. Zusammen mit einem Kollegen modellierte Sturmfels
diese Zellfunktion als System mathematischer Funktionen und liel3 es vom Computer 16-
sen. So erweckte er ein kleines Stiickchen Escherichia coli mit einem Computeralgebra-
System zum Leben.

9.12 Zur Geschichte der Mathematik in der Medizin

Das Zusammenspiel der beiden Facher reicht aber noch viel weiter und geht zumindest
bis ins ausgehende 18. Jahrhundert zuriick. Denn parallel zur Entwicklung der Statistik in
der Mathematik entstand — von GroRbritannien ausgehend — eine empirische Medizin,
die sich auf die systematische Auswertung statistischer Daten stiitzte. Gegen Ende des
18. Jahrhunderts immunisierte beispielsweise der britische Landarzt Edward Jenner
(1749 - 1823) Menschen gegen Pocken, indem er sie mit der Lymphflissigkeit von Ku-
hen impfte, die mit der Krankheit infiziert waren. Seinen Erfolg belegte er mit Zahlungen.
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Jahrzehnte spéater, im Jahr 1854, fand der Arzt John Snow heraus, dass die Cholera
nicht durch schlechte Dlnste Ubertragen wird, wie man damals glaubte, sondern
durch Keime im Trinkwasser. Seine Methode: Bei einer Choleraepidemie in London iden-
tifizierte Snow durch Auszahlen der Todesfélle einen Brunnen in der Broad Street als infi-
Ziert.

Die Entwicklung in der Mathematik flhrte dazu, dass schlichte Zahlenvergleiche wie bei
Jenner oder Snow heute als gewagt gelten: Stattdessen gibt die moderne Mathematik
etwa vor, wie grofl3 die Anzahl der Stichproben sein muss, damit Aussagen mit einer ge-
wissen Wahrscheinlichkeit getroffen werden kdnnen. Das mathematische Handwerks-
zeug — von Kreuztabellen bis zu graphentheoretischen Netzwerk-Modellen — hat sich
betrachtlich erweitert. Es lohnt sich daher, etwas genauer hinzuschauen, wie Mathematik
der Medizin neue Mdglichkeiten eroffnet.
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10 Mathematik und Politik

Es ist Wahlabend, 18 Uhr. Soeben haben die Wabhllokale geschlossen, und die
Fernsehsender zahlen die Minuten, bis die ersten Hochrechnungen vorliegen. Auch
wenn erst ein Bruchteil der Stimmen ausgezahlt ist, werden sie mit Spannung er-
wartet. Denn in der Regel sagen sie den tatsé&chlichen Wahlausgang bis auf wenige Pro-
zentpunkte genau voraus. Hangt die Regierungsbildung nicht von wenigen Mandaten
ab, ist die Wahl um kurz nach 18 Uhr prognostisch entschieden.

Méglich macht das die Mathematik, und zwar durch komplexe statistische Verfah-
ren. Schon vorliegende Ergebnisse aus einzelnen Wahlbezirken werden nach kom-
plizierten mathematischen Schlisseln auf die Gesamtheit der Wahlerschaft hochge-
rechnet. Mit jeder Hochrechnung kommen weitere Wahlkreise hinzu und im Laufe des
Abends néhern sich die Hochrechnungen dem tatsachlichen Ergebnis an.

Und auch das Endergebnis der Wahlen hangt von mathematischen Verfahren ab, nach
denen die jewelilige Sitzverteilung berechnet wird. Im Laufe der Zeit haben in Deutsch-
land von unzahlig vielen existierenden Verfahren drei Eingang in die Wahlgesetz-
gebung gefunden: das D’Hondtsche HoOchstzahlverfahren, das Hare/Niemeyer-Ver-
fahren und das Divisorverfahren mit Standardrundung (Sainte-Lagué/Schepers).

Doch nicht nur im Zusammenhang mit Wahlen zeigt sich die Bedeutung der Ma-
thematik fur die Politik. So wird gelegentlich auch die EU-Politik von ihr gepragt.
Jahrelang stritten sich die Mitgliedslander der Europaischen Union dariiber, nach
welchem Proporz die Stimmverteilung im wichtigsten Entscheidungsgremium der
Union, dem Ministerrat, geregelt werden soll. Ein Beispiel ist die Auseinanderset-
zung um die so genannte Quadratwurzel, einem mathematischen Vorschlag zur
Stimmverteilung nach Einwohnerzahl.

Die Beispiele zeigen, wie eng Mathematik und Politik zusammenh&ngen. Dabei ist Ma-
thematik nicht nur ein technisches Werkzeug, das bei der Auszahlung von Stim-
men hilft, sondern selbst ein ,Demokratiefaktor”, der demokratische Staaten in der gan-
zen Welt pragt.

Das Hare/Niemeyer-Verfahren

Die Politik kennt zwei Grundtypen von Wabhlsystemen: Mehrheits- bzw. Verhaltnis-
wahl. Sie unterscheiden sich in der Art und Weise, wie die Stimmen der Wéahlerinnen und
Wahler in Mandate verwandelt werden. Bei der Mehrheitswahl stellen sich Abgeordnete
in einer personlichen Wahl direkt zur Abstimmung. Bei der Verhéltniswahl wird aus
den Stimmenanteilen der Parteien eine verhaltnismaRige Sitzzahl im Parlament abge-
leitet.

Die Besonderheit des bundesdeutschen Wahlsystems besteht in einer Mischung aus
beiden Systemen. Jeder Wahler hat zwei Stimmen, eine so genannte Erststimme,
mit der er sich fur einen Kandidaten aus seinem Wabhlkreis entscheidet, und eine
Zweitstimme, mit der er sich flir eine Partei entscheidet.
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Der Anteil an den (mindestens) 598 Sitzen des Bundestages, die eine Partei zu-
gesprochen bekommt, richtet sich nach ihrem Anteil an den Zweitstimmen. Die genaue
Berechnung erfolgt seit 1987 Uber das Hare/Niemeyer-Verfahren, benannt nach
dem englischen Juristen Thomas Hare und dem deutschen Mathematiker Horst Nie-
meyer.

Bevor das Verfahren angewendet wird, zieht man zunachst die Anzahl der Direkt-
mandate ab, die von unabhangigen Kandidaten und von Kandidaten, deren Partei an
der 5%-Prozent-Hirde gescheitert ist, gewonnen wurden. Entsprechend wird die
Anzahl der Zweitstimmen nach unten Kkorrigiert. Dann kommt das Hare/Nie-
meyer-Verfahren zur Anwendung. Zuerst berechnet man fir jede Partei einen Sitzan-
spruch, indem man die noch ubrigen Sitze mit den Zweitstimmen der Partei multi-
pliziert und anschlieBend durch die Gesamtzahl aller Zweitstimmen der erfolgreichen
Parteien teilt.

Anzahl Stzex Anzahl Zweitstimmen
Anzahl aller Zweitstimmen

= Stzanspruch

Der Sitzanspruch ist im Allgemeinen keine ganze Zahl, sondern eine gebrochene. Sie
wird aufgeteilt in den ganzzahligen Anteil und den Nachkommateil. Die Sitzzutei-
lung erfolgt nun in zwei Schritten. Im ersten Schritt bekommt jede Partei entsprechend
dem ganzzahligen Anteil ihrer Parteiquote Sitze zugewiesen. Im zweiten Schritt
werden die danach noch verbleibenden Sitze anhand der Nachkommastellen verge-
ben. Den ersten freien Sitz bekommt die Partei mit dem gréRten Nachkommateil, den
zweiten freien Sitz die Partei mit dem zweitgrof3ten Nachkommateil usw. bis alle Sitze
vergeben sind. Sollten einmal gleich grol3e Nachkommateile auftreten, entscheidet
das Los.

Ein Beispiel: Bei der Bundestagswahl 2005 gab es keine unabhangigen Direktkan-
didaten und auch keine Direktkandidaten von Parteien, die an der 5%-Hurde gescheitert
sind. Die zu vergebende Sitzzahl blieb also bei 598 Sitzen. In der folgenden Tabelle fin-
den sich die Anteile der Zweitstimmen und die Anzahl der errungenen Sitze.

Partei Zweitstim- Hauptzutei- |Quotienten- |Restzutei- Sitze
men lung reste lung

SPD 16 194 665 |213 ,170338 213
CDU 13136 740 172 ,918878 +1 173
FDP 4 648 144 61 ,183509 61
Linke 4118194 54 ,207778 54
Grine 3 838 329 50 523916 +1 51
Csu 3494 309 45 ,995581 +1 46
Gesamt 45430381 595 +3 598

Anzahl Zweitstimmen und errungene Sitze Bundestagswahl 2005.
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Rechenbeispiel SPD: (16 194 665 x 598)/ 45 430 381 = 213,17

Welche Personen fir die Parteien auf die gewonnenen Mandate riicken, wird auf zwei
Wegen ermittelt. Die Gewinner der 299 Wahlkreise besetzen die erste Hélfte der Sitze
im Bundestag. Die zweite Halfte wird mit den Kandidaten der Landeslisten besetzt,
die eine Partei im Vorfeld der Wahlen aufgestellt hat. Auch hier kommt wieder das
Hare/Niemeyer-Verfahren zur Anwendung, nur dass es diesmal fur jedes Bundesland se-
parat angewendet wird. Es wird die Anzahl der Sitze, die eine Partei im Bundestag
errungen hat, mit der Anzahl ihrer im betreffenden Bundesland gewonnenen Zweit-
stimmen multipliziert und durch die Zahl der bundesweit gewonnenen Zweitstimmen
geteilt. Das abgerundete Ergebnis (zusammen mit einem etwaigen Restsitz) ergibt
die Anzahl der Kandidaten, die von einer Landesliste in den Bundestag einziehen - und
zwar von Listenplatz 1 abwarts.

Das D’'Hondtsche Hochstzahlverfahren

Das Hare/Niemeyer-Verfahren ist eines von mehreren weltweit verwendeten mathe-
matischen Verfahren, mit denen die Sitzverteilung in Parlamenten errechnet werden
kann. Zwischen ihnen gibt es wesentliche Differenzen. Unterschiedliche mathemati-
sche Zuteilungsverfahren konnen bei gleichem Ergebnis zu unterschiedlichen Sitz-
verteilungen im Parlament fihren. Bei knappen Wahlausgéangen kann also das an-
gewandte Verfahren mit dariber entscheiden, wer die Regierung stellt.

Bis 1987 wurde die Sitzverteilung des Bundestages nach dem Verfahren von
D’Hondt ermittelt. Dieses Verfahren bevorzugt allerdings grtRRere Parteien etwas zu
Ungunsten Kleinerer. Man entschied sich deswegen, es durch das Hare/Nie-
meyer-Verfahren zu ersetzen. Im Dezember 2007 hat die derzeit regierende grolde
Koalition einen Gesetzentwurf eingebracht, um zum Divisorverfahren mit Standar-
drundung (Sainte-Lagué/Schepers) zu wechseln.

Nach Auffassung von Mathematikern wie Professor Pukelsheim, der diverse Parla-
mente und Regierungen in Fragen des Wahlsystems berdt, wirde das so ge-
nannte ,Divisorverfahren mit Standardrundung (Sainte-Lagué/Schepers)“ die Idee der
Wahlgleichheit bestmdglich erflillen. Es funktioniert nach dem einfachen Prinzip "Teile
und Runde". Alle Zweitstimmen werden durch einen gemeinsamen Divisor geteilt, und
das Ergebnis anschlielend zur néchsten ganzen Zahl gerundet, d.h. Bruchteilsreste
kleiner als 0,5 werden abgerundet, Reste groRer als 0,5 werden aufgerundet. Bislang
wird dieses Verfahren allerdings nur in Hamburg und Bremen, sowie bei der Be-
setzung der Ausschiisse des Bundestages angewendet.

Die Quadratwurzel

Auch der Streit der Mitgliedsstaaten der Europdischen Union tber einen neuen EU-Ver-
trag war im Kern von mathematischen Fragen berthrt. GrofRter Konfliktpunkt war
Uber Jahre die Frage, wer welches Gewicht im wichtigsten Abstimmungsorgan -
dem Ministerrat - haben soll. Die gro3en Staaten wollten sich mit einem neuen Vertrag
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mehr Einfluss sichern, weil sie sich durch die derzeit geltende Stimmenverteilung
gegenuber den kleineren Mitgliedsstaaten benachteiligt fihlen.

Lange hatte es so ausgesehen, als wirden die Mitglieder der Européischen Union an
dieser Frage nicht zueinander finden koénnen. Die kleineren und mittleren Lander
wollten verhindern, dass sich das Machtgewicht zu ihren Ungunsten verschiebt, und
lehnten die Reformvorschlage der grof3en Lander ab. Stattdessen wurde die viel disku-
tierte Quadratwurzel-Berechnung fur die kinftige Stimmenverteilung im Rat vorge-
schlagen. Sie geht auf den britischen Mathematiker Lionel Penrose zuriick und
wurde unter anderem von Professor Werner Kirsch von der Ruhr-Uni Bochum wei-
terentwickelt. Viele Mathematiker halten sie aus statistischen Grinden flr das gerech-
teste Verfahren. Bei diesem zieht man aus der Bevélkerungszahl jedes EU-Mitglieds-
staates die Quadratwurzel, etwa neun aus gerundet 81 Millionen Deutschen.
Portugal, das mit 10,6 Millionen Blrgern etwa ein Achtel der deutschen Bevdlkerung
ausmacht, hatte ein Drittel der Stimmenzahl, die Deutschland erhielte. Auf dem
Gipfel in Brussel im Juni 2007 setzte sich die Quadratwurzel jedoch nicht durch.
Stattdessen einigte man sich auf das Verfahren der so genannten doppelten Mehr-
heit. Eine Mehrheit ist dann erreicht, wenn mindestens 55 Prozent der Staaten zu-
stimmen, die mindestens 65 Prozent der EU-Bevdlkerung vertreten.
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11 Mathematik und Sport

Sepp Herberger, legendarer Trainer der Weltmeisterelf von 1954, brachte Fuf3ball auf
eine einfache Formel: ,Der Ball ist rund und das Spiel dauert 90 Minuten.” Bei genaue-
rem Hinsehen stellt man jedoch fest: Er irrte! Der Ball ist gar nicht rund. Bei dem Spiel-
gerat aus zwolf Funfecken und 20 Sechsecken handelt es sich vielmehr um ein
abgestumpftes |kosaeder. Dieses Beispiel aus der Geometrie zeigt: Es lohnt sich,
Sport aus dem Blickwinkel der Mathematik genauer zu betrachten.

11.1 Mathematik im Fuf3ball

Wer ein Spiel seiner Lieblingsmannschaft verfolgt, der denkt dabei zwar zunéchst nicht
an Mathematik. Aber tatséchlich hinterlasst die Wissenschaft auch im Sport ihre Spuren:
Ob bei dem geometrischen Aufbau von Béllen, bei GroRe und Zusammenstellung
der Mannschaft oder bei den MalRen des Spielfeldes — Mathematik ist oft mit im
Spiel.

Mit ihrer Hilfe lasst sich die Frage beantworten: Warum sind die MalRe eines Ful3-
ballfeldes eigentlich so, wie sie sind? Die Torbreite von 7,32 Meter und die Tor-
hohe von 2,44 Meter sind nicht zuféllig gewahlt. Die ,krummen* Werte rihren daher,
dass FuRball urspriinglich aus England kommt und dort die Mal3einheiten Inch, Ful3 und
Yard existieren. So erklaren sich Breite und Héhe des Tores ganz einfach: Es sind acht
Yard beziehungsweise acht Ful3.

Auch die Anzahl der Spieler auf dem Feld lasst sich mathematisch erklaren. Si-
cher gibt es historische Grinde dafir, eine EIf aufs Feld zu schicken — statt einer
Dreizehn oder gar Zwanzig. Es lassen sich aber auch gute mathematische Argumente
dafur finden, ausgerechnet zehn Feldspieler und einen Torwart spielen zu lassen.
Die Grundlage fur einen guten Spielzug ist, dass man den Ball unter Kontrolle bringt,
dann die Ubersicht gewinnt und schlieRlich den Ball kontrolliert weiterspielt. Fiir eine
solche Aktion bendtigt ein Spieler ungefahr drei Sekunden, rechnet Matthias Ludwig,
Mathematik-Professor an der Padagogischen Hochschule Weinberg, vor. Das wirde
bedeuten, dass man etwa 20 solcher Aktionen pro Spielminute hat.

In den drei Sekunden muss der Gegner eine reelle Chance haben, den Ball zu
erreichen. Daher ist es interessant, die Flache zu betrachten, die ein Spieler in drei Se-
kunden abdecken kann. Wenn man von einer mittleren Laufgeschwindigkeit von funf
Metern pro Sekunde ausgeht, kann der Gegner in drei Sekunden einen Kreis mit einem
Radius von finfzehn Metern abdecken. Das entspricht einer Flache von rund 707
Quadratmetern. Ein mittleres FulRballfeld hat die MaRe 68 Meter x 105 Meter, was
eine Flache von 7140 Quadratmetern ergibt — das Zehnfache des Aktionsradius eines
Feldspielers.

Nicht jeder Schuss kann ein Treffer sein

Auch die ,optimale* Schussposition auf dem Spielfeld lasst sich mit mathemati-
schen Methoden bestimmen. Ziel ist dabei die optimale Sicht auf das Tor. Mathematisch



55

ausgedrickt heifdt das: Es ist notig, das Tor unter einem moglichst groRen Winkel
zu sehen — ein geometrisches Problem. Befindet man sich auf der Torauslinie, ist der
Sichtwinkel gleich null. Der Winkel geht auch gegen null, je weiter sich der Spieler
vom Tor entfernt. Irgendwo zwischen diesen Extremen muss der optimale Schuss-
punkt liegen. (Darstellung mit weiteren Erklarungen auf Anfrage im Redaktionsbtiro er-
haltlich.)

Der Ball ist nur beinahe rund

Auch bei der Konstruktion von FuRballen ist Geometrie mit im Spiel. Der klassi-
sche FuRRball ist ein Korper aus zwolf Funfecken und zwanzig Sechsecken. Letztere er-
geben die bekannteste aller FuRballgeometrien, das abgestumpfte Ikosaeder. Es
handelt sich also bei einem Ball nicht wirklich um eine Kugel. Er ist nur anndhernd rund.
Seit der WM von 1970 rollt der Ball mit den 32 schwarzen und weil3en Feldern, den so-
genannten Panels, tiber den Rasen.

Fur die WM 2006 wurde dann mit dem neuen Fuf3ball ,+TEAMGEIST" alles anders. Das
stellt Matthias Ludwig von der P&dagogischen Hochschule Weinberg fest. Wegen
einer neuen patentierten Fertigungsweise, einer thermischen Klebetechnik (Thermal-
bonded-Verfahren), ist man nicht darauf angewiesen, die AuRenhaut der Béalle zu nahen,
sondern kann die Balle aus vorgeformten Panels auf eine Hille kleben. Dieses Verfahren
macht die Béalle besonders rund, sprung- und flugstabil.

Mathematik fir Trainer

Mathematische Kenntnisse konnen Trainern helfen, die beste Mannschaft aus den
im Kader verfligbaren Spielern zusammenzustellen. Denn amerikanische Forscher
haben mit einer statistischen Analyse herausgefunden, dass diejenigen Teams am er-
folgreichsten sind, die aus einer ausgewogenen Mischung erfahrener und neuer Mit-
glieder bestehen — ob im Sport, im Management oder in der Forschung.

Neben der richtigen Mannschaftsaufstellung spielt aber auch der Zufall eine we-
sentliche Rolle auf dem FuRballfeld. Denn zwei Funftel aller Tore sind Zufallstref-
fer, fallen also nicht nach planvollen Spielziigen. Fur Trainer ist das eine wichtige
Botschaft. Denn die Bedingungen fir Zufallstreffer lassen sich durchaus gezielt
herbeifihren, etwa indem man Unruhe im Strafraum stiftet. Mathematik macht es
also moglich, den Zufall als Uberschaubares Prinzip ins Spiel zu bringen.

Kein Wunder also, dass auffallig viele FuBballaktive einen Mathematikbezug haben.
Neben Ottmar Hitzfeld, seines Zeichens Mathematiklehrer, hat Mirko Slomka — Bot-
schafter im Jahr der Mathematik — vor seiner Tatigkeit als FuRballtrainer Mathema-
tik und Sport auf Lehramt studiert. Und auch der ehemalige Bundesligaprofi Knut
Reinhardt (288 Spiele fur Leverkusen, Dortmund und Nurnberg) ist jetzt Lehramtsanwar-
ter in den Fachern Mathematik und Sport an der Grundschule ,Kleine KielstraRe* in Dort-
mund. Die Schule ist Gewinnerin des Deutschen Schulpreises 2007 und eine der Koope-
rationsschulen im Jahr der Mathematik.
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Rechenspiele sorgen fur Spannung im Ful3ball

Vor dreizehn Jahren wollte der FuRball-Weltverband die Ful3ball-Ligen und - Tur-
niere noch attraktiver machen. Um dieses Ziel zu erreichen, ersetzte die FIFA die Zwei-
Punkte-Regel durch die Drei-Punkte-Regel. Thomas Hofmeister und seine Mitarbeiter
an der Universitat Dortmund haben herausgefunden, dass die Drei-Punkte-Regel die
Bundesliga tatséchlich spannender gemacht hat — allerdings nur mathematisch gese-
hen. Weder nahm die Zahl der Unentschieden ab, noch wurden mehr Tore geschossen.
Aber die Antwort auf die Frage, ob eine Mannschaft zu einem bestimmten Zeitpunkt
wahrend der Saison noch Meister werden kann, ist jetzt nur mit viel Rechenarbeit
zu beantworten. Bei der Zwei-Punkte-Regel fihrte hingegen noch ein einfacher Zah-
lenhandgriff zur Antwort.

11.2 Neue Weltrekorde in Peking — alles Zufall?

Ful3ball ist nicht der einzige Sport, in dem Mathematik eine grof3e Rolle spielt. Im Som-
mer dieses Jahres sind beispielsweise Olympische Spiele in Peking, und sicherlich
werden dort neue Weltbestleistungen aufgestellt. Welche Rekorde genau, kann Ma-
thematik natirlich nicht voraussagen. Aber sie kann helfen zu erkennen, welche
Mechanismen von Rekord zu Rekord filhren. Manchmal ist es der pure Zufall. Das hat
zumindest Daniel Gembris vom Forschungszentrum Jalich herausgefunden. Er hat
mit drei Kollegen die Entwicklung der Weltbestleistungen in verschiedenen Leicht-
athletikdisziplinen untersucht und dabei erkannt, dass die Verbesserungen am bes-
ten durch die Zufallshypothese erklart werden, nicht etwa durch technische oder
trainingsmethodische Fortschritte.

Besonders interessant wird es naturlich dann, wenn die Zufallsentwicklung bricht.
Denn dann missen aul3ergewdhnliche Faktoren am Werk gewesen sein. Zum Beispiel
untersuchen Leonid E. und Aleksei L. Sadovskij in ihrem Buch ,Mathematik und
Sport* die Entwicklung des Stabhochsprungweltrekords von den 1950er bis in die
1980er Jahre. Sie beobachten einen langsamen Anstieg der Rekordleistungen. Aber
dann geriet die Kurve durcheinander und stagnierte schlieBlich — bis heute. Ursa-
che war ein einziger Mann: der bis heute unubertroffene Springer Sergej Bubka. Die
Ursachen fur Briche in Rekordkurven sind haufig erklarbar, manchmal bleiben sie
aber auch im Dunkeln: Neues Material, neue Trainingsmethoden oder neue Bewe-
gungstechniken kdnnen Impulse geben.

Trotzdem stol3t irgendwann jede Rekordentwicklung an eine uniberwindliche
Grenze — das Leistungslimit des menschlichen Korpers. Dann flacht die Rekord-
kurve ab, sie bekommt die Form einer ,exponentiellen Zerfallskurve". Forscher des
nationalen franzésischen Sportinstituts (INSEP/IRMES) haben anhand solcher Kur-
ven abgeschatzt, wann in diversen Disziplinen die Leistungsgrenzen erreicht sein
werden. Im 100-Meter-Sprint der Manner werde die letzte Rekordmarke im Jahr 2019 fal-
len, im Marathon erst sechs Jahrzehnte spater. In manchen Phasen jedoch verrut-
schen die Exponentialkurven wie von Geisterhand, etwa in den 1970er Jahren im
Schwimmen — ein Indiz dafir, dass Doping im Spiel gewesen sein konnte.
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Mit einem anderen statistischen Verfahren haben die niederlandischen Wirtschafts-
mathematiker John Einmal und Jan R. Magnus abgeschatzt, welche athletischen Leis-
tungen maximal moglich sind. Sie sagen 9,29 Sekunden fur den Sprint und 2 h 04'06" fur
den Marathon voraus.

11.3 Tennis ist fair — mathematisch bewiesen

In ihrem Buch modellieren die Sadovskijs auch Tennis als stochastischen Prozess und
zeigen, dass ein Match mit drei Gewinnsatzen deutlich fairer ist als ein Match mit zwei
Gewinnsatzen. Bei einem Starkeverhéltnis von 60:40 zwischen den beiden Spielern
gewinnt der starkere Spieler fast immer, wenn das Match Uber drei Gewinnsatze geht.
Bei nur zwei Gewinnsdtzen hingegen hat der Schwéchere gute Chancen auf einen
Glickssieg.

11.4 Weiter werfen mit Mathematik

Wie schleudert man mit seiner Korperkraft einen Speer so weit wie moglich? Ma-
thematisch gesehen, ist das ein klar definiertes Optimierungsproblem. Aber bringt
ein Athlet sein Wurfgerat wirklich auf die ideale Flugbahn, die sogenannte Trajektorie?
Ein elektronisches Messsystem, integriert in den Speer, hilft dabei, die Ideallinie zu fin-
den. Es erfasst die Bewegung des Speers wahrend des Anlaufs und des Abwurfs und
Ubertragt die Daten kabellos auf einen Laptop. So lassen sich Wirfe haargenau Gberwa-
chen und Bewegungsablaufe optimieren. Entwickelt hat es das Fraunhofer-Institut fur
Fabrikbetrieb und -automatisierung IFF in Magdeburg zusammen mit dem Olympia-
stitzpunkt Magdeburg/Halle.

11.5 Effizient zum Gipfel

Mathematik kann auch im wahrsten Sinne des Wortes ,Uber den Berg“ helfen. Am
schnellsten lassen sich Hohen natirlich erklimmen, indem man auf geradem Weg auf-
warts geht. Wenn es aber sehr steil wird, dann ist der kiirzeste Weg nicht der optimale.
In diesem Fall ist es besser, im Zickzack zu laufen, um Energie zu sparen. Der Anthropo-
loge Marcos Llobera von der University of Washington und der Mathematiker Tim
Sluckin von der University of Southampton haben ein mathematisches Modell entwi-
ckelt, um den besten Weg auf den Gipfel zu finden. Basierend auf einer Formel fir den
menschlichen Stoffwechsel berechneten sie den glnstigsten Anstiegswinkel. Dabei er-
wies sich die Zickzackform als optimal. Demnach sollte man ab einer Steigung von 16
Grad nicht mehr den direkten Weg aufwarts wahlen. Bergab empfiehlt sich brigens
bereits ab einem Geféalle von 12,4 Grad der Zickzackkurs.

11.6 Mathematik und Leichtathletik

Wenn sich am 15. August Sportlerinnen und Sportler aus der ganzen Welt zur
Leichtathletik-Weltmeisterschaft in Berlin versammeln, ist auch die Mathematik mit
am Start. Ob KugelstoRen oder Hammerwurf, 100 m-Lauf oder Stabhochsprung, die
Mathematik entscheidet mit Gber Sieg oder Niederlage.
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Die Mathematik des Kugelstol3ens

Beim KugelstoRen zum Beispiel gilt es, den richtigen Abwurfwinkel zu wahlen —
und der lasst sich berechnen: der optimale Wurfwinkel wirde 45° betragen, wenn
die Kugel direkt vom Boden aus starten wirde. Nachdem die Abwurfhohe — je nach
GroRe und Streckung des Athleten aber hoéher liegt — erweist sich — je nach Ab-
wurfgeschwindigkeit und Abwurfhohe — ein Abwurfwinkel zwischen etwa 39° und
42° als optimal. Der Winkel lasst sich fir jeden Athleten, jede Athletin sehr genau
bestimmen, ist aber von den individuellen Eigenschaften der Sportler, zum Beispiel der
Kdrpergroflle, abhangig.

Abb.1: Gut gestoRBen: Berechnung des optimalen Abwurfwinkels a beim Kugelsto-
Ren: Zerlegung des Geschwindigkeitsvektors der Kugel in eine waagrechte Komponente
v, und eine vertikale Komponente v,. Es gilt: tan a = vy geteilt durch v.. Da die Ge-
schwindigkeitskomponenten in horizontaler und vertikaler Richtung gleich sind, ist
tan a = vy geteilt durch v, = 1. Damit ergibt sich a = 45°.

Steckt die Kugel nach dem Wurf im Rasen, muss korrekt gemessen werden. Je
nach (Un)Achtsamkeit des Messpersonals kann es Abweichungen von mehreren
Zentimetern geben, die womoglich Uber einen neuen Weltrekord entscheiden. Da-
her hat die IAAF (siehe Quellen unten) die Messtechnik genau vorgegeben. Der
Grund: es macht mathematisch einen Unterschied, ob (entlang der blauen Linie)
zur Vorderkante der Ringmitte gemessen wird, oder ob das Maliband (entlang der
roten Linie) Uber die Ringkante hinaus bis zum Ringmittelpunkt gespannt wird und
die Wurfstrecke am Schnittpunkt mit der Ringkante abgelesen wird, siehe Abbildung 2.
Die IAAF (siehe Quellen unten) verlangt letzteres.
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Abb.2: Gut gemessen: Ist die Kugel gestol3en, muss nach IAAF das Maliband entlang
der roten Linie Uber die Ringkante hinaus bis zum Ringmittelpunkt gespannt werden und
die Wurfstrecke am Schnittpunkt (B) mit der Ringkante abgelesen werden. M=Mit-
telpunkt des Wurfkreises, r=Radius des Wurfkreises.

Die Mathematik der Laufrekorde oder: Wann laufen die Frauen so schnell
wie die Manner?

Sieht man sich die Weltrekorde der Manner und der Frauen bei verschiedenen
Laufdisziplinen an, so stellt man fest, dass sowohl die Mé&nner als auch die
Frauen Uber lange Sicht betrachtet immer schneller laufen. Egal ob es sich um
100 m, 200 m, 400 m, 10.000 m oder den Marathon handelt, die Laufzeiten wer-
den immer kirzer. Tragt man die 100-m-Weltrekorde fur Frauen und Manner in ein Dia-
gramm ein (und legt jeweils eine Ausgleichsgerade durch die Werte von Frauen und
Mannern) dann zeigt sich, dass sich die Weltrekorde bei den Frauen starker ver-
bessert haben, als bei den Mannern, siehe Abbildung 3. Wirde sich dieser Trend
(linear) fortsetzen (was naturlich nicht wirklich zutrifft), hiel3e das mathematisch ge-
sprochen: Die beiden Geraden werden sich in der Zukunft in einem Punkt schnei-
den; dieser Punkt lasst sich selbstverstandlich berechnen. Ergebnis: Im Herbst des
Jahres 2064 werden die Frauen die Manner mit einer Zeit von knapp 9,19 Sekun-
den beim 100-m-Lauf eingeholt haben.
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Abb 3: Die Weltrekorde der Frauen (obere Gerade) haben sich in der Vergangenheit
beim 100-m-Lauf schneller verbessert, als die der Manner (untere Gerade). Wir-
den sich die Geraden bei der (unwahrscheinlichen) Fortsetzung dieses Trends in
Zukunft schneiden, hatten die Frauen die Manner eingeholt. Im Herbst des Jahres 2064
ware es so weit. Die Steigung der Geraden wird bei den Méannern mit -0,009453 an-
gegeben. Das bedeutet, dass sich der 100-m-Weltrekord der Manner pro Jahr um
0,9453 Hundertstelsekunden verbessert. Der Weltrekord der Frauen verbessert sich mit
0,19571 Zehntelsekunden pro Jahr und damit schneller, als der der Manner.

Die Mathematik der Laufbahnen

400-m-Bahn

In den amtlichen Leichtathletik-Bestimmungen des DLV heif3t es, die 400-mBahn
setze sich aus zwei parallelen Geraden zu je 84,39 m und zwei Halbkreiskurven
mit einem Radius von 36,50 m (gemessen an der Auf3enkante der Laufbahnein-
fassung) zusammen. Die Bahnen haben — einschliel3lich eines 5 cm breiten Begren-
zungsstreifens —eine Breite von 1,22 m. Es erstaunt, dass die Geraden nicht einfach 100
m lang sind. Und wenn man die o. g. Ld&ngenvorgaben zusammenzahlt, dann ergibt sich
als Lange fur die 400-m-Bahn: 2 *84,39 m + 2 *36,50 m * 11 398,116 m, also nur knapp
400 m (Wir erinnern uns: die Formel fur den Kreisumfang U = 2 1r, wobei r der Radius
ist). Genau 400 m errechnen sich, wenn man ins Kalkll zieht, dass die Athleten
nicht exakt entlang der Bahninnenlinie laufen, sondern in einer gewissen Entfer-
nung von dieser. Setzen wir in der Kurve einen Abstand zur Bahninnenlinie von 30,0
cm an, dann erhoht sich die Bahnlange in der Kurve um 188,5 cm. Das ergibt dann
fur Bahn 1 die Laufbahnldnge von insgesamt 400,0 m.

Weitere Laufwettbewerbe

Je nach Laufwettbewerb laufen die Athleten auf lhren Bahnen durch unterschied-
lich viele Kurven: Beim 200-m-Lauf durch eine Kurve, beim 400-mLauf durch zwei
Kurven, beim 800-m-Lauf durch eine (,gezéhlte) Kurve (jede weitere ist eine In-
nenkurve) und bei der 4 =400 m Staffel durch drei Kurven. Denn beim 200-m-
Lauf, beim 400-m-Lauf muissen die Laufer auf ihrer Bahn bleiben. Beim 800-m-
Lauf hingegen dirfen sie ihre Bahn nach der ersten Kurve verlassen (bei der der
4* 400m Staffel nach drei Kurven) und streben der (kirzeren) Innenbahn zu. Da die
Bahnlangen der Bahnen 2 bis 8 langer sind, als die Lange der Bahn 1, muss die
Lange der Bahnen 2 bis 8 beim 200-m-Lauf, beim 400-m-Lauf und bei der 4 *400 m
Staffel korrigiert werden. In Anwendung der Formel Z(m,n) = m *(n-1) * 1,22m = T,
wobei m die Anzahl der in Bahnen zu laufenden Kurven ist, n fir die Nummer
der Laufbahn steht, und 1,22m die Breite einer Laufbahn betragt, ergeben sich —
korrigiert um den Abstand zur Bahninnenlinie —folgende Kurvenvorgaben (2):
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Disziplin | m [ n=2 | n=3 | n=4 | n=5 n=6 |\ n=7 | n=8
200 m 1 3,52 7,35 11,18 | 15,02 | 18,85 | 22,68 | 26,52
400 m 2 7,04 14,70 | 22,37 | 30,03 | 37,70 | 45,36 | 53,03
800 m 1 3,53 7,38 11,16 | 15,15 | 19,06 | 22,94 | 26,93

4x400m | 3 10,56 | 22,09 | 33,63 | 45,19 | 56,76 | 68,36 | 79,97

Abb. 4: Kurvenvorgaben fur vier verschiedene Laufdisziplinen in Metern. Bei 800m
und der 4x400m Staffel gibt es noch zusatzliche Zugaben, da man nach der dritten Kurve
auf die Innenbahn laufen darf. Quelle: Matthias Ludwig: Mathematik + Sport.

Zu guter Letzt: Warum das Stadion Stadion heif3t

Begonnen hat die Geschichte der 400-m-Bahn schon in der griechischen Antike.
Damals benutzte man als Langenmald das Stadion. Das griechische Stadion betrug
600 Ful3, das spatere romische Stadion 625 Ful3. Das griechische Stadion entsprach — je
nach Lange des jeweiligen Fullmafles — zwischen 177,35 m in Delphi bis zu 192,38
m in Olympia. Die ungewdhnlich groRe Lange des Stadions in Olympia wird einem My-
thos zu Folge dadurch begriindet, dass der griechische Herakles mit seinem Riesenful3
diese Lange abgemessen haben soll.

Es handelte sich bei diesen Laufbahnen noch um keine Rundbahn, sondern um
eine Strecke, die einfach geradeaus verlief. Uber die Distanz von einem Stadion
fuhrten die Griechen ihre Laufwettbewerbe durch; spater (724 v. Chr.) auch Uber die
Entfernung von zwei Stadien, also je nach Stadionlange fast 385 m — der 400-m-
Lauf war erfunden. Diese Wettkdmpfe waren sehr populéar und es wurden speziell dafur
ganz gerade Laufbahnen mit seitlichen Zuschauerplatzen angelegt.

Ein prominentes Beispiel aus dem 4. Jahrhundert v. Chr. ist die Laufbahn von
Olympia. Man hatte damals links und rechts von der Laufbahn Erdwalle aufge-
schittet, auf denen rund 45.000 Personen Platz hatten, siehe Abbildung. Im Lauf
der Zeit kam es zu einer Bedeutungsverschiebung von dem Stadion als reiner
Laufbahn hin zur gesamten Anlage. In der Folgezeit wurde das Stadion als Bauwerk im-
mer weiter entwickelt: mit unterschiedlichen Bahnlangen, Rundbahnen und aufwan-
digen Tribinen fur die Zuschauer. Das Stadion in Amsterdam erhielt als erstes
Olympiastadion 1928 eine normierte 400-m-Bahn.

Abb. 5: Das antike Stadion in | Abb. 6: Das heutige Panathendische Stadion in
Olympia. Links und rechts von der | Athen ist eine Rekonstruktion fiir die ersten
Laufbahn sind die Zuschauerwiélle | neuzeitlichen olympischen Spiele 1896. Der
zu erkennen. Quelle: DRNO GNU | Ursprungsbau entstand etwa 330 v. Chr. und hatte
Free document licence. bereits damals stufenférmig ansteigende steinerne
Sitzreihen. Quelle: Craig Patik, GNU Free
document licence.
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11.7 Mathe ist fast Uberall

Diese Beispiele zeigen: Im Sport steckt viel Mathematik. Die Zuschauer bemerken das
zwar oftmals nicht. Aber viele Akteure im Sport nutzen die Moglichkeiten der Mathematik
bereits, um Leistungen weiter zu verbessern. Angewandte Mathematik macht bei-
spielsweise Rennwagen aerodynamischer, Fahrrader belastbarer und verhilft Yachten
wie der des Siegers des America’s Cup von 2003 und 2007 mit Hilfe humerischer Opti-
mierungen und starker Rechnerleistung zum Sieg. So wird es mit Hilfe mathematischer
Methoden und Erkenntnisse mdglich, Sport besser zu verstehen, Erfolge zu erklaren
oder Leistungen zu verbessern. Und dank Mathematik geraten manchmal sogar alt-
bekannte Weisheiten ins Wanken — zum Beispiel die Uberzeugung, der Ball sei rund.
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12 Mathematik und Technik

Vermutlich war es der Computer, der die Mathematik aus seinem ,Dornengestriipp von
Formeln* (Konrad Knopp) hervorgeholt hat. Dieses Bild mag die Fantasie nicht sehr be-
fluigeln, doch wurde die Mathematik erst durch den Rechner zur ,Kdnigsdisziplin“ der
Technologie. Sie hilft seither beispielsweise bei der Herstellung funkelnder Edelsteine, in-
dem sie das, was beim Schleifen entfernt wird, minimiert oder legt Babys trockener, in-
dem sie beim Design moderner Windeln mitwirkt. Sie macht Flugzeuge sicherer, Autos
sparsamer, Transistoren Kkleiner, Rufifilter weniger stéranfallig, Datenmengen durch-
schaubarer und Produktionsanlagen effizienter.

.Die Mathematik heute ist eine springlebendige, charmante und &uRRerst hilfreiche, eine
hiibsche Prinzessin. Und das ist kein Marchen, sondern gerade in Deutschland Wirk-
lichkeit, denn die angewandten Mathematiker an den deutschen Universitaten und For-
schungsinstituten gehdéren seit langem zur Weltspitze®, sagt Professor Helmut Neunzert,
Begriinder des Fraunhofer-Instituts fir Techno- und Wirtschaftsmathematik ITWM und
Pionier der angewandten Mathematik in Deutschland.

12.1 Gut verpackt — Mathematik sorgt fir eine optima  le Behalterfiillung

Wer Kugeln mdglichst platzsparend lagern mochte, muss sie nur wie Erbsen in eine
Schachtel fillen und daran ritteln — mit guter Naherung bildet sich die dichteste Kugelpa-
ckung. Zylinder sind schon widerspenstiger: Selbst flache Miinzen liegen lieber wie
.Kraut und Ruben” in der Kiste als in geordneten Schichten. Noch komplizierter wird es
bei Kolben, Rohren und anderen Bauteilen, die in der Fertigungsindustrie produziert wer-
den. Da eine optimale Behélterbeflllung bei Transport und Lagerung Geld spart, tifteln
erfahrene Verpackungsplaner mitunter stundenlang, um eine gute Packung von solchen
Bauteilen zu finden — meist nach dem Prinzip ,Versuch und Irrtum“. Die Ergebnisse sind
aber selten so gut wie die aus dem Computer.

Mathematiker konnten eine Software fir das optimierte Beflllen von Standardbehaltern
entwickeln. Neben neuartigen mathematischen Optimierungsalgorithmen verwendet die
Software dreidimensionale Modelle der zu packenden Bauteile, so dass der Benutzer der
Software auch eine grafische Anleitung fiir das Packen erhélt. Durch die vollstandige Be-
ricksichtigung der Bauteilgeometrien lassen sich auch komplexe Teile, wie sie im Fahr-
zeugbau gelagert und transportiert werden, platzsparend verpacken. Die Software ist da-
bei auf baugleiche Teile ausgelegt. Das zusammen mit zwei fihrenden
Automobilherstellern entwickelte Programm erzielt verbesserte Packungsdichten von bis
zu 20 Prozent — ein Einsparungspotenzial, das sich auf viele Glieder der Logistikkette
auswirkt.

12.2 Kraftfahrzeug-Filter direkt aus dem Computer

Moderne Automobile enthalten eine Vielzahl von Filtern zur Reinigung von Luft und Flis-
sigkeiten. Seit Jahrzehnten werden solche Filter auf Basis von Zellulose hergestellt.
Doch mit den traditionellen Filtern lassen sich die Anforderungen der modernen Motoren-
technik haufig nicht mehr erfillen. Automobilzulieferer arbeiten daher mit Hochdruck an
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der Entwicklung neuer zellulosefreier Filtermedien, die mehr Partikel abscheiden und
mehr Schmutz aufnehmen. Um teure und zeitaufwandige Experimente zu vermeiden, ar-
beiten Forscher an einer Simulationssoftware, mit der sich synthetische Filtermaterialien
direkt und interaktiv am Computer entwickeln lassen. Dies verkirzt den Entwicklungszy-
klus neuer Produkte, was Automobilzulieferern einen Wettbewerbsvorteil bringen kann.
Darlber hinaus lasst sich die Produktqualitat verbessern und das Materialverhalten beim
spateren Einsatz sowie der Lebenszyklus des Filters besser voraussagen.

12.3 Mathematik in der hohen Kunst des Chip-Designs

Als Jack Kilby vor 50 Jahren den ersten Mikrochip baute, nahm er zwei Transistoren, ver-
band sie durch Golddréahte und setzte sie auf eine Schicht Germanium, Vorlaufer des Si-
liziums. Mathematik brauchte der Amerikaner hierfir nicht. Heutige Chips gleichen dage-
gen ,futuristischen Grof3stadten® mit Millionen Hausern sowie einem Geflecht von
StraRen und Bricken im Miniaturformat. Oft sind mehrere Millionen Transistoren auf nur
wenigen Millimetern untergebracht. Mathematiker gehtéren zu den ,Stadtplanern” dieser
Mikrowelten. Je dichter und kleiner die integrierten Schaltungen, desto genauer muss de-
ren Aufbau geplant sein — und dies geht heute nur mit Computern und modernster Ma-
thematik. So kooperiert das Institut fur diskrete Mathematik in Bonn seit Uber 20 Jahren
mit einem amerikanischen Chiphersteller. Der Direktor des Instituts, Prof. Dr. Dr. h. c.
Bernhard Korte, gilt als einer der Pioniere des mathematischen Chip-Designs. Mit der
mathematischen Software aus Bonn wurden bereits Uber 1000 Chips entworfen. Da die
rasante Entwicklung in der Chipherstellung das Chip-Design immer komplizierter macht,
werden am Institut fur diskrete Mathematik permanent neue und raffiniertere Rechenver-
fahren entwickelt.

12.4 Mathematik macht grof3e Daten ganz klein — nicht  nur in MP3

Manchmal vermag die Mathematik Revolutionen auszulésen: Seit der Entwicklung des
MP3-Formats zur Kompression von Audiodaten am Fraunhofer-Institut fir Integrierte
Schaltungen 1IS in Erlangen ist in der Musikindustrie nichts mehr, wie es einmal war.
Spielte ein Walkman mit Audiokassette in den 80er und 90er Jahren bis zu 120 Minuten
Musik ab, so fasst die Festplatte eines ,iPod" bis zu 40.000 Songs — Musik fiir Wochen.
Dass auch andere Industrien von mathematischen Verfahren zur Datenkompression pro-
fitieren, zeigt eine Software, die speziell fur die Automobilindustrie entwickelt wurde: Pro
Tag fahrt ein virtuelles Modell etwa 100 bis 150 Mal im Rechner gegen die Wand. Da
kommen schnell Daten von mehr als 100 Terabytes zusammen. Die Mathematik hilft da-
bei, solche Datenberge zu verkleinern. Als erster Schritt fir die Kompression wird die
geometrische Genauigkeit vorgegeben, zum Beispiel 1 Millimeter fir Fahrzeugcrashs.
Bei diesem ,Quantisieren* nimmt man bewusst einen Datenverlust in Kauf. Alle weiteren
Komprimierungsschritte sind verlustfrei, das heif3t, die Daten lassen sich wieder 1:1 her-
stellen. Je nach Anwenderbedarf kénnen sie um den Faktor 10, 7 oder 5 komprimiert
werden. Mehrere deutsche Automobilfirmen setzen solche Verfahren ein, um Speicher-
platz zu sparen; die komprimierten Daten lassen sich zudem schneller in Grafiken und
Videos darstellen.
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12.5 Mathematik fir mehr Sicherheit — die Simulation der Air bag-
Entfaltung

Airbags koénnen bei Unfallen Leben retten. Wenn sie sich aber durch einen Fehlalarm
entfalten, kdnnen sie auch schlimme Verletzungen verursachen. Daher gibt es strenge
Richtlinien fur Airbags. Crashtests sind jedoch aufwandig und teuer. Wesentlich effizien-
ter ist die computergestutzte Simulation des Entfaltungsvorgangs, gekoppelt mit biome-
chanischen Modellen, um die Wirkung auf den Menschen zu ermitteln. Bis vor kurzem
war der Rechenaufwand fur solche Simulationen jedoch unverhaltnismafig hoch. Mathe-
matiker haben daher neue numerische Methoden entwickelt, die die beim Entfalten von
Airbags entstehende Stromung hinreichend genau simulieren. Die komplexe Faltungsto-
pologie und die dynamisch stark veranderliche Geometrie von Airbags stellen daher
keine uniiberwindbaren Hindernisse bei der Berechnung mehr dar.

12.6 Schneller Surfen im Internet — dank Mathematik

Schnelles Surfen im Internet, am besten mit Lichtgeschwindigkeit — diese Vision kénnte
bald schon Wirklichkeit werden. Da sich Licht schneller als Strom ausbreitet, sind sich
Experten sicher, dass die Datenautobahnen der Zukunft aus Glasfasern bestehen. Doch
zuvor missen noch einige Hindernisse Uberwunden werden. Fir solche Glasfaserver-
bindungen bendtigt man zum Beispiel Laserbausteine, die Strom- in Lichtsignale umwan-
deln kdnnen. Diese Bausteine sind heute noch die Schwachstelle der optischen Daten-
Ubertragung, denn sie sind langsam und halten dadurch die Datenlbertragung auf.
Forscher am Berliner Heinrich-Hertz-Institut (HHI) der Fraunhofer-Gesellschaft haben
hier zusammen mit Mathematikern einen Durchbruch erzielt. Die Mathematiker entwi-
ckelten Software zur Simulation neuartiger Laserbausteine, wodurch auf den Bau vieler
Prototypen verzichtet werden konnte und in kiirzester Zeit einen neuen Laser entwickeln
konnte. Eine Patentanmeldung wurde eingereicht. Bald schon soll die Erfindung fester
Bestandteil zukunftiger Hochgeschwindigkeitsdatennetze sein.

12.7 Verformung nach Plan — Mathematik in der Schwei  Rtechnik

Auch die Schweiltechnik profitiert von der Mathematik. Zwar ist das Schweil3en seit Gber
150 Jahren bekannt und wird fortwéhrend weiterentwickelt. Das Zusammenfiigen von
Bauteilen mit Hitze und Druck gehort aber immer noch zu den kritischen Schritten im
Fahrzeug- und Maschinenbau. Es lasst sich nicht vermeiden, dass sich die Bauteile beim
Schweil3en verformen. Ein zu groBer Schweildverzug macht die Bauteile unbrauchbar.
Hier kommt die Mathematik ins Spiel: Mit ihr lasst sich das Schweil3en der Bauteile im
Computer simulieren, wodurch die Verformungen bereits vor der Fertigung bekannt sind.
Mit dieser Information lassen sich die Bauteile so entwerfen, dass der Schweil3verzug
madglichst klein bleibt. Dies hélt den Ausschuss und die Nacharbeiten gering — und spart
Kosten. Da die Simulation des Schweiens im Produktionsbetrieb schnell gehen muss,
bendtigt man allerdings auch schnelle Rechenverfahren. Die Schwei3nahte eines meter-
langen Bauteils sind bereits so komplex, dass traditionelle Verfahren mehrere Jahre Re-
chenzeit bendtigen. In einem Forschungsprojekt konnte die Rechenzeit um einen Faktor
von mehr als 1000 auf wenige Minuten reduziert werden. Beteiligt waren neben Unter-
nehmen aus der Fertigungsindustrie und der Softwareentwicklung Wissenschaftler der
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Universitat Bayreuth sowie ein forschungsnaher Dienstleister in Bayreuth. Ein groRRer
Fortschritt, geht es doch beim Bau von Eisenbahnen und Flugzeugen um GroRRbauteile,
die mit meterlangen Schweil3n&hten verbunden sind.

12.8 Mathematik in  der Medizintechnik: Optimierung kunstl icher
Herzklappen durch Simulation von Blutstromungen im Herzen

Wenn es um die Simulation von Blutstromungen im Herzen geht, schlagen auch die Her-
zen von Mathematikerinnen und Mathematikern héher. Schon allein die Modellierung der
Blutgefalie ist eine Herausforderung. Die in der Industrie eingesetzten — kommerziellen —
Simulationsprogramme berechnen entweder nur die Stromung von Flissigkeiten oder die
Verformung von Materialien. Doch in unseren Blutbahnen verformt das strémende Blut
die GefalRRe; Stromung und Verformung missen gemeinsam berechnet werden. Um
diese Wechselwirkung zu bertcksichtigen, haben Mathematiker am Fraunhofer-Institut
fur Algorithmen und Wissenschaftliches Rechnen SCAI Verfahren zur Kopplung von Si-
mulationsprogrammen entwickelt. Dadurch lassen sich die Stromungsvorgange und die
daraus resultierenden Belastungen von Gewebestrukturen gleichzeitig berechnen. Dies
hat zu einer deutlichen Verbesserung der Simulationsergebnisse geflhrt. Patientin-
nen und Patienten profitieren durch kinstliche Herzklappen, die der Wirklichkeit mog-
lichst nahekommen.

Die Rechenverfahren der Mathematiker lassen sich aber auch zur Simulation der Aero-
Elastizitat im Flugzeugbau, der Aerodynamik von Automobilen und der Vibrationen in Pi-
pelines verwenden.
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13 Mathematik in Verkehr und Logistik

Beim Thema Verkehr ist Deutschland Europameister: Kein anderes Straf3en- und
Schienennetz ist so dicht wie in Deutschland - und durch kein anderes Land in Europa
werden so viele Waren transportiert. Schon heute liegt das jahrliche Verkehrsaufkom-
men allein beim Giuterverkehr bei rund 3,7 Milliarden Tonnen (2007). Die Trans-
porte auf Schiene, StralRe, Wasser und in der Luft sollen bis zum Jahr 2050 auf tber 5,5
Milliarden Tonnen jahrlich anwachsen. Doch nicht nur Giter werden bewegt, son-
dern auch Personen: Die Bahn befdrdert taglich rund 5 Millionen Menschen; neben den
fast 400.000 Lkws des gewerblichen Giterverkehrs sind mehr als 45 Millionen
Pkws und fast 4 Millionen Motorrader in Deutschland angemeldet. Besonders viele
davon sind zur Ferienzeit in Deutschland und Europa unterwegs.

Dies macht Verkehr und Logistik nicht nur zu einem wichtigen Wirtschaftszweig, sondern
auch zu einem fruchtbaren Feld fir Mathematiker. Da das Schienen- und Stra-
Rennetz nicht im gleichen Tempo wachsen kann wie der Verkehr, muss die vor-
handene Infrastruktur mdoglichst effizient (und umweltschonend) genutzt werden. Eine
enorme Herausforderung, bedenkt man die GréR3e des Verkehrsnetzes und den Einfluss
auf den Verkehr. Mathematische Modelle kénnen helfen, die Verkehrsstrome zu
analysieren, wirksame verkehrspolitische MalRnahmen zu finden und neue Produkte zu
entwickeln, die Staus und damit teure Wartezeiten vermeiden.

13.1 Logistikbranche ist drittgré3ter Wirtschaftszwe ig in Deutschland

Viele Innovationen in der Logistik entstehen unsichtbar fiir die Offentlichkeit. Zwar ist die
Logistikbranche mit rund 2,6 Millionen Beschéftigten nach dem Handel und der Au-
tomobilindustrie der drittgré3te Wirtschaftszweig in Deutschland. Die rund 60.000
Logistikunternehmen haben 2007 etwa 204 Milliarden Euro Umsatz gemacht, was
8,4 Prozent des Bruttoinlandsprodukts (BIP) entspricht. Die Verkehrslogistik produziert
aber keine eigenen Guter — denn eigentlich ist sie ,nur® Folge einer arbeitsteiligen,
produzierenden Wirtschaft und hat das Ziel, einen reibungslosen Transport von
Rohstoffen, Produkten und Personen zu garantieren. Da der Konkurrenzdruck steigt und
eine immer effizientere Planung und Organisation noétig werden, suchen viele Un-
ternehmen die Zusammenarbeit mit Mathematikern. Die deutsche Logistikbranche, die in
Europa als fuhrend gilt, hat ihren Wettbewerbsvorteil sicher auch mathematischen
Methoden zu verdanken.

An vielen mathematischen Instituten wird an Fragen aus Verkehr und Logistik geforscht,
beispielsweise am Berliner DFG-Forschungszentrum MATHEON und an den Universita-
ten Bayreuth und Gottingen. Aber auch viele Logistik- und Verkehrswissenschaftler
haben Mathematik studiert oder wenden mathematische Methoden an, darunter
Prof. Dr. Herbert Knopfer von der Universitdt Bremen und Prof. Dr. Kai Nagel von der
Technischen Universitat Berlin.

Dieses Dossier stellt beispielhaft Projekte vor, die die Bedeutung der Mathematik
fur Verkehr und Logistik zeigen.
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13.2 Navigationssysteme zur Verkehrslenkung und -opt imierung

Viele Autofahrer schwdren auf ihr Navigationssystem: Anstatt das Ziel mihsam auf der
Karte zu suchen, gibt man es einfach ins ,Navi* ein und Iasst sich von einer freundlichen
Stimme leiten. Doch oft genug landet man im Stau. Liegt das Verkehrsaufkommen Uber
der StralRenkapazitat, ist das unvermeidbar. Aber viele Staus entstehen auch da-
durch, dass viele Autofahrer ahnliche Ausgangs- und Zielpunkte haben und sie durch ein
.Navi“ auf denselben Weg gelenkt werden. Damit dies nicht passiert, wird vieler-
orts fleiBig geforscht. Mathematiker der Technischen Universitat Berlin untersuchen
etwa, wie man Navigationssysteme zur intelligenten Verkehrslenkung einsetzen kann. Im
Rahmen eines BMBF-Forschungsprojekts haben die Mathematiker zusammen mit ei-
nem Automobilhersteller Verfahren entwickelt, die den Verkehr auf verschiedene
Wege verteilen und so zur Staureduzierung beitragen.

Dazu missen die Navigationssysteme allerdings ,weniger egoistisch rechnen“ und auch
das Gemeinwohl im Blick behalten. Um Staus zu vermeiden, missen sich einige
der Fahrer mit langeren Routen zufriedengeben (andere haben Gliuck und durfen
den schnellsten Weg nehmen). Schon heute verwenden Navigationssysteme mathemati-
sche Methoden, um kirzeste Wege in Verkehrsnetzen schnell und effizient zu be-
rechnen. Einige Systeme beriicksichtigen auch aktuelle Staumeldungen. Die Berli-
ner Mathematiker haben die bislang verwendeten Modelle so angepasst, dass jedem
Fahrer eine Toleranzgrenze zugeordnet wird. Mathematisch heildt das, dass das
Optimierungsproblem um zusatzliche Nebenbedingungen erganzt wird, die Umwege fir
einzelne Autofahrer erlauben. Durch die Toleranzgrenze wird aber garantiert, dass nur
Umwege von akzeptabler Lange vorgeschlagen werden.

13.3 Intelligente Verkehrslenksysteme mit Hilfe der Spieltheorie

Die Umsetzung eines intelligenten Verkehrslenksystems ist freilich noch Zukunftsmusik.
Simulationen belegen, dass eine intelligente Verkehrslenkung nur moéglich ist, wenn die
Auswirkungen des Verhaltens jedes Einzelnen beriicksichtigt werden. Das Ziel ist dabei,
ein Systemoptimum zu erreichen, bei dem ein moglichst grol3er Verkehrsfluss realisiert
wird. Wenn jeder Nutzer die fur ihn ginstigste Route wahlt — was heute die Regel ist —,
kann dieses Systemoptimum nicht erreicht werden. Hierbei stellt sich zwar auch
ein Gleichgewicht ein; dies ist in der Spieltheorie als Nash-Gleichgewicht bekannt. In die-
sem Gleichgewicht treten aber seltsame Effekte auf, z. B. das Braess-Paradox: Der Bau
einer neuen Strale kann zu einer hdheren Netzbelastung fihren. Solche Effekte
machen Verkehrslenkung zu einem interessanten Gebiet, in dem Mathematik, Spiel-
theorie und Verkehrsplanung auf spannende Weise ineinandergreifen.

13.4 Mathematische Methoden reduzieren Wartezeiten der li  egen
gebliebenen Autofahrer und sparen Pannenfahrzeuge ein

Nicht nur zur Urlaubszeit ist die Pannenhilfe auf deutschen Autobahnen ein wichti-
ges Thema. Wahrend sich Einsatzplane fir Busse und Bahnen vorab planen lassen, ge-
hen bei den Pannenhilfen permanent Anfragen ein - bei groRen Anbietern mehrere Tau-
send pro Tag. Bei fast jeder Anfrage missen die Disponenten die Routen der
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Pannenfahrzeuge umplanen. Dies geschieht meist noch in Handarbeit. Dabei wird
selten das Optimum erreicht. Mit mathematischen Methoden lassen sich die Warte-
zeiten der liegen gebliebenen Autofahrer deutlich reduzieren und Pannenfahrzeuge ein-
sparen.

Aus mathematischer Sicht handelt es sich bei der Pannenhilfe um eine Variante
des berihmten Problems des Handlungsreisenden. Die Pannenfahrzeuge missen
wie Vertreter eine Tour durch vorgegebene Orte machen. Es gibt jedoch zwei Unter-
schiede: Die nachsten Einsatzorte ergeben sich meist erst, wenn die Pannenfahr-
zeuge schon unterwegs sind, und es sind mehrere Pannenfahrzeuge im Einsatz, damit
die Wartezeiten der Kunden nicht zu lang werden. Die drei grof3ten Verkehrsvereine
Deutschlands haben zusammen mehr als 6.000 Pannenfahrzeuge im Einsatz, hinzu
kommen die Flotten der Autofirmen und kleinere Anbieter. Die Mitglieder des Ver-
bands europdaischer Automobilclubs (ARC-Verband) haben rund 13.000 Mitarbeiter in
den Hilfezentralen - bei insgesamt mehr als 10.000 Einsatzfahrzeugen und 15.000
Partnerfirmen mit eigenen Fahrzeugen.

Da die Pannenanfragen nicht schon bei Planungsbeginn feststehen, bezeichnet man die
Einsatzplanung der Pannenfahrzeuge auch als Online-Problem. Hier sind Optimie-
rungsverfahren gefragt, die trotz unvollstdndiger Information Uber die Zukunft L6-
sungen von nachweislich hoher Qualitat liefern. Am einfachsten ware es, eine ein-
gehende Pannenanfrage von der Service-Einheit in nachster N&ahe des
Einsatzortes bedienen zu lassen. Eine solche Zuweisung ist aber in den seltensten Fal-
len optimal, da sie keinen Ausgleich zwischen den Service-Einheiten schafft und da-
durch einzelne Pannenfahrzeuge womdéglich Uberbucht. Durch diesen ,naiven* An-
satz kdnnen Wartezeiten der Kunden daher unnétig ansteigen.

Die Mathematiker am Zuse-Institut Berlin haben ein ausgekligeltes Verfahren entwickelt,
das eine nahezu optimale Lésung des Zuweisungsproblems liefert. Ein erster Ansatz
war, zunachst die ,Offline-Variante® des Problems zu losen. Hierbei wird das Zu-
weisungsproblem unter Kenntnis der bisher eingegangenen Pannenanfragen aber
unter Vernachlassigung der noch zukiinftigen Anfragen optimal gel6st. Auf diese Art und
Weise kann ein optimaler Planungsschnappschuss generiert werden. Diese ,kurz-
sichtige* Losung wird immer dann aktualisiert, wenn neue Pannenanfragen einge-
hen. Hierdurch entsteht eine Abfolge von optimalen Planungsschnappschissen, die sich
Uber die Zeit hinweg den aktuellen Pannenanfragen anpassen. Mittlerweile wird das Opti-
mierungsverfahren bereits in der Praxis eingesetzt.

13.5 Dispositions- und Konfliktmanagement fiir eine p unktliche Bahn

Mit dem Gemeinschaftsprojekt "Dispositions- und Konfliktlbsungsmanagement fir eine
punktliche und wirtschaftliche Bahn" zur Optimierung des Bahnverkehrs hat sich
die Gottinger Mathematikerin Anita Schébel Ende letzten Jahres hervorgetan. Ziel
des Projekts war es, die Verspatungen der Bahn besser in den Griff zu bekommen. Bei
einem Schienennetz von 34.000 Kilometern und taglich 33.000 Zigen lassen sich Ver-
spatungen zwar nicht verhindern, aber deren Auswirkungen sind moéglichst klein zu
halten. So kénnen die Mitarbeiter in den Betriebszentren der Deutschen Bahn entschei-
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den, ob ein Anschluss warten soll — oder puinktlich abfahren muss, um nicht andere Ver-
spatungen zu verursachen. Auch kénnen Uberholmanéver oder die Verlangsamung
einzelner Zige sinnvoll sein.

Anita Schobel, die mehrere Jahre am Fraunhofer-Institut fir Techno- und Wirt-
schaftsmathematik (ITWM) in Kaiserslautern geforscht hat, konnte mathematische
Verfahren entwickeln, mit denen sich Verspatungen automatisiert bewerten und Fol-
gemalRnahmen richtig auswahlen lassen. Bislang greifen die Mitarbeiter der Deut-
schen Bahn beim Disponieren der Ziige auf feste Wartezeitregeln zurtick. Schébels Mo-
dell bertcksichtigt eine Vielzahl von Einflussgrofien und stellt sie auf eine
mathematische Basis. Ihr Verfahren ist so angelegt, dass es die Summe aller Ver-
spatungen minimiert. Das hilft zwar nicht jedem Bahnfahrer, denn einzelne werden wei-
terhin Pech haben und grol3e Verspatungen in Kauf nehmen mussen. Im Durchschnitt
fahren aber alle besser damit.

Neben der Deutschen Bahn und der Mathematikerin Anita Schobel sind auch Ver-
kehrswissenschaftler aus Aachen und Dresden an dem Projekt beteiligt. So wurde das
Eisenbahnbetriebslabor der Technischen Universitat Dresden verwendet, um die neuen
mathematischen Verfahren zu testen. Das Labor birgt eine Miniaturanlage mit ei-
ner Streckenldnge von 1.600 Metern, auf denen 100 Ziige im Echtzeitbetrieb fahren kon-
nen. Nach gegliickten Tests im Labor kdnnen Feldversuche in den Betriebszentra-
len der Deutschen Bahn erfolgreich durchgefiihrt werden.

13.6 Mit Mathematik gegen Wirbelschleppen im Flugver  kehr

In der Reisezeit steuern immer mehr Deutsche Nah- und Fernziele mit dem Flugzeug an.
Aus dem modernen Geschéaftsverkehr ist das Flugzeug auch nicht mehr wegzuden-
ken. Prognosen der europaischen Flugsicherungsorganisation EuroControl zu Folge
wachst der Flugverkehr Gber Europa um 5 Prozent pro Jahr; die Anzahl der Flige soll
sich in den kommenden 20 Jahren verdoppeln. Viele Flugh&fen in Europa stol3en aber
heute schon an ihre Kapazitatsgrenzen. Bremsschuh fir mehr Starts und Landungen pro
Stunde ist unter anderem ein physikalisches Phanomen: die Wirbelschleppen anfliegen-
der Flugzeuge und die daraus resultierenden Sicherheitsabstdnde nachfolgender Ma-
schinen.

Die Luftwirbel hinter Flugzeugen entstehen als Folge des an den Tragflachen erzeugten
Auftriebs; sie kdnnen sich als unsichtbare Wirbelschleppen noch langere Zeit entlang der
Flugbahn halten. Fiur die zivile Luftfahrt sind genaue Sicherheitsabstande vorgeschrie-
ben, die eine der wesentlichen Ursachen fiir die heutigen Kapazitdtsbegrenzungen
an Flughafen sind. Daher wird das Entstehen und Zerfallen von Wirbelschleppen derzeit
in interdisziplindren Projekten genau untersucht und auch in mathematische Mo-
delle Uberfiihrt. Bestimmende Parameter sind zum Beispiel der Flugzeugtyp, die je-
weilige Flugbahn und die Wetterverhéltnisse. Ziel der Simulationen ist, einerseits Berei-
che mit hoher Wirbelschleppengefahr vorherzusagen und andererseits dort, wo nur
kurz Wirbelschleppengefahr besteht, Starts und Landungen rascher aufeinander fol-
gen zu lassen.
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13.7 Optimierter Personennahverkehr am Beispiel der Berli ner
Verkehrsbetriebe

Obwohl die Anfange einer mathematischen Verkehrsplanung tber 50 Jahre zurticklie-
gen, konnten sich anspruchsvolle Methoden der mathematischen Optimierung erst
in den 1990er Jahren durchsetzen. Daran waren der Berliner Mathematiker Martin
Grotschel und seine Arbeitsgruppe malgeblich beteiligt. Grotschel, der seit 1991
Mathematikprofessor an der Technischen Universitéat Berlin und Vizeprasident des Zuse-
Instituts in Berlin ist, hat nicht nur die Theorie der mathematischen Optimierung
vorangebracht, sondern auch bahnbrechende Praxisprojekte initiiert. Bekannt geworden
ist er unter anderem durch ein gemeinsames Projekt mit den Berliner Verkehrsbetrieben,
bei dem er die Planung des Busverkehrs optimiert hat.

Das Berliner Bussystem ist so grof3, dass sich Grotschel mit seinen Berechnungen
regelmafRig am Rande dessen bewegt hat, was Computer heute leisten konnen: Bei etwa
28.000 Busfahrten pro Tag ergeben sich — wenn bestmdgliche Buseinsatzplane errech-
net werden sollen — Optimierungsprobleme mit tGber 100 Millionen Variablen. Diese
gigantischen ,ganzzahligen Mehrguter-Flussprobleme” mit traditionellen Methoden zu
|6sen, ware aussichtslos. Selbst die schnellsten Supercomputer bréauchten hierfir
zu lang. Doch Groétschel und seine Mitarbeiter konnten neue Methoden der ganz-
zahligen Optimierung entwickeln, die auf die Besonderheiten der Busumlaufplanung
angepasst sind. Dadurch lieBen sich die Computerberechnungen — allein durch in-
telligentere Rechenverfahren — so weit beschleunigen, dass sie heute weltweit im Einsatz
sind.

13.8 Weniger Schulbusse durch Optimierung der Schula  nfangszeiten

Dass einfache Ideen bereits Uberraschend grofRe Einsparungen erméglichen, haben
Mathematiker aus Darmstadt gezeigt. lhr Steckenpferd ist der Schulbusverkehr, der
speziell in landlichen Gegenden ein echtes logistisches Problem darstellt. Da traditionell
alle Schulen zur selben Zeit mit dem Unterricht beginnen, werden alle Schulbusse zur
gleichen Zeit benétigt, was enorme Kosten verursacht. Die Idee der Mathematiker: Lasst
man die Schulen zu verschiedenen Zeiten beginnen, kann jeder Bus noch einen weiteren
Schulstandort erreichen. Dabei werden zunachst die Schiler zur Schule mit fri-
hem Unterrichtsbeginn gebracht und in einer weiteren Runde die Schuler zur
Schule mit spateren Anfangszeiten.

Dieser Ansatz klingt simpel, fihrt jedoch zu einem komplexen mathematischen Modell,
weil gegenseitige Abhangigkeiten zwischen Entscheidungen bestehen. Ein Beispiel:
Liefert Busfahrt B seine Fahrschiler erst eine Stunde nach Schulbeginn von Schule S
ab, so ist die Losung offensichtlich unbrauchbar. Diese Abhéangigkeiten von Entschei-
dungen werden in mathematische Gleichungen und Ungleichungen Ubersetzt. Mo-
delliert man auf diese Weise den Busverkehr und die Schulen eines gesamten
Landkreises, so kommt man schnell auf einige 10.000 Unbekannte und ebenso viele
Nebenbedingungen.
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Um die Schulanfangszeiten und den offentlichen Personennahverkehr optimal
aufeinander abzustimmen, wurde am Fachgebiet Diskrete Optimierung der Technischen
Universitdt Darmstadt das Optimierungsprogramm Integrierte Koordinierung von
Schulanfangszeiten und des Nahverkehrsangebots” entwickelt. Praxisauswertungen, die
auf Datensatzen in Nordrhein-Westfalen, Mecklenburg-Vorpommern und Sachsen-Anhalt
durchgefuhrt wurden, verdeutlichen das Einsparpotenzial: Es konnten jeweils zwischen
12 % und 27 % der eingesetzten Busse eingespart werden, im ginstigsten Fall jeder
vierte Bus. Da die Gemeinden den Schulbusverkehr mit rund 30.000 Euro pro Bus unter-
stiitzen, sind bundesweit Einsparungen von mehreren Millionen Euro pro Jahr mdog-
lich. Hinzu kommt noch das entsprechende CO2-Einsparpotenzial.



73

14 Mathematik in Wetter- und Klimavorhersage

Wie das Wetter wird, interessiert fast jeden. Scheint die Sonne? Regnet es? Wie
hoch steigt das Quecksilber? Die Wettervorhersage beeinflusst, was wir am nachsten
Tag anziehen oder unternehmen. Doch die Prognose beeinflusst weitaus mehr. So han-
gen Flugplane und Schifffahrtsrouten, aber auch die Planungen in der Landwirtschaft bis
zu denen im Katastrophenschutz von Wetter- und Klimavorhersagen ab. Und auch in
viele andere Entscheidungen der Wirtschaft und auch Politik reichen sie hinein. Eines ist
diesen Prognosen gemein: Sie sind alle auch das Ergebnis umfangreicher mathemati-
scher Modellrechnungen.

14.1 Wettervorhersage

Um das zukunftige Wetter vorhersagen zu kénnen, muss man erst das aktuelle kennen.
Deshalb werden Daten Uber Niederschlagsart und -menge, Luftfeuchtigkeit, Luftdruck,
Temperaturen sowie Windrichtungen und -geschwindigkeiten gesammelt. Ohne Mathe-
matik kdnnten die Wetterdaten aus aller Welt kaum erfasst und verarbeitet werden. In
Deutschland registriert der Deutsche Wetterdienst (DWD) Daten Uber ein Messnetz mit
rund 180 hauptamtlichen und tber 2.500 nebenamtlichen Klima- und Niederschlagssta-
tionen. An den hauptamtlichen Stationen werden jede Stunde Messwerte abgele-
sen, bei den nebenamtlichen nur um 7, 14 und 21 Uhr. Dazu kommen rund
1.500 weitere Beobachtungsstellen nach dem internationalen Standard der Weltorgani-
sation fur Meteorologie (WMO). Hier wird zwischen Bodenbeobachtungsstationen zur
Datengewinnung an der Erdoberflache und so genannten aerologischen Stationen un-
terschieden, welche meteorologische Daten aus der Atmosphére bis in eine Héhe von
rund 30 Kilometern liefern. Diese Informationen sind fur die Betrachtung der dreidimen-
sionalen Struktur des Wetters unerlasslich. Mobile Messstationen — Schiffe, driftende Bo-
jen, Flugzeuge — erganzen die stationdaren Messungen.

Der DWD sammelt alle Daten zentral im hessischen Offenbach, prft sie mehrfach, be-
reitet sie auf und tauscht sie mit den nationalen Wetterdiensten aller Mitgliedsstaaten der
WMO aus. Dann gehen die Daten in die Wettervorhersagemodelle ein.

Eine Wettervorhersage entsteht nach konkret aufeinanderfolgenden Schritten: Zunachst
legen die Meteorologen im Computer ein Dreiecksgitter tiber die Erdkugel. Dieses reicht
in Schichten in die Atmosphare hinein. Aus dem vorhandenen Datenmaterial werden
dann fir die Punkte auf dem Gitter unter anderem (Anfangs-)Werte fir Temperatur,
Feuchte, Druck, Windrichtung und Windgeschwindigkeit ermittelt. Aus diesen Anfangs-
werten wird (Zeit-)Schritt fur (Zeit-)Schritt berechnet, wie sich das Wetter zeitlich in die
Zukunft hinein entwickelt. Diese Berechnungen erfolgen mit Hilfe mathematischer Glei-
chungssysteme, die den Kern des Wettermodells bilden und auf den physikalischen
Grundprinzipien der Erhaltung von Masse, Energie und Impuls beruhen.

Das Ergebnis dieser aufwandigen Modellierungs- und Rechenvorgange nimmt spater in
den Abendnachrichten gerade mal eine Minute ein. Tatsachlich greifen die Medien
nur einen sehr kleinen Teil der durch die modernen Verfahren der Wettervorhersage be-
reitgestellten Informationen auf. Ein weitaus grofRerer Teil wird unter anderem vom Luft-
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verkehr, von der Seeschifffahrt, der Katastrophenvorsorge sowie der Land- und Forst-
wirtschaft genutzt.

14.2 Vom Wetter zum Klima

Besonders schwierig ist die Vorhersage langfristiger Trends. Wie entwickeln sich Tempe-
raturen, Meeresstromungen, Eisbedeckung und Regenfélle in den kommenden Jahr-
zehnten? Am 12. September 2008 zum Beispiel bestimmten Wissenschaftler des Alfred-
Wegener-Instituts fir Polar- und Meeresforschung (AWI) die Eisbedeckung in der Arktis.
Sie betrug 4,5 Millionen Quadratkilometer. Dies ist etwas mehr als die niedrigste jemals
beobachtete Bedeckung von 4,1 Millionen Quadratkilometern aus dem Jahr 2007. Den-
noch sorgen sich Wissenschaftler um die Meereisentwicklung, denn das langjahrige Mit-
tel liegt 2,2 Millionen Quadratkilometer hoher. Vollig unerwartet kam die Entwicklung je-
doch nicht. Eine Modellrechnung im Friihsommer aus dem Alfred-Wegener-Institut hatte
gezeigt, dass das Eisminimum 2008 mit fast hundertprozentiger Sicherheit unter dem
von 2005 liegen wirde.

Ein anderes Beispiel: Klimaforscher des Potsdam-Instituts fur Klimafolgenforschung
(PIK) warnten kirzlich erneut vor der Gefahr eines beschleunigten Meeresspiegel-
anstiegs. Selbst eine Halbierung der globalen Treibhausgas-Emissionen bis 2050 berge
ein hohes Risiko, dass die globale Mitteltemperatur um mehr als zwei Grad Celsius Uber
vorindustrielles Niveau steige. Und eine Umfrage des PIK unter fiihrenden Klima-
wissenschaftlern aus dem Forschungsbereich ,Atlantische Ozeandynamik” ergab im ver-
gangenen Jahr, dass sie eine spirbare Veranderung der Wasserzirkulation im
Nordatlantik noch in diesem Jahrhundert beflirchteten — mit zahlreichen Auswirkungen:
Der Meeresspiegel im Nordatlantik wirde um bis zu einen Meter steigen, das ma-
rine  Okosystem wiirde gestort und die weltweite Niederschlagsverteilung verandert, so
das PIK.

Klimaprognosen werfen — anders als kurzfristige Wettervorhersagen — auch politi-
sche Fragen auf, wie zum Beispiel: Wenn sich die Erde erwarmt, ist das dann vom Men-
schen verursacht oder eine natirliche Erscheinung? Auf welches Klima missen wir uns
in Zukunft einstellen? Wie kann man dem Trend entgegenwirken?

Die Beantwortung dieser Fragen ist so komplex, dass sich Wissenschaftler mehre-
rer Disziplinen an der Klimaforschung beteiligen. Neben Mathematikern und Meteorolo-
gen (den ,Physikern der Erdatmosphéare®) gehtéren auch Biologen, Agrarwissenschatftler,
Wirtschaftswissenschaftler, Meeres- und Polarforscher sowie Soziologen dazu. Denn
zahlreiche Faktoren und nicht zuletzt das Verhalten des Menschen haben Einfluss auf
das Klima und werden gleichzeitig vom Klima beeinflusst.

Zur Prognose des Klimas haben die Forscher Modelle erstellt und entwickeln sie standig
weiter. Heutige Klimamodelle bestehen meist aus mehreren Einzelmodellen, die mitein-
ander gekoppelt sind. Sie bilden die Subsysteme des Klimasystems ab, zum Beispiel die
Atmosphéare und den Ozean. Diese beiden gelten zugleich als die wichtigsten Subsys-
teme, denn in ihnen laufen hochdynamische Zirkulationsprozesse ab, die in komplexer
Weise aufeinander einwirken: Ein Atmospharenmodell muss zahlreiche Parameter
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abbilden, zum Beispiel Temperatur, Luftdruck, Luftfeuchtigkeit, Windsysteme und
Wolken sowie deren Dynamik und deren Wechselwirkungen rund um den Globus. Ein
Ozeanmodell erfasst unter anderem die Wassertemperatur des Oberflachenwassers
und der tieferen Wasserschichten, den Eisen- und Salzgehalt und die Meeresstromun-
gen.

14.3 Mathematik als gemeinsame Sprache

Die gemeinsame Grundlage aller Wetter- und Klimamodelle ist die Mathematik. ,Fir die
interdisziplinare Arbeit brauchen wir einfach eine gemeinsame Sprache, und die préazi-
seste, die wir haben, ist die Mathematik®, sagt Ruprecht Klein, Mathematikprofessor an
der Freien Universitat Berlin und einer der bedeutendsten Klimaforscher in Deutschland.
2003 erhielt er fur seine bahnbrechenden Arbeiten den Leibniz-Preis der Deutschen For-
schungsgemeinschaft, die hochstdotierte wissenschaftliche Auszeichnung der Republik.
Fur Rupert Klein ist die mathematische Grundlagenforschung ein Weg, um die Ideen der
einzelnen Wissenschaften zu einer gemeinsamen Theorie zusammenzufiihren und
so prazisere Wetter- und Klimamodelle zu entwickeln. Denn nur wenn alle relevanten
Einflisse berlcksichtigt werden, lassen sich die Simulationen verbessern und noch bes-
sere Vorhersagen machen.

Die Datenmengen und mathematischen Probleme der Meteorologen lassen sich nur mit
Hilfe von Computern verarbeiten. ,Man kann sicher sagen, dass der Wunsch nach ge-
naueren Wetter- und Klimamodellen die Entwicklung der Grofsrechner und der Rechen-
verfahren beschleunigt hat“, sagt Ulrich Trottenberg, Leiter des Fraunhofer-Instituts
fur Algorithmen und Wissenschaftliches Rechnen (SCAI) und Mathematikprofessor
an der Universitdt zu Kdéln. Deutschlands modernster Klimarechner befindet sich am
Deutschen Klimarechenzentrum in Hamburg. Er wird gerade zu einem der leistungsfa-
higsten Supercomputer fur wissenschaftliche Zwecke ausgebaut. Die Wissenschaft-
ler des Klimarechenzentrums erstellen hochkomplexe Modelle, um den Klimawandel
und seine Auswirkungen noch genauer vorhersagen zu kénnen.

Jede Innovation in der Computertechnik verlangt die Entwicklung neuer oder die Anpas-
sung bekannter Rechenverfahren. Und jede neue Rechnergeneration eroffnet die
Chance, die Wetter- und Klimamodelle weiter zu verfeinern — und so noch genauere Vor-
hersagen zu treffen.

Mit dem Einsatz von Supercomputern wurde die Mathematik in der Meteorologie immer
wichtiger: Die einstige ,praktische Wetterkunde“ hat sich im Laufe der Jahre zu ei-
ner mathematischen Wissenschaft entwickelt. Viele Mathematiker gehen davon aus,
dass Meteorologie und Klimaforschung fir die Mathematik eine ahnlich groRe Rolle
spielen wird wie die Physik im 20. Jahrhundert. Deren Erkenntnisse wie die Relativitats-
theorie, die Quantenmechanik und die Stringtheorie haben immer neue mathematische
Theorien und Erkenntnisse stimuliert.
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14.4 Mehrgitter- und Mehrskalenverfahren

Eine der wichtigsten mathematischen Methoden in der Wetterforschung ist das so
genannte Mehrgitterverfahren. Mit ihm lassen sich komplexe Gleichungssysteme néa-
herungsweise losen. Das Mehrgitterverfahren setzt bei der Gitterstruktur an, die
zur Berechnung von Wettervorhersagen verwendet wird. Das urspriinglich feinmaschige
Gitter wird schrittweise vergrobert. Auf dem weitmaschigsten Netz lassen sich die Glei-
chungen schnell I6sen. Mit ausgekliigelten mathematischen Techniken lassen sich diese
Losungen nun auf die feineren Gitter Ubertragen — solange, bis auf dem feinsten Gitter
eine Naherungslosung fur das Ursprungsproblem erreicht ist. Dieses Verfahren scheint
kompliziert, ist aber schneller und besser als der direkte Versuch, eine Lésung fur das
feinmaschige Netz zu finden.

Mit einem ahnlichen System arbeiten die so genannten Mehrskalenverfahren, die
seit Mitte der 1990er-Jahre an Bedeutung gewinnen. Sie berechnen die unter-
schiedlichen Wetterphdnomene mit spezialisierten Methoden und kombinieren die
Einzelergebnisse dann zu einer Ubergreifenden Lésung. Gerade in der Meteorologie wer-
den die Mehrgitter und Mehrskalenverfahren grof3e Fortschritte mdglich machen — auch
unabhangig von der Leistungssteigerung bei Computern.

14.5 Der Schmetterlingseffekt

Zu den Pionieren der computergestiitzten Meteorologie zahlte der amerikanische Mathe-
matiker und Meteorologe Edward Lorenz, der im April 2008 im Alter von 90 Jahren ver-
storben ist. Lorenz entdeckte den so genannten Schmetterlingseffekt: Der Fliigelschlag
eines Schmetterlings in Brasilien kann theoretisch einen Tornado in Texas auslésen. An-
fang der 1960er-Jahre experimentierte Lorenz mit Computersimulationen einfacher Wet-
termodelle und fand dabei heraus, dass kleinste Anderungen in den Anfangsbedingun-
gen zu grolRen Verschiebungen beim Wetterverlauf fihren kénnen. Lorenz legte
damit eine wichtige Grundlage in der Chaos-Theorie. Die Modelle der Chaos-Forschung
liefern noch heute wertvolle Ansétze, um Wetterdaten zu interpretieren und die langfris-
tige Vorhersagbarkeit von Wetter und Klima zu erforschen.

14.6 Herausforderungen der Zukunft

Der Wunsch, das Wetter zu verstehen, ist alt. Bereits vor etwa 250 Jahren ver-
suchten Wissenschatftler, eine ,Wetterformel“ zu finden. 1750 stellte der Géttinger Klima-
forscher Tobias Mayer eine erste Gleichung vor. Er ging jedoch von falschen Annahmen
aus und hatte Schwierigkeiten, die physikalischen Vorgange in der Atmosphére mathe-
matisch zu beschreiben. Dieses Problem ist heute gel6st. Der grof3e Fortschritt — und die
grol3e Errungenschaft — der Mathematik wahrend der vergangenen Jahrzehnte besteht
eben darin, die Vorgange in der Erdatmosphére sehr prazise in mathematische Gleichun-
gen umsetzen zu kdnnen.

Um Wetter und Klima zu beschreiben, sind komplizierte und vielschichtige Systeme mit
partiellen Differentialgleichungen noétig. Die Klimaforscher haben die Vorgange in
der Erdatmosphére zwar im Prinzip verstanden, aber das dazugehdrige mathematische
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Modell ist viel zu komplex und die Rechnungen sind noch zu aufwandig. Deshalb sind die
Mathematiker noch immer auf der Suche nach einem vereinfachten Wetter- und Klima-
modell. Gebraucht werden ,abgespeckte* Gleichungen, die noch immer die wesentlichen
Eigenschaften der Erdatmosphére beschreiben, aber leichter zu analysieren und zu be-
rechnen sind.

Problematisch bei der Wettervorhersage ist, dass die relevanten Phanomene so unter-
schiedlich grof3 sind — und zwar in Hinblick auf Ort und Zeit. Wolkenformationen bilden
sich im Laufe mehrerer Stunden und kdnnen sich Uber tausende Kilometer erstrecken.
Ein Gewitter braut sich dagegen innerhalb weniger Minuten zusammen und ist meist auf
einen Umkreis von wenigen Kilometern beschrankt. Blitz und Donner sind sogar
so ,klein“, dass sie selbst durch das engmaschige Netz der Wetterstationen des Deut-
schen Wetterdienstes ,hindurchrutschen®. Beim so genannten lokalen Modell betragt die
Maschenweite 2,8 Kilometer (Modell COSMO-DE), was aber immer noch gréR3er ist als
der Umfang eines Gewitters.

Mdéchte man derart unterschiedliche Wetterphdnomene in einem mathematischen Modell
kombinieren, braucht man fir einige der Erscheinungen einfache ,Ersatzmodelle”. Sonst
wird das Gesamtmodell zu komplex. Dabei schleichen sich aber Ungenauigkeiten ein.
Der Mathematiker Rupert Klein forscht unter anderem daran, maglichst gute Ersatzmo-
delle zu finden und den Fehler, den solche Modelle erzeugen, mdglichst prazise abzu-
schatzen. Fir eine schnelle und zuverlassige Wettervorhersage fir mehrere Tage bleibt
also noch viel zu tun — und fur die Klimaprognose der kommenden Jahrzehnte ohnehin.



