ﬂ(IT ‘ Institut fr Stochastik

Karlraer sttt for Technologie JProf. Dr. Luitgard Veraart - Daniel Gentner

Finanzmathematik in stetiger Zeit (SS 2010)
Ubungsblatt 4 und 5

Aufgabe 1 (Eigenschaften des Stochastischen Integrals)
Essei X, X € cM3([0,T]) und H € L3([0,T]), H € L3([0, T]). Zeigen Sie fir 0 < s < 7 < oo

E(((H - X), = (H- X))(H - %), - (H-X))IF,) = E( f HHd < X.X >, |F,

und leiten Sie ab: )
<H-X,H-X>= f HHd<XX>,.
0

(Insbesondere gelten alle Eigenschaften aus Satz 2.5.4 fiir das Stochastische Integral im o.g. Setting!)
Hinweis: Beweisen Sie die Aussage zunichst fiir X = X, H = H.

Aufgabe 2 (Fisk-Stratonovich Integral und Riickwiérts-1t6-Integral)
W sei Brownsche Bewegung in Rund € € [0,1]. Istmr = {0 = ¢ < < .. <1,y <1, =t} eine
Partition von [0, ¢], so betrachten wir Summen der Form

n—1

Se(m) = ) (1 = W, + Wy, )Wy, = W),
i=0

Zeigen Sie, dass
2 ] 1
S (1) — SW2H(e= 3t 6w 0.

Bemerken Sie, dass die rechte Seite genau dann ein Martingal ist, falls € = 0 (gewdhnliches Ito-
Integral). Die Wahl von € = % hat den Vorteil, dass eine dhnliche Formel wie in der gewohnlichen

Riemann-Integrationstheorie gilt, ndmlich fot W.dW, = %WSZ (Fisk-Stratonovich Integral). Die Wahl
von € = 1 entspricht dem Riickwdirts-1to-Integral.

Aufgabe 3 (Normalverteilung des Itd-Integrals)

Sei W eine Brownsche Bewegung und f : R — R stetig. Zeigen Sie, dass

f - W), = fo Fs)dW,

fiir jedes feste + > 0 normalverteilt ist und bestimmen Sie die Parameter der Verteilung.Bestimmen
Sie ferner die Verteilung von (W - W),.
Hinweis: Bestimmen Sie die momenterzeugende Funktion von (f - W),.

Aufgabe 4 (Anwendungen der [t6-Formel)

Sei (W,)»o eine (eindimensionale) Brownsche Bewegung und X := (X;);>o ein stetiges Semimartingal.



(a) Berechnen Sie das Integral fot W,dW; auf (nicht elementare) Weise.

(b) Angenommen, X ist P-f.s. zu jeder Zeit grofler null. Wenden Sie die 1t6-Doeblin-Formel auf X
und die Funktion f(x) = 1/x? an.

(c) Zeigen Sie die Giiltigkeit der Beziehung

n

! 1 !
f WrdW, = —— W — —f W lds, Vt>0.
0 ' n+ 1 2 0 '

(d) Finden Sie eine geeignete Funktion f € C*(R), die Sie auf den Prozess W? := (W?),»o anwenden
konnen, um die Darstellung

!
(w?) = W,4—2f W2dW2, Vi>0
0

der quadratischen Variation von W? zu erhalten.



