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Musterlosungen
Aufgabe 1:
Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (z1,11), ..., (212, ¥12)
i | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
T, 1.1 2.2 2.8 4 4.8 6.1 7.3 7.9 8.8 102 106 119
Yj 4.2 2.6 2.5 0.1 21 -01 -19 —-26 -31 —-48 —-24 —6.2

a) Berechnen Sie die Stichprobenmittel z, ¥y, die Stichproben-Standardabweichungen s,

s, und den empirischen Korrelationskoeffizienten 7.

Losung: Direkt aus den Daten ergibt sich geméafl Definition 1.8 und Paragraph 1.5

unter Ausniitzung der Beziehung

D=3 (=9 =Y x5y —n-T-F
j=1 j=1
T = 6.47 Sy = 3.544
j= —08 s, = 3.228

b) Bestimmen Sie die zugehorige Regressionsgerade y = a* + b* - x von y auf x.

Losung: Nach Paragraph 1.5 ist b* = 1y, - % und a* = y—0b* -z, also

Sz
b = —0.872
a* = 4.85

und die Regressionsgerade y = 4.85 — 0.872 - x.
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I
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Punkte und Regressionsgerade y = a* + b* - x

Fiir die Losung der néchsten drei Aufgabenteile benotigen wir die aufsteigend sortierten
y-Werte. Es ist

yo = (—6.2, —4.8, —3.1, —2.6, —2.4, —1.9, —0.1, 0.1, 2.1, 2.5, 2.6, 4.2)

c¢)  Berechnen Sie das 0.2-getrimmte Stichprobenmittel 75 von (yi, ..., y12).
Losung: Mit k = [12 - 0.2] = 2 ergibt sich
1

Po2=95"975

(Y@ + .-+ yae) = —0.675
d)  Bestimmen Sie das Stichproben-0.15-Quantil g 15 von (yi, ..., y12)-
Losung: Da 12-0.15 = 1.8 nicht ganzzahlig ist, ist mit k = [1.8] = 1
Y0.15 = Yk+1) = Y2) = —4.8

e) Berechnen Sie den Quartilsabstand von (yi, ..., y12).
Losung: Da 0.25-12 = 3 und 0.75 - 12 = 9 beide ganzzahlig sind, ergibt sich mit
]{?1 = 3 und k’g =9

_ Yko) T Y+ Ye) T Y@

= = —2.85
Yo.25 5 5
- Y(ka) T Y(ko+ Yo) +y
y0.75 ( 2) 2 ( 2 1) (9) 2 (10) 23

und damit der Quartilsabstand zu 9o.75 — 70.25 = 5.15.



Aufgabe 2

Zwischen 2 Punkten P, und P, verlduft folgendes Leitungsnetz:

(S ()
E—E

Pl — ¢ ——o

P,

)

Dabei sind Sy, S5, S35 storanfillige Stellen. Die Zufallsvariablen X; seien definiert als

X, = { 0, S; ist unterbrochen, i—1.2.3.

1, S; ist nicht unterbrochen,

A=({X; =1}n{Xy =1})U{X;3 = 1} ist also das Ereignis ,, P, ist mit P, verbunden®.
Dabei seien Xi, X», X3 stochastisch unabhéingig mit P(X; = 1) = P(X, = 1) = 1 und
a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit P({X; = 1} N {X, = 1}).

Losung: Da X; und X, stochastisch unabhéngig sind, gilt

P{X, = 1} N{Xo,=1}) =P(X; = 1) - P(X, = 1) =

b) Berechnen Sie P(A).

Losung: Allgemein gilt P(BUC) = P(B)+P(C)—P(B)-P(C), wegen der Unabhéngigkeit
von B :={X; =1}N{X, =1} und C := {X3 = 1} und P(C) = P(X3 = 1) = ] hier also

P(4) = B(BUC) = B(B) + P(C) = B(B) - P(C) = 7 + =17 = 7¢-

¢) Berechnen Sie P(A | {X3=1}) und P({X5 =1} | A).
Losung: Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeiten gilt

PM»L&=ID=P@UC|@:}wB§gymn:igizl

und nach der Formel von Bayes dann

P((Xa = 1 | ) = moe =R R = L

d) Bestimmen Sie die Verteilung von Y := X - X5 und von 7 := X; - Xy + Xj.
Hinweis: Y und Z sind beide binomialverteilt. Bestimmen Sie die Parameter.

Losung: Y nimmt nur die Werte 0 uns 1 an. Dabei ist gilt genau dann Y = 1, wenn
X; =1 und X, = 1, andernfalls ist Y = 0. Wegen P(X; = 1,X, = 1) = P(B) = 1
gilt Y ~ Bin(1,1/4). Da Y und X3 unabhéngig und beide Bin(1,1/4)-verteilt sind, gilt
wegen der Faltungsformel Z =Y + X3 ~ Bin(2,1/4).



e) Beschreiben Sie die Ereignisse {Y = 0} und {Z = 0} in Worten.
Losung: Es gilt {Y =0} = {X; = 0} U {X, = 0}, also

{Y =0} = ,S; unterbrochen oder Sy unterbrochen“ =

,, Die obere Leitung ist unterbrochen®
und wegen {Z =0} ={Y =0} N {X3 =0}

{Z =0} = ,, Die obere und die untere Leitung sind unterbrochen* =

P und P, sind nicht miteinander verbunden.*

Aufgabe 3

Bei einer Platte haben die zufilligen Abweichungen X und Y der Lénge von der Solllinge
[ = 30 und der Breite von der Sollbreite b = 20 die Normalverteilungen N(0,9) bzw. N(0,4).
Es ist also L := [+ X die zuféllige Linge und B := b+ Y die zufillige Breite der Platte. Die
Zufallsvariablen X und Y seien stochastisch unabhéngig.

a) Welche Verteilungen haben L, B und der Umfang der Platte 2 - (L + B)?
Losung:Es gilt L ~ N(30,9), B ~ N(20,4). Da L und B unabhéngig sind, gilt nach
Faltungsformel

L+ B ~ N (50,13),
somit nach Satz 9.7
2-(L+ B) ~N(2-50,4-13) = N (100, 52).
b) Berechnen Sie das 0.975-Quantil von L.
Losung:

t—30 t—30
P(Lgt):cb( 5 )£0.975 — Tél.96

Also ist tgg75 = 1.96 - 3 + 30 = 35.88 das 0.975-Quantil von L.

c¢) Die zufillige Fliche der Platte ist F' = L - B. Bestimmen Sie den Erwartungswert von F'.
Losung: Da L und B unabhéngig sind, gilt nach Satz 12.8 ¢)

E(F)=E(L - B) = E(L) - E(B) = 30 - 20 = 600.

d) Berechnen Sie die Kovarianz von F' und B. Sind F und B positiv, null- oder negative
korreliert?
Losung: Es gilt
C(F,B) = E(F-B)—-E(F)-E(B)
= E(L-B? —E(L-B) -E(B)
= E(L) -E(B* —EL- (EB)*
— EL-(E(B?) - (EB))
= EL-V(B)=30-4=120.

Es ist C(F, B) > 0 und damit p(F, B) > 0. F' und B sind also positiv korreliert.



e) Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass L um mehr als 6 von der Solllinge [ = 30
abweicht? Bestimmen Sie diese Wahrscheinlichkeit auf 4 Nachkommastellen genau.
Losung: Mit 0 = 1/V (L) = v/9 = 3 und Folgerung 9.9 gilt

P(|L—30]>6) = 1-P(L—1<20)

= 1 (2-9(2)—1) =2 (1—D(2))
— 2. (1-0.9772) = 0.0456.

Aufgabe 4

Eine Untersuchung iiber die jdhrliche Fahrleistung einer bestimmten Gruppe von Perso-
nen, welche ihr Fahrzeug beruflich und privat nutzen, ergab, dass die beruflich bedingte
Fahrleistung X und die gesamte Fahrleistung Y (jeweils gemessen in vollen 1000 km) die
gemeinsame Zéhldichte

fxy(i,g) = { == (Z), falls 0 <i < j;

0, sonst.
besitzen, 7, 7 € Nj.

a) Zeigen Sie, dass X und die privat bedingte Fahrleistung Z := Y — X die gemeinsame

Zahldichte
. 1 9\ .
Ixz(i, k) = 100 (1—0> ) i,k € Ny

besitzen.

b) Begriinden Sie, dass X und Z die gleiche Zahldichte

e =t =g+ (1) i€

besitzen (d.h. X und Z sind geometrisch verteilt mit Parameter ) und begriinden Sie,

10
dass X und Z stochastisch unabhéngig sind.

Hinweis: Zx’ = 1 fir -1 <ax<l1.
=0

— T

¢) Berechnen Sie EX, EY, und C'(X,Y).

d) Berechnen Sie die bedingte Zahldichte fy|x von Y bzgl. X.

e) Bestimmen Sie P(Y = 1) und P(X = 0]Y = 1). Sind X und Y stochastisch unabhéngig?
Hinweis: Beniitzen Sie Y = X + Z.



Losung:

a) Es gilt
fxz(i,k) = P(X=1i,Z=k)

= PX=0,Y-X=k)

= P(X=4Y—-i=k)

= P(X=4Y=i+k)

1 9 i+k
- Tﬁ'(ﬁ
firi > 0,14+ k>4, alsot >0,k > 0.
b) Mit Hilfe der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit und dem Hinweis berechnet man
fx () = P(X =1)
totale Wahrs:cheinlichkeit Z P(X _ i, 7 — k)
k=1

0
(1)
Hinweis i g ' 1
B 100 \10/ 1-9/10
1 9
100
_ Lo(oy
B 10 \10/)°
also X ~ G(1/10). Analog gilt auch Z ~ G(1/10). Ferner sind wegen
, 1 /9\ 1 /9)\" ,
e 20 =35+ (55) 157 (55 ) = fetio
auch X und Z unabhéngig.

¢) Nach den Tabellen iiber Erwartungswerte und Varianzen und dem Hinweis gilt

EX = —9/10:9:EZ,
1/10
EY = EX+Z2)=9+9=18,
1
CX,)Y) = X, X+2)=C(X, X)+(C(X,2)=V(X) = 9/10 = 90.
—— (1/10)?

d) Es gilt

fiir 0 < i < j.



e) Nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt

1 9 18
P(Y:1):P(X:O,Y:1)+P(X:1,Y:1):2-m-1—0zm,
somit
P(X=0Y=1) 15-15 |1
PX=0|Y=1)= S =1 = 100 190:5.
Y =1) 100 ° 10

Aber P(X =0) = 15 - (%)0 = 15 # 3. Damit sind X und Y nicht unabhéingig.

Aufgabe 5

In einem Produktionsprozess miissen Bauteile W := Z - X Zeiteinheiten warten, bevor mit
der Bearbeitung der Dauer B begonnen wird. Hierbei sind B > 0, X > 0 und Z stochastisch
unabhéngige Zufallsvariable. B hat die Verteilung Fxp(i), X die Verteilung Exp(a) und Z
die Verteilung Bin(1,p), wobei 0 < a < g und p € (0, 1).

Es ist also W =0, wenn Z = 0 ist, und W > 0 fiir den Fall Z = 1.

a)  Berechnen Sie den Erwartungswert EW, ferner EW? und (damit) die Varianz V (W).

b) S = W + B ist der zufillige Zeitpunkt des Endes der Bearbeitung eines Bauteils.
Bestimmen Sie ES und V/(5).

c)  Bestimmen Sie P(W = 0). Warum gilt Fy, (0) = P(WW = 0)?

d)  Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion Fy, von W.
Hinweis: Verwenden Sie die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit mit den Féllen

{Z =0} und {Z = 1}.
e)  Skizzieren Sie die Verteilungsfunktion von W. Besitzt W eine Dichte?
Losung:
a) Wegen der Unabhingigkeit von Z und X gilt

1
EW =E(Z-X)=EZ - EX =p-—,
o

ferner gilt
2

052
wegen
E(Z%) = V(Z)+(EZ)*=p-(1—-p)+p*=p,
E(XY) = V(X)+(EX) = 4+ =
und damit

V(W) = E(W?) — (EW)? =E(Z*- X?) — (EW)?
= EZ? - EX? — (EW)?

2p p* p
o of a2t TP)



b) E(S)=E(W+B) =2+ % Wegen der Unabhéngigkeit von W und B gilt zudem

V(S)=V(W)+V(B) =L

1
?(2 —p)+ oz

¢) Wegen X > 0 gilt W = 0 genau dann, wenn Z = 0. Daher gilt P(IW =0) =P(Z =0) =
1 — p. SchlieBlich ist W > 0 und damit Fy (0) = P(W < 0) =P(W = 0).
d) Sei F' die Verteilungsfunktion von W. Es gilt fiir ¢ > 0

F(t) = P(W <t)
= PZ - X<t,Z=0)+P(Z - X<t 7Z=1)
A ——

=0 =X
= PZ=0)+P(X <t,Z=1)
= PZ=0)+P(X <t)-P(Z=1) (X, Z unabhingig)
——— S——
=1-p =p
= l-p+p-(1—e)
= 1l—p-e .

Fiir t <0 gilt F'(t) =0 wegen W > 0.

e) Verteilungsfunktion von W:

1—p

Da F' unstetig ist, besitzt W keine Dichte.

Aufgabe 6

Es soll der unbekannte Parameter ¥ € © := (0, 1) fiir die Verteilung mit der Z#hldichte
fo(k) == (k+1) 9% (1 — )", k € Ny,
bestimmt werden.

a)  Berechnen Sie zur Stichprobe = = (z1,%9,...,2,) mit z; € Ny, 1 < ¢ < n, die
Likelihood-Funktion L, (¥) sowie die Loglikelihood-Funktion M, (¥) := In L, (7).



1 n
mit T = — E x; der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir
n
i=1

2
b)  Zeigen Sie, dass T'(z) = S
z

9 ist.
Hinweis: = > 0 darf vorausgesetzt werden.

¢)  Bestimmen Sie den Momentenschitzer fiir oJ.

2(1 =0
Hinweis: Hat eine Zufallsvariable X die Z&hldichte fy, so gilt EX = % (Beweis
nicht notig).

Losung:

a)

L(0) = [[ ot = [T [+ 002010 = 0)7]

= 91 —0)== [ [+ 1)

=1

M, (9) =2nlnd + Zwl “In(1 —99) + Zln(:pi +1)
i=1 i=1
b) Man berechnet

, 2n 1

Il
™o
—

\}
_l’_
)
=

91— )

Damit gilt M. (d9)

ANV

0 fur ¢

VIIA

2
oS Also steigt M, (9) zuerst in o, hat dann eine
T

2
Maximumstelle in T'(z) = St und féllt dann. Somit ist 7" ein ML-Schétzer fiir 9.
T

¢) 9(z) ist ein Momentenschitzer von 9, wenn 9(z) Losung der Gleichung

2(1 — )
5

also ¥ - = 2 — 20 und damit 2 =9 - (2 + z). Wir l6sen diese Gleichung nach ¢ auf und
erhalten

T =nm(z) =m (V) = Ey(Xy) =

>
[\




Aufgabe 7

Eine Firma liefert 20 Waagen an einen Supermarkt. Die Waagen werden unabhéingig von-
einander und unter gleichen Bedingungen eingesetzt. Der TUV kontrolliert die 20 Waagen
nach einem Monat. Danach miissen 12 der Waagen neu kalibriert werden, da sie zu grofle
Abweichungen von den tatséichlichen Gewichten anzeigen.

a)

Es sei ¥ die unbekannte Wahrscheinlichkeit, dass eine Waage nach einem Monat neu
kalibriert werden muss. Geben Sie ein Konfidenzintervall fiir 9 zum Konfidenzniveau
0.95 an.

Losung: Nach Voraussetzung kann wie in Beispiel 18.5 ein ideales Zufallsexperiment
mit den zwei moglichen Ergebnissen ,Kalibrierung erforderlich* (Treffer) und , Ka-
librierung nicht erforderlich” (Niete) und der Trefferwahrscheinlichkeit ¢ angesehen
werden. Nach diesem Beispiel ist mit n = 20 und x = 12 das gesuchte Konfidenzinter-
vall [I(z), L(x)], wobei die Konfidenzgrenzen {(z) und L(x) fir x = 12 und n — x = 8
und 1 —a = 0.95 aus Tabelle A.4 entnommen werden. Das gesuchte Konfidenzintervall
zum Konfidenzniveau 0.95 fiir ¥ ist daher

Ci(z) =[0.361 , 0.809]
mit der Lénge 0.809 — 0.361 = 0.448.

Es sei jetzt p die unbekannte Wahrscheinlichkeit, dass eine Waage nach einem Monat
nicht neu kalibriert werden muss. Geben Sie ein Konfidenzintervall fiir die Wahrschein-
lichkeit p zum Konfidenzniveau 0.90 an. Ist dieses Konfidenzintervall kiirzer oder langer
als das zum Konfidenzniveau 0.957

Losung: Es ist p = 1 — 1. Genauso wie oben ergibt sich als Konfidenzintervall zum
Konfidenzniveau 0.9 fiir 9 diesmal

Co(x) = [0.394 , 0.783]
und damit das gesuchte Konfidenzintervall
[1—0.783, 1—0.394] = [0.217 , 0.606]

der Lange 0.606 — 0.217 = 0.389. Dieses Intervall ist also kiirzer als das Intervall aus
a). (Dies gilt allgemein: Das gesuchte Konfidenzintervall und Cy(z) haben die gleiche
Lénge. Da wir gegeniiber a) die ,,Sicherheitswahrscheinlichkeit* erniedrigt haben, sollte
auch das zugehorige Konfidenzintervall kiirzer werden.)



