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Grundlagen

1 Grundlagen

1.1 De nition (Axiomensystem von Kolmogorov, 1933)

Ein Wahrscheinlichkeitsraum(kurz: W-Raum) ist ein Tripel ( ;A; P).
Dabeisind 6 ; undA P () eine -Algebrauber

Weiter ist P: A! R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

a) P(A) O; A2A, (Nichtnegativitat)

b) P()=1 , (Normierung)
P P

©) P( [ Ai)= [ P(A) ( -Additivit at)

fur jede Folge(A;); 1 paarweise disjunkter Mengen auA.
P heit Wahrscheinlichkeitsma auf A (kurz: W-Ma ).
Jede MengeA ausA heit Ereignis

Beachte:Falls (anstelle vonP) :A! [0;1] mit (;)=0 und
P P
LA = (A) (A Az 2 A paarweise disjunkt);

so heien einMa aufA und( ;A; ) einMaraum.
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Grundlagen

Folgende Begri e werden als bekannt vorausgesetzt (vgl. B&p. 23):
e -AlgebraA P () ,

@ von einem MengensystelM P () erzeugte -Algebra (M),
@ -AlgebraB* der Borelmengen imR¥, BX := (O%), B := B!,

oM  (N)undN (M)=) (M)= (N).

e -endliches Ma: 9(A,) 2AN mit Ap " und (An)< 18n,
@ Dirac-Ma ,! 2

e Zahlma aufT o 1(A)=JAVTj;A2A,

o Borel{Lebesgue-Ma ¥ aufB*: *((x;y]) = ij=1 i x),

e HalbringH P () :
xo
;2H ; H\ -stabil; A;B 2H =)9 n9C;;::::Ch 2H : AnB = Cj
i=1
e Inhalt :H! [0;1]: (;)=0, endlich-additiy,

e Prama :H! [0;1 ] Inhaltund -additiv.

OO
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Grundlagen

Die wichtigsten grundlegenden &ze der Ma theorie:

1.2 Satz (Eindeutigkeitssatz f ur Ma e)
Es seienM P () \-stabilmit (M)=: Aund i1; » Mae auf A mit
1(A) = 2(A) furjedesA2M :

Weiter gebe es eine FolgéA,) in M mit A, " und 1(An) < 1 fur jedesn.
Dann folgt 1= ».

1.3 Satz (Fortsetzungssatz f ur Ma e)
Es seienH P () ein Halbringund :H! [0;1 ] ein Prama.
Dann existiert ein Ma e auf (H) mit e(A)= (A) fur jedesA 2 H.

OO
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Grundlagen

1.4 De nition (ma de nierende Funktion, Verteilungsfunk

tion)
Eine FunktionG : R!

R heit ma de nierende Funktion, falls gilt:
a) G ist (schwach) monoton wachsend (d.hx y=) G(x) G(y)),

b) G ist rechtsseitig stetig.
Gilt zusatzlich

c) G(1) = ym G(x)=1; G(1 )= xI'iin G(x)=0,
so heit G Verteilungsfunktion

1.5 Satz (Ma de nierende Funktionen rechtfertigen ihre Nam ensgebung)
Zu jeder ma de nierenden FunktionG existiert genau ein Ma ¢ auf B mit

s((ab) = G(b G(a) 8(a;b mit a<b:

Ist G eine Verteilungsfunktion, so ist ¢ ein Wahrscheinlichkeitsma .
Das Ma ¢ heit Lebesgue-Stielties-Ma zuG.

OO

BY NC

Norbert Henze, KIT

14



Grundlagen

Weitere grundlegende Begri shildungenMessbarkeit, Bildma , Verteilung

1.6 De nition (Messbarkeit)
Seien( ;A), ( %A% Messaume sowief : !  °eine Abbildung.

f heit (A;A%-messbar falls gilt:
f YA)2A 8A°2A°  (kurz: f (A9 A ).

1.7 Satz und De nition (Bildma, Verteilung)
Sei in obiger Situation ein Ma auf A. Dann ist die durch

"(AY = f HAY); A%2A%

de nierte Abbilung f : A°! [0;1 ] ein Ma auf A°.
! heit Bildma von unterf.
Andere Bezeichungen sinél( ) :=

Im Fall = P eines Wahrscheinlichkeitsma es und einerA¢ A%-messbaren
AbbildungX : |  %heit P* die Verteilung vonX .

fl'_ f:

N2
Norbert Henze, KIT
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Grundlagen

Memo: ( ;A); ( %A9: f: I °A;AY)mb. (0 f (A% A :
Wichtige Punkte im Zusammenhang mit Messbarkeit:

e FallsA°= (M % undf *(M9 A ,soistf messbar.
Beweis mithilfe desPrinzips des,guten Mengensystems\:Sei
G = fA’2A%:f Y(AY)2Ag (System ,.guter Mengen) :

Zu zeigen:A° G () f messbar).
Nach Voraussetzung giltM ° G , und Gist eine -Algebrauber °(1).
Es folgt A°= (M9 G, qge.d.

Falls( %A% = (R¥;B), so spricht man kurz von(Borel-)Messbarkeit

©

©

Rechenregelndr (Borel-)messbare Funktionen im Fak =1 (! Ana 3)
e ImFall °=R=R[fl ;1g Rechenregeln mitl beachten!
e Dann:B := fB[ E:B2B; E f1 ;+1gg
( -Algebra der inR borelschen Mengen
©NolS
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Grundlagen

1.8 Das Ma -Integral

Es seien( ;A; )ein Maraumundf : | R messbar. Ziel:
z
fd ( -Integral von f wber )

de nieren. Entscheidende De nition:

z
1nd = (A); A2A: Restist Technik!
E=ff: ! R:f 0;f mb.,;jf() j< 1g (Mg. der Elementarfunktionen)
P
f2E=)9 n2N9 1;:::; n2R 09A1;::; A 2A:f = ;1:1 i1fA;g
z X
fd = j (Aj).
j=1
E =ff: | R:f 0;f mb.g(Mg. der nichtneg. mb. numer. Funktionen)

Entscheidend:Zu jedemf 2 E gibt es eine Folggu,) ausE mit u, " f.
DO8
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Grundlagen

Setze
Z Z

fd = r!i!rln un d (1 )
Seif : | R messbar.
Esgitf =f* f , wobei
f7() =max(f(!);0); f (!)= min(f(!);0); ! 2
(sog. Positivteil bzw. Negativteil vonf.)

Dann:
Z Z
f ( )-integrierbar : () fd< 1 und f d< 1:

Z Z Z Z
In diesem Fall: fd := f*d f d

f() @):
Beachte:f -integrierbar(j fj -integrierbar.

OO
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Grundlagen

1.9 Eigenschaften des -Integrals

Fallsi; g: ' R integrier?ar, S0 geltgn:
a) (f +g)d = fd +
VA VA
by f g =) fd gd;
Z Z
c) fd ifjd

1.10 De nition (Erwartungswert)
Es seien( ;A;P) ein W-Raum undX :

Der Erwartungswert vonX existiert :()
Z

E(X) = XdP =

der Erwartungswert vonX .

OO
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2R (Linearit at)
(Monotonie)

(Dreiecksungleichung).

I R eine Zufallsvariable.

R
jXjdP < 1 . In diesem Fall hei t

4
X()P@!)
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1.11 De nition ( -fast mberall, P-fast sicher)

Seien( ;A; ) ein Maraum und E eine Aussage, dieeir jedes! 2  gilt oder
nicht gilt.

E gilt -fastwberall :) 9 N 2A mit (N)=0und E gilt 8 2 N°:
-f.el.

Falls = P, so,P-fast sichen (P-f.s.).
Dann existiert einA 2 A mit P(A) =1, so dassE fur jedes! 2 A gilt.

1.12 Satz (Nullmengen-Unemp ndlichkeit des  -Integrals)

Es seien( ;A; ) ein Maraumundf;g : ! R messbare Funktionen
mit f = g -f.u. Dann gilt:

f ist -integrierbar () gist -integrierbar :

. R R
In diesem Fall gilt fd = gd .

OO
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Grundlagen
Grundlegende ab#rzende Notation:

f t)y:= ((ff tg = (@l 2 :f() tg (vgl. P(X 1))

1.13 Satz (Markov-Ungleichung)
Es seien( ;A; ) ein Maraumundf : ! R  eine nichtnegative messbare
Funktion. Dann gilt fur jedest > O:
z
1

v T fd:

1.14 Folgerungen gur c)d)sei = Pundf =: X)

a) Fallsf 0,so fd =0( f =0 -fu.
z

b) Falls jfjd < 1 ,sojfj<1 -fu.
c) FallsX 0,soE(X)=0( P(X=0)=1,

d) FallsgjXj<1,so0P(jXj<1)=1.

©NOK)
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Grundlagen

Seien( ;A; ) ein Maraum und f;f 1;f2;:::: | R messbare Funktionen.

1.15 Satz (von der monotonen Konvergenz (MON) , Beppo Levi)
Fallsf, O -fw.undf, fn+s1 -fe. furjedesn 1, so gilt
Z VA
lim fo,d = Ilim fnd:
nll nll

1.16 Satz (Lemma von Fatou)
Fallsfn, 0 -fu. furjedesn 1, so gilt
z z
liminf f, d liminf  fnd:
nll n!l

1.17 Satz (von der dominierten Konvergenz (DOM) , Lebesgue)

Falls limny  fn = f -fu. und jfaj g -fu. fur jedesn 1 fur eine
-integrierbare Funktiong, so istf -integrierbar, und es gilt
z z
fd = Ilm fnd:

n!l
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Grundlagen

1.18 Beweisprinzip der algebraischen Induktion (Lebesguesche Leiter)
Es soll eine Aussag& fur messhare Funktionen bewiesen werden. Zeige:
a) E gilt fur Elementarfunktionen, (insbesonderedr f = 1)

b) E gilt fur nichtnegative messbare Funktionen(mit u, " f)

c) E gilt allgemein. (mit f = f* f )

1.19 Beispiele Seien( ;A) ein messbarer Raunf, : !

R messbar.
a) Es qilt 7

fd 1o = f(!o);
falls jf (1 o)j< 1 .

P
b) Falls = |, ; «k «kmtO< <1,k 1 undMaen
z X z
fd = ko fd
k 1

P R .
falls |, ; « jfjde<1.

OO
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Grundlagen

Seien( ;A:; ) ein Maraum, ( % A9 ein Messraum und : !

(A; A%9-messbar.

Memo: (A9 := (f (A9); A°2A° (Bildma von unter f)

Seih: %! R eine (A% B)-messbare Funktion.

1.20 Satz (Integration bez wuglich eines Bildma es)
a) Ist in obiger Situationh nichtnegativ, so gilt:
z z
hd " = h fd:

b) Es gilt: h ist ' -integrierbar () h f ist -integrierbar.

In diesem Fall gilt auch (1.1).

OO
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Grundlagen

Z Z
Memo: hd ' = h fd

0

1.21 Folgerung  Sei( ;A;P) ein W-Raum,( %A% :=(R;B).

SeiX : ! R eine Zufallsvariable. Sef :=id g, alsoh(x) = x, x 2 R.
Nach Teil b) des Satzeaber die Integration bzgl. eines Bildma es gilt:
E(X) existiert :( idr X ist P-integrierbar
0 iglw ist P* -integrierbar
1
0 jxjP*(dx) < 1 :
1
In diesem Fall gilt Z Z
E(X) = X dP = idg X dP
A
= idg dP* (Int. bzgl. Bildma) ;
R
also
z 1
E(X) = xP*(dx): (=) E(X) hangt nur von P* abl)
1
@08
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Grundlagen

1.22 De nition und Satz (Integral wber Teilmengen, Ma e mit Dichten)
Es sei( ;A; ) ein Maraum.
a) Seif : | R A-messbarf 0oderf -integrierbar. Far A 2 A heit
z z
fd := fiad

A
das -Integral vonf wuberA.

b) Istf 0, so wird durch
Z
(A) = fd; A 2A;
A
ein Ma auf A de niert. Es heit Ma mit der Dichte f bezglich und
wird mit_. =: f bezeichnet.
ImFall fd =1ist ein Wahrscheinlichkeitsma .

c) Falls( ;A; )=(R;B*; ), soheitf (Lebesgue-)Dichte von .

OO
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OO
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z
Memo: (f )(A) = fd, A2A:
A

1.23 Satz (Zur Eindeutigkeit der Dichte)
Es seien( ;A; ) ein Maraum und f;g : I R o messbare Funktionen.
Dann gelten:

a) Fallsf = g -fu.,sofolgtf =g .
b) Istf oderg -integierbar, so gilt in a) auch die Umkehrung.
Beweis: a):f =g -fu. =) fla = gla -fu. 1:12=) Behauptung.
R R R
p):Sei fd< 1.Wegen fd =(f ))=( g)0)= gd gilt auch
gd < 1. Sei
N:=ff>gg; h:=fly gln:
Beachte:f1n  f undgln g=) fln,gln -integrierbar.
R R R
Vorauss. f =g =) find = gind =) hd =0:
WegenN = fh> Ogundh Oliefert 1.14a): (N)= (f>g)=0.
Vertauschen vonf und g liefert (g >f)=0 unddamit (f 6 gy=0. W

Norbert Henze, KIT
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Grundlagen

1.24 Satz (Integration bez wuglich (= f ))

Es seien( ;A; ) ein Maraumund = f das Ma mit der Dichte f bzgl.
Dann gelten:

a) Ist' : | R o eine nichtnegativeA-messbare Funktion, so gilt

z z
'd = " fd: 1.2)
b) Ist' : ! R eineA-messbare Funktion, so gilt:
' ist -integrierbar () ' f ist -integrierbar :
In diesem Fall gilt ebenfalls (1.2).

Beachte: z z

1ad = (A)= 1afd:
Rest mit algebraischer Induktior(!) .
Merkregel:

dif ) = fd:
Q08
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Grundlagen

Z Z

1
Memo: E(X) =  idgdP* = x P* (dx)
R 1

Wie berechnet man dieses Integrabif konkrete Verteilungen?
FallsP* = f , Ma auf Bundf :R! R ¢ mb., so:
z 1
E(X) = xf (x) (dx):
1

Spezialtlle:
a = ; x (dh, ist Zahl-Ma auf fxi;x2;:::g9). Dann:

X X
E(X) = Xif (Xk) = xkP(X = xk): ()

k 1 k 1
(diskrete Verteilung)
- 1
b) Falls = *, so z, z,
E(X)= xf (x) (dx) = xf (X)dx:
1 1

(absolut stetige Verteilung)

OO
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Seien und beliebigeMa e auf A.

Angenommen, habe eine Dichtef bezglich
z

SeiA2A mit (A)=0=) fla =0 -fu =) (A)= fiad =0:

Jede -Nullmenge ist also auch eine-Nullmenge

1.25 De nition (absolute Stetigkeit)
Es seien( ;A) ein messbarer Raum und, Mae auf A.

08 A2A: (A)=0=) (A)=0:

In Worten: ist absolut stetig beziglich , dominiert

1.26 Satz (von Radon{Nikodym, 1930)
Ist in obiger Situation das Ma -endlich, so gilt:

0 besitzt eine Dichte bezeglich :

Beweis: Ohne (siehe z.B. Skript).

@. BY NC Norbert Henze, KIT
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1.27 Bemerkungen
a) Die -Endlichkeit von in Satz 1.26 ist notwendig @r die Existenz einer
Dichte im Fall . (Ubungsaufgabe)

b) ImFall () < 1 gibtes ein"- -Kriterium fur absolute Stetigkeit:
08 ">09 >08A2A: (A =) (A) ™

(Ybungsaufgabe)
c) Die Dichte f im Satz von Radon{Nikodym ist -fast mberall eindeutig
bestimmt (ohne Beweis, s. z.B. Skript).

Man nennt in der Situation des Satzes von Radon{Nikodym jedgichte f
von beaiglich Radon{Nikodym-Ableitung oder
Radon{Nikodym-Dichte von bezglich und schreibt

_.d
= ()

d) SeiX eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktior. Dann gilt (vgl. ES
24-6):

||: ist absolut stetig} 0 PX 1

of :F(x)=  f(t)ydt = P*((1 ;x])

OO
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1.28 De nition (Singularit at von Ma en)
Es seien( ;A) ein messbarer Raum und Mae auf A.
? 09 A2A mit (A)=0und ( nA)=0:
In Worten: und sind gegenseitig singal, is singuér bzgl.
is singuér bzgl.
Beachte:Aus ? und folgt 0().

?  bedeutet anschaulich, dass und , auf disjunkten Mengen leben\.

1.29 Beispiel (Gleichverteilung auf dem Kreisrand)
Es sei( ;A):=( R?;B?).
Sei die Gleichverteilung auS? := f(x;y) 2 R : x2+ y?2 =1g

(Bildma der Gleichverteilung auf[0; 1] unter der AbbildungT : [0;1]! R?,
T( ):=(cos(2 "' );sin(2" ))).

Esgilt 2(S?)=0 und (R*nS?)=0,also ? 2.

N0l
Norbert Henze, KIT
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1.30 Satz (Lebesgue{Zerlegung, 1910)
Istin 1.28  -endlich, so existieren eindeutig bestimmte Ma ea; s mit

a s? und = a+ s
a und s heien absolut stetiger Teilbzw. singulrer Teil von bzgl.

Beweis: (Existenz fr den Fall () < 1).

SeienN =fA2A : (A)=0gund :=supf (A):A2N g

Sei(An) 2NN"N = [L., Ay mit limpy (An) =

Dann:N 2N ,dh.,, (N)=0,und (N)= . Wir setzen

a(A):= (A\ N9, s(A):= (A\ N); A2A:

Dannsind 2, s Maeauf A () mit = ,+ .

Weiter gilt: s(N°)=0 und (N)=0 und damit s ?

Aus (A)=0 folgt N + A\ N°®2N , also nach De nition von
(N+AVN%= (N)+ (AVNS= + ,(A) =) a(A)=0:
Wegen () <1 gilt , .

ONoIS
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Grundlagen
1.31 Singularitat und absolute Stetigkeit bzgl.
Sei ein -endliches Ma aufB*, S(x;r):= fy2 R:kx yk<rg, x2R*;r> 0.

k

Der Grenzwert (falls existent)

— (S(x;r))
D (x) = Ilrrr#;O K(BT))

k

heit symmetrische Ableitungoder lokale Dichte von bzgl. “ im Punkt x.

Beachte:
a) ImFall (fxg)>O0gitD (x)= 1.
b) mFall =f ¥gilt D (x)= f(x), falls f stetig an der Stellex.

Beweis: Voraussetzung=) 8 "> 09 > 08y:ky xk< =)
if(x) f(y)j<".Furr folgt dann

R
(SKGT) = sy (FOO+ ) (S06T))
Fx)y ") M(sxr))

(SO i gup — Sy

DT I Ty MRP RSty
"#0=) Beh. W

©NOK)
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Im Fall = f ¥ kann alsof (x) in jedem Stetigkeitspunktx von f als,lokale
-Massendichte\ angesehen werden.

Es gilt sogar der folgende Sachverhalt:

1.32 De nition und Satz (Lebesgue-Punkt, Lebesguescher Di chte-Satz,

1910)
Es seieng 2 L 1(R¥; B*; *¥) undx 2 R¥. x heit Lebesgue-Punkt vorg, falls
gilt: 7

. 1 . L
|r|gg) S S(X;r)lg(y) g(x)jdy = O: (1.3)

Die Eigenschaft (1.3) gilt fir ¥-fast jedesx 2 R¥.

OO
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1.33 Satz (Transformationssatz ( , Trafosatz\) f ur ¥-Dichten)
Es seiX eink-dimensionaler Zufallsvektor mit “-Dichte f , wobeiff > 0g O
fur eine o ene MengeO.

Weiter seiT : R* | R¥ eine Borel-messbare Abbildung, deren Restriktion aDf
stetig di erenzierbar sei, eine nirgends verschwindendeirtktionaldeterminante
besitze undO bijektiv auf eine MengeV ~ R¥ abbilde.

Dann ist die durch
8
< (T "y

gly) = . jdetTAT (y))j
’ 0 ; sonst

; fallsy 2 V;

de nierte Funktion g eine ¥-Dichte des ZufallsvektorsY := T(X).

OO
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1.34 Satz (Lemma von Schee, 1947)
Es seien( ;A; ) ein Maraumund P=f , Q=g ,P, = f, ,n 1,
Wahrscheinlichkeitsma e aquinit Dichten bzgl. . Dann gelten:

. . 1 . .
a) supjP(A) Q(A)j = 5 gid ,
2A
{z }
. Totalvariationsabstand \Q)nP und Q\

b) fon! f -fu =) nIlilm jfn fjd =0:

. . R R R
Beweis: a) Esist0= (f g)d = (f g)'d (f g d
R . R R
= (¢ 9d= (f gd=35]j gd:
Fur A 2 A qilt
R . R
P(A) Q(A)= (f 9) 1ad (f g{)Z 1ad

}

R +

(f 9" 1ad 0

R N 1R

(f 9 d = 5 jf
b) Es gilt 0 (f )" f; DOM=) Beh. H

@. BY NC Norbert Henze, KIT
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1.35 Satz und De nition (Produkt-Ma )

Esseien( j;Aj; j),1 | mn
= 1 i ns;
()
A = Aj = (fA2
=1 (Produkt-

2, -endlicheMar aume. Sei

Dann existiert genau ein Ma auf A mit

(A1 An) =

Das Ma

- 1
bezeichnet. Der Ma raum
o
(iiA: ) =
j=1
heit Produktvon ( j;Aj; j), 1

OO

BY NC

heit Produkt von 1;:::

i (Aj)

o
n = j
j=1
!
n () ()
v A i
i=1 j=1 j=1

j n.
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1.36 Satz (von Tonelli, 1909)

In der Situation von 1.35 mitn = 2 seif : !
Funktion. Dann gilt:

Z Z VA
fdl 1 2) = f(1a;02) 2(dla)  2(dl2)  (1.4)
z* z*
= f(‘ 1;! 2) z(dl 2) 1(dI 1) (15)

1 2

R einenichtnegativeA -messbare

1.37 Satz (von Fubini, 1907)
In der Situation von 1.36 mitn = 2 seif : !
1 2-integrierbare Funktion. Dann gilt:
a) f(!1;)ist »-integrierbar fur i-fast alle! 4,
f(;!2)ist i-integrierbar fur »-fast alle! 5.
b) Die i-fu.den. Funktion !1 7! pf(!1;!2) 2(d!2) ist
die »-f.u. den. Funktion !, 7! f(11;!2) 1(d! 1) ist
und es gelten (1.4), (1.5).

R eine A-messbare und

1-integrierbar,
2-integrierbar,

Verallgemeinerung auf den Fath 3 mit Induktion.

08
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1.38 Satz (Integral von Dirichlet)

Es gilt Z, . Z, .
sinx . sin x
——dx = lim —dx = =
0 X tn 0o X 2
. ; Z
Beweis: Sei t g
S(t) = %dx; t> 0O
0 X
Es gilt (Di erentiation nach t!):
Z t
. 1 .
e ™ sinxdx = —— 1 e “(u sint+cost) ; tu> 0: (16)
0 1+u
Zi 24 tjsinxj
Beachte: je Ysinxjdu dx = ———dx t< 1:
0 0 0
Fubini auf die Integration vone “* sinx wber (0;t) (0;1 ) anwenden=)
z t z 1 z 1 t
S(t) = sinx e "du dx = e “sinxdx du
0 0 0 0
z 1 du z 1 e ut )
= . T+ 02 . m(u sint +cost)du (nach (1.6))
| —{z—} I {z }
= =2 I Obeit!l |

OO
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1.39 Satz (Darstellungsformel f ur den Erwartungswert)

Es seiX eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktior=. Dann gilt:
z 1 z 0

Der Erw.wert von X existiert () 1 FX)dx< 1; F(x)dx< 1:
0

1

In diesem Fall gilt
z 1 z 0
E(X) = 1 F(x))dx F (x)dx:
0 1

F(x)

-

0 X

Erwartungswert als Di erenz zweier Ficheninhalte

OO
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z 1 Z 0
Memo: Zu zeigen:E(X) = (1 F(x)dx F (x)dx:
0 1

Beweis: SeiB := f(x;y)2 R?>:x 0,0 y<xag.
Mit dem Satz von Tonelli folgt
z, z,
1 F(y)dy P ((y;1)) '(dy)
z° z
= 1 (x;y) P* (dx)  (dy)

%z
= s (xy)P* Hd(xy)) (Tonelli)
z 1 z X
= 1s (x;y) dy) P* (dx) (Tonelli)
o |2 {z }
z, =X
= x P* (dx):
0

OO
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z 1 z 0
Memo: Zu zeigen:E(X) = 1 Fx)dx F (x) dx:
0 1

e Z,
Memo: 1 F(y)dy = x P* (dx)
0 0

Analog (Ubungsaufgabe!)
z 0 z 0
F(y)dy = x P* (dx):
1
Nach 1.21 existiert der Erwartungswert vorX genau dann, wenn gilt:
z 1
jxj P (dx) < 1 :

W
egen z, Z,
E(X) = x P* (dx) + x P* (dx)
0 1

folgt die Behauptung. W

OO
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1.40 De nition (Lebesgue{Stieltjes-Integral)

SeienF : R! R eine made nierende Funktion und das zuF geherende,
durch ((a;b]) = F(b) F(a) 8a;bmit a<b festgelegte Ma aufB, vgl. 1.4.
Ist h: R! R eine messbare nichtnegative oder-integrierbare Funktion, so

schreibt man
A A A

hdF = h(x)dF (x) = hd; B 2B;
B B

B

R
und nennt , hdF dasLebesgue{Stieltjes-Integral vorh beziglich F uberB.

1.41 Satz (partielle Integration)

Es seienF und G ma de nierende Funktionen unda;b2 R mit a<b.
Haben F und G keine gemeinsamen Unstetigkeitsstellen im Intervdl; b], so
gilt: Z Z

GdF = F(bG(bh F(a)G(a) F dG:
(a;b] (a;b]

OO
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z z

Memo: Zu zeigen: GdF = F(bG(b F(a)G(a) F dG
(aib] (asb]

Beweis: Sei 0.B.d.A.F(a)= G(a)=0 ()
Seien bzw. die zuF bzw. G gehorenden Ma e. Wir setzen

A:=f(xy)2R*:a<y x kg

B:=f(xy)2R?:a<x vy kg

Es ist
z
(A) = ((a;x]) (dx) = G(x)dF (x);
Z(a:b] Z(a:b]
(B) = ((a;yD) (dy)= F(y)dG(y);
Z(a:b] (ab]
(A\ B) = (fxg) (dx) = 0 (da kezine gem. U%stetigkeiten)
(a;b]
=) F(G()= ((a;b) ((a;h) = (A[ B)= GdF + FdG W
(aib] (ab]
ONoIS
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1.42 Wichtige Ungleichungen
a) EXYj  (EXjP)"P(EjYjH*™; 1<p< 1;

Tl

+ § =1 (Helder)

b) jCov(X;Y )j P V(X)V(Y) (Cauchy{Schwarz)

c) (EjX + YjP)¥=r (EiXjP)¥ + (EjYjP)¥™,1 p<1  (Minkowski)

d) PGXj ") % "> 0 (Markov)

Hierbei:g: R o! R monoton wachsendg(0) 0, g(t)>08t> 0

N

Beachte: 1fiX (1)j g XM, 5
a(")

EjXj®

A

e) P(iXj ") ; "> 0 0<p<1 (Markov)

vV(X)

f) PGX EXj ") o

(Tschebyschow)

OO
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Memo: gkonvex :) g(x +(1 )Y) gx)+(@1 )ay)
8 2[0;1]8x;y 2 M

1.43 Satz (Jensen-Ungleichung)
SeienM  Rein Intervall,g: M ! R eine konvexe Funktion unX eine reelle
Zufallsvariable mitP(X 2 M) =1, EjXj< 1 undEjg(X)j< 1 . Dann gilt:

Eg(X)  g(EX):

Beweis: Es gilt E(X) 2 M (Ubungsaufgabe!)

Zu jedema 2 M gibt es eine Suitzgerade im Punkt(a; g(a)) an g. Es gibt also
einb= b(a) mit

g(x) g(@+ bx a); x2M:
Waebhle speziella = E(X). Dann gilt (elementweise auf )
a(Xx) g(EX)+ b(X EX):

Monotonie von E( ) liefert die Behauptung.

N0l
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2 Stochastische Unabheangigkeit

Seien( j;Aj),j 2J 6 ;, messbare Rume, 6 ;,undf; : ! ,j2J.
Gesucht: Kleinste -Algebra (=: A) uber , sodass jede$; (A;A;j)-mb. ist.

2.1 De nition (von Abbildungen erzeugte  -Algebra)
!

. [ .
(fy :1j 23) = fi “(A))
j23
heit die von(f;)j23 erzeugte -Algebra

FallsJ = f1;:::;ng, so schreiben wir hiesfr (f1;:::;fn).

2.2 Satz (Messbarkeit bezuglich (fj :j 2 J))

Seien( o;Ao) ein messbarer Raum unél : ¢! . Dann gilt in der Situation
von 2.1:

fist (Ao, (fj :j 2 J))-messbar() f; f ist(A,;Aj)-messbar8j 2 J.

OO
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( 0;A0) ! (5 (fj:j23)
#i1;
(A

Memo: Z.z.:f ist (Ao; (fj:j2J))-mb. ) f; f ist(A, Aj)-mb.8j2J:

Beweis: Die Richtung,=) \ folgt unmittelbar, da die Verkettung messbarer
Abbildungen messbar ist.

.( =\: Sei [
M = f; Y(A)):
j23

A2M =) 9 j2J9A; 2A; mit A=f; Y(A)):
Nach Voraussetzung gilt f *(A)=f * f; Y(A})) =(f; f) *(A))2Aq:
Es gilt alsof (M) A o und damit
Ao f M) =f Y M): W

©NOK)
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2.3 Beispiel Seien :=C[0 ;1] := fx:[0;1]! R:x stetigg, J :=[0;1].
Furt2 J seify: ! R deniert durch f{(x) := x(t).

Weiter sei( ;A¢)=(R;B),t2J.
Fur x;y 2 C[0;1] seid(x;y) :=max o ¢ 1jx(t) y(t)j.
(CJ0; 1]; d) ist ein vollsmndiger separabler metrischer Raum.

SeienO das System der o enen Mengen i€[0; 1] und By := (O)
die -Algebra der Borelmengemuber C[O; 1].

EsqiltBq = (ft :t2[0;1]) (V).

©NOK)
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Im Folgenden seier{ j;A;;P;),j 2 N, Wahrscheinlichkeitsaume.

1
= o= fr=0) 102 58] 2Ng;

o
' (j:i2N)

g L7 (t)y:=1; (j-te Projektion)

2.4 Satz (Existenz und Eindeutigkeit des Produkt-W-Ma es)
In obiger Situation existiert genau ein Wahrscheinlichksina P auf A mit
1 ! 'L
P A:r i An N = Pj (Aj) (2.1)

‘=n+l j=1

fur jedesn
!

1

P Bn . = Py ::: Pa(Bn)
‘=n+l

A g

fur jedesn 1 und jedesB, 2 A1

OO
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Beweisskizze: Fur jedesn 1 sei
n 0
Fn =  Bn ! “iBn2A1 it A g

‘=n+l

Fn ist eine -Algebrawber

EsgitFn F n+1,n 1 (daBp nt1 2A1 10 A na). (warum?)
Sei
Z = t Fn (sog. Algebra der Zylindermengen):
n=1
EsgiltA= (Z). (warum?)
Deniere farn2 NundB, 2A:1 ::: A,
P B, Laa - = Proiii Pa(Ba):

Nach dem Eindeutigkeitsatz ér Ma e ist P eindeutig bestimmt.
Zeige: Ist(An) eine Folge inZ mit A, #;, so gilt P(A,) ! O.
Damit ist P -additiv auf Z. Ma -Fortsetzungssatz=) Beh. A

OO
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2.5 De nition (Unendlicher Produkt-Wahrscheinlichkeits  raum)
Das W-Ma P aus Satz 2.4 hei tProdukt-Wahrscheinlichkeitsma von(P;); 1.
Es wird mit

o

Pj =P

j=1

bezeichnet. Der Wahrscheinlichkeitsraum
( i:A;:P) = ( ;A;P) = i Aj;P
j=1 j=1 j=1

heit Produkt der Wahrscheinlichkeitstume ( j;A;;P;),j 2 N.
Wichtig:

Der unendliche Produktraum dient als Bestandteil eines Melis fir unendlich
viele stochastisch unabéingige Zufallsvariablen mit vorgegebenen Verteilungen.

N2
Norbert Henze, KIT 2.6
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2.6 De nition (Unabh eangigkeit von Ereignissen und Mengensystemen)
Seien( ;A;P) ein W-Raum undJ eine Menge mit mindestens zwei Elementen.
a) Es seienA; 2 A, j 2 J, Ereignisse. Die Famili€A;)j2s heit
(stochastisch) unablngig (bzgl. P), falls gilt:
|
\ ' Y
P Ay = P(Ar) 8T Jmit2 jTj<1: (2.2)
t2T t2T
ImFallJ = f1;:::;ng: A1;:::; An unabhangig
Im Fall J = N: A1;Az;::: unabhangig
b) SeiM; A ,j 2 J. Die Familie (M j);23 von Mengensystemen hei t
(stochastisch) unabtngig (bzgl. P) :(
(2.2) gilt fur jede endliche mindestens zweielementige Teilmengevon J
und jede Wahl vonA; 2M ,t2 T.

Beachte:
@ a) ist ein Spezialfall von b) (setzeM j == fA;g; | 2 J),
@ In einem diskreten W-Raum kann es keine unadigigen Ereignisse
A1; Az; i mit gleicher Wahrscheinlichkeip 2 (0; 1) geben(¥Ubungsaufg.!)

N2
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2.7 Beispiel fur eine Folge unabhangiger Mengensysteme
Sei( ;A;P) = j1=1 ( j;Aj;P;) der Produkt-W-Raum wie in 2.5. Sei
(. . )
A= YA = <A A 2A;
=1 = j+1

Dann sindA; A,;::: unabhangig beaiglich P (Ybung, vgl. ES 11-8, 11-9)

Memo: SeienM; A ;j2J: (Mj)j2s unabh. :(

Y
8T Jmit2jTj<18At2Mt;t2T:P Ay = P(At)
t2T t2T
2.8 Folgerungen
a) (Mj)j2s unabhengig) 8 & J;£6 ;;jf<1 : (M), unabhangig,
b) (Mj)j2s unabhangig undN; M j;j 2J =) (Nj);2s unabhangig.

Kennen Sie diese Folgerungen verbal beschreiben?

OO
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Memo: D P () Dynkin-System: )
1) 2D
2)D;E2D undD E=) EnD2D
3) E1;E2;::: 2 D paarweise disjunkt=) P [ Ej 2D

T
Memo: M P (): (M):= fD:M D P () ;D Dynkin-Systemg

2.9 Satz (mit Systemen sind auch deren erzeugte Dynkin-Syst eme unabh.)
In der Situation von 2.6 seien die Mengensysteni®! ; )j>; unabhangig.
Dann sind auch deren erzeugte Dynkin-Systenie(M ;));23 unabhangig.
Beweis: Nach 2.8 a) sei 0.B.d.A,jJj< 1 . Seik := jJj und (0.B.d.A))
J=11;2;:::;kg. Setze

E2A M M « 1;fEg unabhangig :

Dy =

Dy ist ein Dynkin-System(¥bungsaufgabe)

N0l
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Memo: Dy = E 2A :Mq;:::;M ¢ 1;fEg unabhangig :

Memo: Dy ist ein Dynkin-System.

Nach Konstruktion gilt: M 1;:::; M ¢ 1; Dk unabhangig.
WegenM ¢ D « (warum?) folgt (M) D g (warum?).
Nach 2.8 b) sindM 1;:::;M « 1; (M k) unabhangig.

Fehrt man so sukzessive miM  1; M ¢ 2;::: fort, so folgt die Beh. W

2.10 Folgerung Mit unabhangigendurchschnittstabilenMengensystemen sind
auch deren erzeugte -Algebrenunabhangig.

Vgl. mit ES, Folie 11-6:A; B unabhangig=) A;B ° unabhangig.
Aus 2.10 folgt:
fAg;fBg unabhangig =) f'| A{Ac }g, ( ,B{B < }g unabheangig:
= (fAg) = (fBg)

OO
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2.11 Folgerung (Disjunkte Bl ecke unabh. \ -stabiler Systeme sind unabh.)
Sei(M -‘91 23 eine Familieunabhangiger durchschnittsstabileMengensysteme.

Seid =, Js eine Zerlegung vor in paan/velse disjunkte nichtleere Mengen
Js, S2 S. Setzt man [
As = M s2S;
i23s

so ist die Familie(As)s2 s unabhangig.

Beweis: Fur jedess 2 S sei )
\n

Bs = Ai 'n 1,6 fi;iining Js;AL2M g5 AL 2M G,
=1

das System aller endlichen Durchschnitte von Mengen aus den

MengensystemerM ; mit j 2 Js.

Wegen der\ -Stabilitat aller M ; ist Bs \ -stabil.
Die Familie (Bs)s2 s ist unabhangig (warum?).
Weiter gilt:
[ Mj Bs As =) (Bs)= As: 210=) Beh. B

i23s

OO
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2.12 De nition (Unabh angigkeit von Zufallsvariablen)

Es seien( ;A;P) ein W-Raum,( j;Aj), ] 2 J, messbare Bume undX; :
'y, 2 J, Zufallsvariablen (d.h.Xj ist (A; Aj)-messbar).

Die Familie(X;)j2s heit (stochastisch) unablngig (bzgl. P), wenn die Familie

( (Xj))j2s der erzeugten -Algebren unabkngig ist.

Memo: Esist (Xj) = X; *(Aj) = fX; *(Aj):Aj 2Ajg

2.13 Folgerung Es gilt:
(Xj)j2s unabhangig ( 8 k 28j1;:::;jk2|\]8AJ-12AJ-1:::8AJ-k2Ajk :

P Xib(Ain) = P X HAL)
m=1 m=1

Beachte: |

\k '

P ijl(AJm) = P(lezAll;”.;xJkZAJk)’
m=1
P X (Ain) = P(Xj, 2A),) i1 P(Xj, 2A;,):
m=1
eNole]
BY NC Norbert Henze, KIT
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2.14 Folgerung (Funktionen unabh angiger Zufallsvariablen sind unabh.)

In der Situation von 2.12 seiet ;A),j 2 J, messbare Rume undY; : ;!
0, eine (Aj; A?)-messbare Abbildungj 2 J.

Dann ist mit (X;)j2s auch die Familie(Y;, X;)j2s stochastisch unablngig.

Beweis: Es gilt

Y X)=(Y X)) YA)) = X

CRYCHAD) X A = (X))

Die Behauptung folgt jetzt aus 2.8 b).

An welcher Stelle in der obigen Beweiszeile ging die Mes#dirvon Y; ein?

OO
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2.15 Satz (Blockungslemma)

Es seien( ;A;P) ein W-Raum,( j;A;j),1 j n;n 2, Messeume sowie
Xj: ' 5,1 j n,unabhangigeZufallsvariablen. Fir ~ 2f1;:::;n 1g
sei

Dann sind auchZi;Z, stochastisch unabkngig.
Eine analoge Aussage gilt auchuf Unterteilungen in mehr als zwei Bicke.

Beweis: Voruberlegungen:

) . N . N
Sei €, = =1 j,eziz jn=\+1 i, B1:= jzlAj,Bziz J-n:~+lAj.
Dannistz; : ! € eine Zufallsvariable, als¢A; Bj)-messbar,j 2 f 1;2g
(warum?).
Beachte: Es gilt:
S. S
Z)= T X)) 5 (Z)= g (X)) (warum?):

Die Behauptung folgt jetzt aus 2.11 und der De nition der Unkhangigkeit.

Beachte: Auf Z1;Z, lassen sich messbare Funktionen schalten.
Unabhangigkeit bleibt nach 2.14 erhalten!

OO
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2.16 Satz (Unabheangigkeit und Erzeugendensysteme)

|
k

Y
X1;1:1; X unabhengig ( P X, HA)) = P (XA
j=1 j=1

Beweis: Die Richtung,=) \ ist o ensichtlich (vgl. 2.13).
.( =\: Sei Bj = X; *(M ). Es gilt
(B)) = X; " (M) = X HA) = (X))

Wegen ; 2M und = X, L( ;) ist die rechte Seite der zu beweisenden

Die Behauptung folgt jetzt aus 2.10. W

OO
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2.17 Satz (Unabhangigkeit und Produktma e)
In der Situation von 2.16(X; : ! ;] =1;:::5k) gilt:

X1;111;X unabhaengig (  PX1#X k) = pXao.. pXi

Xq;::0; Xk unabh. () (X1);::1; (Xk) unabh.
|
\K N ' K N
g. P Xj (Aj) = PXJ- (Aj) 8Aj2Aj
16 j=1 j=1
YK
0 PUEEXI(AL i A= PYI(A)) BA] 2A,
j=1
0 pXu=Xik) = pX1 o Pk (warum?) M

In Worten: Zufallsvariablen sind genau dann stochastiscimabhangig, wenn
ihre gemeinsame Verteilung gleich dem Produkt der Marginatteilungen ist.

OO
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2.18 Folgerung (Unabh angigkeit und Verteilungsfunktionen)

Es seienX1;:::; X reelle Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionei; (x) :
P(X; x)x2RJ—1 """ k. Es sei

F():= P(X1 ti;ii Xk t); ti=(tyiiite) 2 R
(sog. gemeinsame Verteilungsfunktion voiX;:::; X). Dann gilt:

X1;:::; Xk unabhengig (  F(t) = szl Fi(tj) 8t2RX:

Beweis: Die Richtung,=) \ist klar (warum?).

W(=\:Esist ..
( F(ty = POEEX0 (1)
Ny &
Fi(t) = P 11(1 4]
j=1 j=1

(e,

Somit gilt P ¥ X K(A) = PYi(A); A23 % :=f(1 ;t]:t 2R*g:
j=1

J ¥ ist \ -stabil, und es %It 3 k) = BX. Nach dem Eindeutigkeitssatzefr

Mae gilt PX X ) = 7€ pPXi

08 2.17=) Beh. W
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2.19 Satz (Unabh angigkeit und “-Dichten)

Der k-dimensionale Zufallsvekto(X1;:::; X ) besitze eine ¥-Dichte f .
Es gelte alsoPX 173X «) = f Kk Bezeichnet
z 1 z 1
fi(tj) = f(ty;:::;tk)dts dtj 1dtj+1 dty
1 1
die marginale *-Dichte von X;, so gilt (mit t = (tq;:::;tk)):
Y
X1;::1; Xk unabhangig (  f(t)=  f;(t;) “-fu.
j=1
Beweis: Es gilt (mit (ij=1 fi)(t) = ij=1 fi(t), t=(ts;::0t))
|
o oo §
P = fj (warum?): (2.3)
=1 =1
..... N
.=) \: Nach 2.17 gilt PX 175X «) K, PXi:WegenPX 11X 1) = f K

und (2.3) folgt dann die Behauptung aus 1.23 b).

..... N
.( =\: Mit 1.23 a) folgt f kz(Q.kz fi) X, alsopX1iX ) = Uk pXi
j=1 '] j=1
[ ]
@ Norbert Henze, KIT
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2.20 Satz (Existenz von Folgen unabhengiger Zufallsvariablen 1)

Es seien( j;Aj;P;j), j 2 N, Wahrscheinlichkeitsaume. Dann existieren ein
W-Raum ( ;A;P) und ZufallsvariablenX; : !, 2 N, mit:

a) X1;X2;::: sind stochastisch unabingig bzgl. P,
b) P, =P%i,j 1.

Beweis: Setze (sog.kanonisches Mode)l

1 €] o
(AP = (AR = i AL B
i=1 j=1 i=1 j=1
Xi = i
d.h. X (("k)k 1)="'; (j-te Projektion). W
( i1 1 )
Beachte:  (X;)= ; *(A}) = C A A 2A
=1 Czj+l

Spezialfall:( j;A;;Pj)=(R*;B*;Q),j 1, wobeiQ W-Ma auf B.

Es gibt also eine Folge unal#ingigerk-dimensionaler Zufallsvektoren mit
identischer VerteilungQ. Wir schreiben hierfir kurz Xq1;X2;:::uiv. Q.
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2.21 Satz (Existenz von Folgen unabhengiger Zufallsvariablen 1)

Es seienQ1;Q2;::: beliebige W-Ma e auf B. Dann existieren ein W-Raum
(' ;A;P) und unablangige ZufallsvariablenX; : ! R,j 1, sodass #r jedes
j  1die ZufallsvariableX; die VerteilungQ; besitzt.

Beweis: Seien :=(0 ;1], A:=fB 2B :B g P= [ .(n

Jedes! 2  hat eindeutige nicht abbrechende dyadische Darstellungrdeorm

P, 4 P
b= S8 wobeidi(1)2f01g ) Liund L di(t)=1

(z.B.: £ =0:011111:::). Diese ertalt man durch
(

0, falso<!  1=2 -
di(t) = d(!)=dy T 1 ‘n 2:
) 1; falls 1=2 <! 1: ") 1 M)

wobei  T(1):=21! (mod 1); (sog. Blatterteig-Transformation )

sowieT":=T7 T" % n 2, T :=T.

Es gilt: Y :=id uU(0;1].

Weiter gilt: Y1 := di(Y); Y2 := d2(Y);:::uiv.  Bin(1l;1=2) (Ubungsaufg.!)
()OS
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Memo: Y =id U(0;1]; Yi=di(Y);Y2=d2(Y);:::uiv. Bin(1;1=2):

Seien :N N! N eine beliebige Bijektion(!), z.B.:

(5j)=12fi+j=kg " +i,k 21 i k 1
Sei M
Y. .
Yik =Y Gk U = é—kk 2N
k=1

sowieF == ([k= (Vi )):] L

Folg. 2.11=) E j; j 1, sind unablangige Mengensysteme.

Wegen (U;) E; (!) sind dannUg; Uy;::: stochastisch unabkngig.
EsgiltUy, U(;1],j 1 (YUbungsaufgabe!)

SeiFj(t):= Q;((1 ;t]),t2 R, die Verteilungsfunktion vonQ; . Setze

(

FoYU (1)); falls ! < 1
xj() = o (U elste L
1; falls ! =1:

WegenP(f1g) =0 und ES, Satz 25.21, hatX; die VerteilungsfunktionF; .

Nach Folgerung 2.14 sindK 1; X 2;::: stochastisch unablhngig. H

@. BY NC Norbert Henze, KIT
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2.22 De nition (terminale -Algebra, terminales Ereignis)

Es seien( ;A)und( j;Aj),j 1, messbare Rume. Weiter seiX; : |
eine (A; Aj)-messbare Abbildungj 1. Das Mengensystem
\1

A1 = (Xk; Xkw15:07) (A)
k=1
heit -Algebra der terminalen Ereignisseoder kurz terminale -Algebra
beziglich der Folge(X;); 1.JedesA 2 A1 heit terminales Ereignis

2.23 Beispiel Es seienX 1; X 2;::: reelle Zufallsvariablen auf einem W-Raum
( ;A;P). Weiter seiS, .= X1+ :::+ Xp,n 1 Sei
n 1 0 n 1 0
= | i = 1)= = i = =
A 12 Irlllﬂ nS"(') 0 nI!|lm nSn 0
Fur festesk 1 und jedesn mit n  k gilt

1 1P, , 1P

aS = g Xt g X
— — Tl 1 Tl 1 1. .
_) A = =1 m=k n=m | n jn:¥ZXJ' ‘_}’ k 1

D.h.esgilt A2 (Xk;Xks1;:::) fur jedesk 1 und damitA 2 A .

@. BY NC Norbert Henze, KIT
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2.24 Satz (Null-Eins-Gesetz von Kolmogorov)

Es sei( ;A;P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sind in 2.22 die Zufallsvaklen
X1;X2;::: stochastisch unabhlngig, so gilt #r jedes terminale Ereigni#\ ent-
wederP(A) =0 oderP(A)=1.

Beweis: Wir zeigen: Rur jedesA 2 A1 gilt P(A\ A) = P(A)? (g.e.d.!)

(X100 Xk); | (Xk+1 ;{)Z(k+2 S :}) unabhangig 8k 2 N (nach 2.11)
A1

=) (X1;:::;Xk); A1 unabhangig 8k 2 N (nach 2.8 b))
=) Ly (X{l;:::;Xkl; A1 unabh.

=) I( Ly (){(71;:::;Xk);; A: unabhangig (nach 2.10)
S
= (Chy (X))
S1 S1
Wegen (7, (X)) (2 (X)) = (X Xk ;i00);  k fest;
A
folgt mit 2.8 b): A; ; A1 unabhangig. W

OO
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2.25 Beispiel (Kantenperkolation auf Zz%)
Seiend2 N,d 2 E%:= fe:=fx;yg:x;y 2 Z%kx yk.=1g, p2[0;1].
SeienXe(p), €2 EY, uiiv.  Bin(1;p) auf einem gemeinsamen W-Raum
( ;A;P).
Xe(p)=1(=0) heit: ,Kante e o en (geschlossen)
| [1 [ |
L 11
I .

L
I J L1 I

(p):=fe2 EC: Xe(p) =19 (Menge der o enen Kanten, Teilgraph von E %)
Beachte:Xe(p; ): ! R.Sei (p;!):= fe2 E?: Xe(p;!)=10.
SeiA(p):= f! 2 : ( p;!) enthalt unbeschr. zusammenh. Teilgrapheng.

ONOIS)
Norbert Henze, KIT
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Memo: A(p):= f! 2 : ( p;!) enthalt unbeschr. zusammenh. Teilgrapheng:

SprechweisePerkolation tritt auf :)  A(p) tritt ein.
Nach dem Null-Eins-Gesetz von Kolmogorov gilt

P(A(p)) 2f0;1g fur jedesp 2 [0;1]:
Sei

pa = infff)Z[O;l]:B(A(p)):lg

¥

6 ;; daP(A(1)=1

pa ist kritische, von der Dimensiond abhangende Wahrscheinlichkeit, oberhalb
derer mit W' Eins und unterhalb derer mit W' Null Perkolationauftritt (sog.
Perkolationsschwelle

Es gilt p, = 0:5.
Fur hehere Dimensionen ungeste Probleme! (z.B.:ps =?)

OO

BY NC Norbert Henze, KIT



Stochastische Unablengigkeit

2.26 De nition (Limes superior und inferior von Ereignisse n)
Es seien( ;A) ein messbarer Raum undA,), 1 eine Folge ausA.

a) Das Ereignis v B
limsup A, = Ax
L n=1 k=n
heit Limes superior der Folg€An).
b) Das Ereignis E ¢
Iinlwlinf An = Ag
n:

n=1 k=n

heit Limes inferior der Folgg(An).

Sehen Sie Analogien zu den entsprechenden De nitionen beitfenfolgen?

Es gelten:
limsupAn, = f1 2 : I 2 A, fur unendlich viele ng;
n'l
Iimlinf A, = fl' 2 : ! 2 A, bis auf endlich viele Ausnahmeng;
n!
Iin|11inf An limsup An:
n!

nll
limsup A, und Iimlinf An sind terminale Ereignisse bzgl. (1fAng), , (U!)
ni1 n!

OO
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2.27 Satz (Lemma von Borel{Cantelli)
Es seienAq; Ap;::: Ereignisse in einem W-Rauni ;A;P). Dann gelten:

D3
a) Aus P(A,) < 1 folgt P limsupA, =0.
n=1 n!'l
b) FallsA1;A;;::: stochastisch unablngig sind, so gilt auch die
Umkehrung, also:

P(An)=1 =) P limsupA, =1:

n=1 n!'l

Warum ist b) (unter der Vorauss. der Unabangigkeit) die Umkehrung von a)?

Beweis: a) SeiBn := [ k nAk. Dann gilt B, # und

s
P(Bn) P(Ax) ! Ofurn!l

k=n
!
\9-
=) P limsupA, =P Bn = |i|1n P(Bn) = 0; g.e.d. a):
nii =1 n!

OO
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P
Memo: Aj1;Aj;::: unabh.:Z.z.: Ll P(An)=1 =) P(imsup Ap)=1:

b)Esgitl x e *,x 0.Setzex := P(Ax)
=) 1 P(Ax) exp( P(Ax)).Furn s folgt

¥ xs
(1 P(Ax) exp P(Ak) 1
k=n k=n
|
X3 ' ¥
=) 1 exp P(Ak) 1 1 P(AK)) 1:
I yal } 2L {z }
Es folgt I Obeis!1l =) | ! Obeis!1l |
r S
1 P limsupA, =1 lim P A = Ilm P A
nil n!l n!l
" k=n 14 k=n #
. . \S c . . w
= Mmoo lm P . Ak = jm Jim . (@ P(A)
k=n I k= n{Z }
= 0. N =0

OO
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2.28 De nition (Faltungen von Wahrscheinlichkeitsvertei lungen)

:; Xn unabhangige reelle Zufallsvariablen auf einem W-Raum
( ;A;P).

PXt pXz .o pPXnoz pXatXerimtXa

Beachte:Es gilt PX* PX2 ::: PXn =
¢}

= P, T:R"I R, T(X1;:::;Xn):= X1+ 1ii+ Xp:
j=1

T, wobei

2.29 Beispiele (Additionsgesetze fur wichtige Verteilungen)
a) Bin(m;p) Bin(n;p) = Bin(m + n;p),

b) Po( ) Po( ) = Po( + ),

©) NG; %) NG %) = NC+; %+ %)

Achtung! Faltung von Verteilungen beinhaltet in der Formulierung rfiilfe von
Zufallsvariablenstochastische Unabéangigkeit, also etwa:
X;Y unabhangig,X  Bin(m;p),Y Bin(n;p)=) X+Y

Bin(m + n; p).

Norbert Henze, KIT 2.29
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SeienX;Y unabhangigereelle Zufallsvariablen. Wie bestimmt man die
Verteilung von X + Y ? Seien

F()=PX t); G@):=PY 1t); t2R;
die Verteilungsfunktionen vonX bzw. Y. Sei
F G(t) = PX+Y t); t2R;
die Verteilungsfunktion vonX + Y.

SeiB = f(x;y) 2 RZ:x+y tg. Nach dem Satz von Tonelli gilt

z z
F G(t) = P(X;Y)2B) = 1dP*Y ) = 1dP* P’
Z B B
1
= P (1 :t x])P*(@dx)
z4
= G(t x)dF(x)
z4

F(t y)dG(y): (warum?)

OO
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z 1 z 1
Memo: F G(t) = Gt x)dF(x)= F(t y)dG(y)
1 1

FallsP' = g !, so

Zt X Zt
Gt x) = g(s)ds = g(s x)ds (warum?)
1 1
und damit
Z1 Zt
F G(t) = g(s x)ds dF(x)
th le
= g(s x)dF(x) ds (Tonelli)
R = {z }
=: h(s)

Folg.: F G hat !-Dichte h. Besitzt zustzlich X eine !-Dichte f, so folgt:

2.30 Faltungsformel fur Dichten

SindX und Y unabhangige Zufallsvariablen mit *-Dichten f bzw. g, so besitzt
X + Y die !-Dichte o
1

f g(s) = . g(s x)f (x)dx; s2 R:
eNole]
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3 Konvergenzbegri e
SeienX; X 1;X2;::: reelle Zufallsvariablen auf einem W-Raurf ; A; P).

3.1 De nition ( P-fast sichere Konvergenz)

f.s.

Xa I X 50 P 12 :dim Xo(t)=X(1) =1

In Worten: (X ) konvergiert (P-)fast sicher gegenX .

Anstelle vonX "> X schreibt man fau g auch X, ! X P-fs.

3.2 Bemerkungen
a) Esgilt N o\ [ v n .19
lim X, =X = Xn Xj = 2A:
nil k
k 1m 1n m
b) In der Ma theorie entspricht der P-fast sicheren Konvergenz die
Konvergenz -fast uberall.
c) P-fast sichere Konvergenz ist punktweise Konvergenz auf @irfcins-Menge
(Menge o2 A mit P( o) =1).
d) Der Grenzwert eineiP-fast sicher konvergenten Folge ide-fast sicher
eindeutig bestimmt(warum?).

OO
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3.3 Satz (Charakterisierung der fast sicheren Konvergenz)

In der Situation von De nition 3.1 gilt:
n (o]
f.s

Xn 7" X (8 ">0:Ii1mP sup, , Xk X >" = 0:
n!
Beweis: ,=) \: Sei "> 0 beliebig,A := flimp1 X, = X g. Nach Vorauss.
gilt P(A)=1. Sei
An = sup, , Xk X >" : Zuzeigen:P(A,)! O
Es gilt A # SeiB, := A\ A,. Es gilt B, #; (warum?) und damit
0 = Ii'rln P(Bn) = Ii'rp P(An): (warum gilt die letzte Gleichheit?)
nt nt
.( =\: Sei D := flimsup,,; jXa Xj>"g. Nach De nition von A, gilt

D- An,n 1 Nach Voraussetzung giliP(An) ! 0 und somitP(D-)=0.
Wegen
1 [

[
A¢ = limsup Xn X > = = D1«
k=1 n'l k

P
folgt P(A®) +., P(D1%)=0. W

OO
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3.4 Satz (Reihenkriterium f ur fast sichere Konvergenz)
b3
Gilt P(jXn Xj>")<1 furjedes"> 0;
n=1

so folgt X, ! X P-f.s.

Beweis: Ubungsaufgabe!

3.5 De nition (( P)-stochastische Konvergenz)

P

Xn ™ X 20 nIlilm P(jXn Xj>") =0 fuerjedes"> 0:

In Worten: (X ) konvergiert (P-)stochastisch gegerX .
Gilt P(X = a)=1 fur eina2 R, so schreibt man hiesir X, ! ° a.

Beachte: In der Ma theorie entspricht der stochastischen Konvergerndie
Konvergenz nach Ma.

OO
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n o
Memo: X, I"> X 08 ">0: Iilm P sup, , Xk X >" =0:
n!

3.6 Satz (Fast sichere Konvergenz ist st arker als stochastische Konvergenz)

Aus X, 1" X folgt X, ! P X.Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Beweis: EsgiltfiX, Xj>"g f sup, ,iXx Xj>"g.
3.3 (sieche Memo)=) Beh. W

Beachte: In einem diskreten W-Raum gilt<, I"> X 0 X !
(YUbungsaufgabe!)

OO
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3.7 Eine Folge, die stochastisch, aber nicht P-f.s. konvergiert
Seien :=[0 ;1),A: =B\ ,P:= 11 (Gleichverteilung auff0; 1)).
SeiX OundX, := 1fA,g, wobei

NS IR

= i 5 nE2iHpoje 2
X1(!) Xa(!) Xs(!)
i i 1!
Xa() Xs(!) Xo(!)
T - 1 1

Fur " 2 (0;1) gilt P(jXnj>")= P(Ay)! 0. Die Folge(Xn(!)) konvergiert
fur kein! ! Daher konvergiertX, insbesondere nichP-f.s. gegenX .

Norbert Henze, KIT
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3.8 Satz (Teilfolgenkriterium f wr stochastische Konvergenz)
Folgende Aussagen sindquivalent:

a) Xn 17 X.
b) Jede Teilfolge(Xns,) von (X,) besitzt eine weitere TeiIfoIge(XnE) mit

f.s.
X po 1S X

Beweis: a) =) b): Sei(Xn,) eine beliebige Teilfolge vor{X,). Es existiert
eine TeiIfoIge(XnE) von (X, ) mit

P Xpo X > = Pk k 1. (warum?)

Sei" > 0 beliebig. Fur k > ko gilt 1=k <" . Es folgt

p3 Xo p3
P jXno Xj>" P iXpo Xj>" + P jXno Xj> &
k=1 k=1 k=ko+1
X
ko + el < 1 : Reihenkrit. 3:4 =) b):
k=ko+1

N0l
Norbert Henze, KIT
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Memo: a) X, "X

f.s.

b) Jede TF (X, ) von (Xn) besitzt eine weitere TF(XnE) mit Xpo '™ X
b) =) a): Sei"> 0 beliebig,a, := P(jXn Xj>").
Zu zeigen:limpn  a, =0.

Sei(an, ) eine beliebige TF vor(an). Nach Voraussetzung existiert eine TF

f.s.

(ang) mit Xng = X.
Nach Satz 3.6 foIthnE 1P X, also ano I 0.

Damit konvergiert (an) gegen0. W

Aus dem Teilfolgenkriterium folgt unmittelbar, dass der stchastische Limes
P-fast sicher eindeutig bestimmt ist:

Aus Xn 17 X und X, 17 Y folgt P(X = Y)=1:

Kennen Sie diese Aussage beweisen?

©NOK)
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3.9 Verallgemeinerung auf Zufallsvektoren

Es seienX;X 1;X2;::: d-dimensionale Zufallsvektoren auf einem W-Raum
( ;A;P). Weiter seik k einebeliebige Normauf RY. Man de niert dann
n (o]
Xo 1™ X 20 P 12 tlim Xa(t)=X() =1
n!

Xo 17 X 10 im P(kXn, Xk>") = 0 furjedes"> 0:
n'l

Achtung: Je zwei Normenk k und k k°auf RY sind aquivalent, d.h.:9a;b > 0

mit
akxk k xk®  bkxk 8x 2 R%:

Folg.: Konkrete Norm bei Def. vonX,, ! P X irrelevant! Eine bequeme Wahl
ist

Xo 1™ X 9 X x W fur jedes 2 1;::::dg;
Xo 17 X ) X 1P x W furjedesj 2 1;::::dg:
@O
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Memo: Xn !° X 08  TF (Xn)9 TF (Xp0): Xpo I X:

3.10 Rechenregeln
Es seienX; X 1;X2;::: d-dimensionale Zufallsvektoren auf einem W-Raum
( ;A:P). Weiter seienh : RY | R® eine stetige Funktion und(a,) eine re-

elle Folge mita, ! a. Dann gelten:

a) Aus X, !7 X folgt h(Xn) !" h(X).

b) Aus Xy 1P ox folgt an Xn 1P ax.
Beweis: a): Wir verwenden das Teilfolgenkriterium 3.8 (s. Memo).
Sei(h(Xn,)) eine beliebige Teilfolge vorth(X)). 3.8 =) 9 Teilfolge (Xng)
von (Xn, ) mit Xpo 1" X.D.h:9 02A;P( 0)=1, und

kI'ilm Xng(! ) = X(') fwrjedes! 2 o:

h(X (1)) ferjedes! 2 o:

h stetig =) kI!ilrn h(Xng(! )
3.8 =) a). b) folgt vellig analog(!). M

N2
Norbert Henze, KIT
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3.11 Folgerung SeienX;X n;Y;Yn, n 1, reelle Zufallsvariablen auf einem
W-Raum ( ;A:P) mit X, !'° X und Y, !'7 Y. Dann gelten:

a) aXn + b, 17 aX + bY, a;b2 R,
b) XnYa!" XY,
c) iXnj!f Xi.

Beweis: a): Es gilt (Xn;Yn) 1P (X;Y ). Die Funktion

R*! R;
(x;¥) 7! h(x;y) := ax + by

ist stetig. Die Behauptung folgt damit aus 3.10 a).

Genauso folgen b) und c). &

OO
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Memo: LP:=LP( ;A;P):=fX: ! R:EXjP<1g; 0O<p< 1:

3.12 De nition (Konvergenz im p-ten Mittel)
SeienX; X 1; X2;:::in LP.

X M7 X 0 im EiX» Xj° = 0:
n!
In Worten: (X, ) konvergiert im p-ten Mittel gegen X .

p=1 bzw. p=2: Konvergenz im Mittel bzw. im quadratischen Mittel

Beachte:Im Gegensatz zur fast sicheren Konvergenz und zur stochsahien
Konvergenz nussen bei der Konvergenz imp-ten Mittel die p-ten absoluten
Momente existieren!

N0l
Norbert Henze, KIT
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3.13 Beziehungen zwischen Konvergenzbegri en
a) AusXn I*° X folgt Xn 1® X.

LP

b) AusX, !~ X folgt im Allg. nicht X, I"> X.

f.s.

c) Aus X, '™ X folgt im Allg. nicht Xn X

a) folgt aus

EjXn XjP

P(Xn Xj>") -

(Markov-Ungleichung) :
Ein Beispiel #ir b) ist 3.7 (Xn = 1fAng, An =[j2 “;( +1)2 ¥), X 0).
Beachte:EjXnj? = E1fAng= P(An)! O.

Ein Beispiel #Ir ¢) ist (mit dem W-Raum aus 3.7)X, = n®*P1f A, g mit
An=[0;1=n) und X 0.

Beachte: EjX,j? = E[n?1fAng] = n?P(An)=n!1l

OO
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4 Gesetze Gro er Zahlen

Es seienX; X 1; X 2;::: reelle Zufallsvariablen auf einem W-Raurf ; A; P).

Wir sprechen von eineu.i.v.-Folge falls X1; X 2;::: stochastisch unabkngig
und identisch verteilt sind.

Im Folgenden bezeichne
Sp = X1+ i+ Xp;, o n 1
die n-te Partialsumme der Folgeg(Xn)n 1.

Gesetze Gro er Zahlerbetre en die stochastische oder fast sichere Konvergenz
des arithmetischen Mittels

Liegt stochastische Konvergenz vor, so spricht man von einechwachenim
Fall von fast sicherer Konvergenz von einestarken Gesetz Gro er Zahlen

OO
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Das folgende schwache Gesetz Gro er Zahlen ist aus der Veuleg Einfuhrung
in die Stochastikbekannt.

4.1 Satz (Schwaches Gesetz Gro er Zahlen)
Ist (Xn) eine u.i.v.-Folge mitEX? < 1 , so gilt
1 X

nj:l

X; |

Das nachstehende Resultat bildet eines der Hauptergebaister klassischen
Wabhrscheinlichkeitstheorie.

4.2 Satz (Starkes Gesetz Gro er Zahlen, Kolmogorov)
Es sei(Xn) eine u.i.v.-Folge. Dann sind folgende Aussagewqjuivalent:
a) Es existiert eine ZufallsvariabléX mit %Sn X
b) Esgilt EjX1j< 1 .
In diesem Fall folgtX = EX; P-fast sicher, d.h. es gilt
1 X

n.
i=1

!f.s.

X; EXa:

OO

BY NC Norbert Henze, KIT

4.2



Gesetze Gro er Zahlen

Beweis: ,a) =) b)\ Annahme: S,=n!"> X . Beachte:

Xn _ Sn Sn 1 _ Sn n 1 Sn 1 Xn f.s .
— == — — - = — — =) — 0:
n n n n n 1 n
n X 0
SeiAn = fiXnj ng= Tn 1,n 1=) P(limsup,; An)=0.

Es gilt P(An) = P(jX1j n) (warum?).

Teil b) des Lemmas von Borel{Cantelli liefert somit

P(jX1j n)<1: (warum?)
n=1
Mit der Darstellungsformel &ir den Erwartungswert (Satz 1.39) erhalten wir
zZ, x Z
EjXij = P(jX1j >t)dt = P(jX1j >t)dt
0

n=1 [n 1n)

P(GX1 n 1) <1 =) b):

n=1

Beweis von,b) =) a)\ spater.

Norbert Henze, KIT
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4.3 Beispiel (Borels Satz uber normale Zahlen)

Seien :=(0 ;1, A:=fB 2B :B g P:= .

Jedes! 2 hat eindeutige nicht abbrechende dyadische Darstellungrdeorm
od(), - R A

5 wobeid; (! )2f0;1g; j 1; und d()=1:
i=1 j=1

Eine Zahl! 2  heit normal falls gilt:

X 1
= () =
nI!|1m ~ d () 5
i=1
di;dz;::: sind unablangige Zufallsvariablen auf mit d;  Bin(1;1=2),j 1.

WegenEd; = % folgt aus dem starken Gesetz Gro er Zahlen
1
0

n X
1 1
= (1 )= = =
=T 4)=3 =1

P 12 : lm
n!l .
j=1
Folglich ist also fast jede Zahl 2 (0; 1] normal.
ONoIS

BY NC Norbert Henze, KIT
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4.4 Satz (Kolmogorovsche Maximal-Ungleichung)

Es seier1><1;:::; n unabhanglge Zufaligvarlablen auf einem W- Rau(n A;P)
mltEX <1,j=1;:::;n.SeiS = Jl(XJ EX;), k=1;:::;n. Dann
glltfurJedes > 0

T 1 :
P 1mkaanSkj i V(Sn):

Beweis: Sei 0.B.d.A.EX; =0, =1;:::;n (warum?). Sei
Ag =S S <" i jSe 1j<"g, k=1;nm
(.jSkj " tritt erstmals zum Zeitpunkt k ein\)

P
A1;::1;An sind paarweise disjunkt, und wegen |_, A folgt
2 X 2 X 2
V(S,) = ES; E Sy1fAkg = E (Sk+(Sn Sk))“1fAxg
k=1 k=1
X

E (SE"'ZSk(Sn Sk))lfAkg

X
= E S?1fAg +2  E[Sk(Sh  Sk)1fAcq]:
k=1 k=1

OO

BY NC Norbert Henze, KIT
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Memo: Xgi;:::; X, unabhangig; EXJ-2 <1;EX;=0 8

Memo: Z.z.: P max jSj V(,,'Q;'”)
1 k n
H H "o H " H H " P n
Memo: Ay = fiSej "iSui<":ii Sk 1i<"0 o Ak
Bislang gezeigt:
X , xX
V(Sn) E S1fAcg +2  E[(Sn Sk) Sk1fAcg]
k=1 | —{z—} k=1

"*P(A)
Beachte:Sy Sk = f (Xk+1;:::;Xn);  Sk1fAxg= g(X1;:::;Xk)
=) Sn Sk, Sk1f Ag stochastisch unablngig (Blockungslemma)
=) E[(Sn  S«)Sc1fAkgl= E[Sn  Sk]E[Sk1fAkg]=0

X
=) V(S " P(AK) = "PP max jSj " ;
k=1

OO

BY NC Norbert Henze, KIT
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4.5 Das Lemma von Cesro
Seien(an), (bn) Folgen reeller Zahlen mity, ! b2 R sowiea, > 0, n 1,
undan "1 . Dann gilt mit ap := by :=0:

X

im = (& a 1) 1 = b

n!l
an J:l

Beweis: Zu jedem" > 0 gibt es eink = k(") mit

b " o} b+ " furjedesj k: (4.1)
Sei 1 X
& = — (& a )b 1
an J:l
Dann folgt fur n > k
1 X 1 X
G = — (@ &b 1+ (& & 1)b 1
[ } (22— Y4z}
I Ofurn!l = an & b+ "
=) limsupc, b+ ™ "> 0 beliebig =) limsupc, b:
n!l n!l

Analog: liminf,n ¢ b W
()OS
Norbert Henze, KIT
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4.6 Das Lemma von Kronecker
Es seien(xn), (an) reelle Folgen mita, > O;n

1, unda, "1 . Dann gilt:

b3 Xi 1 X
Ist L konvergent, so folgt lim —  x; =0:
@ 'l an . _
j=1 j=1
Beweis: Sei
Xy .
by = 2o n 1, sowiehy:=0:
-
j=1
Vorauss.=) 9 b2 Rmitb, ! bfurn!1l
Esgilthy, b 1=xn=an =) X; = a3 b 1)=)
xX X X
Xj = a(bh b 1)=anb (& & 1)b 1
j=1 j=1 j=1
. 1
Memo: b, ! b;0<an"1 =) — (g &g 1)b 1! b:

Division durcha, und Cesros Lemma=)

OO

BY NC

Behauptung. H

Norbert Henze, KIT
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4.7 Satz (Kolmogorov-Kriterium)

Es sei(Xn)n 1 eine FolgeunabhangigerZufallsvariablen mitEXZ2 < 1 ,n 1.
Gilt fur eine Folge(an) positiver reeller Zahlen mita, " 1

b3
VO
nop O
X
&) folgti (X; EX;) I o

an i=1

Beweis: SeiY; = %(Xj EX;),j 1,Sn:=Yi+:::+ Yy, So:=0.

Seienm; k mit m > k fest. Die Kolmogorovsche Maximal-Ungleichung,

angewandt aufYy+1 ;1015 Ym, liefert
. . 1 1
P max jS, Skj " >ZV(Sm SO= 3 V(Yn):
konom n=k+1
. . 1 X
mil =) P supjSn S« " s V(Yn):
n k n=k+1

P
Nach Vorauss. gilt *_, V(Ya) <1 =) sup, «jS» Skj!  Ofurk!l

OO

BY NC Norbert Henze, KIT

4.9



Gesetze Gro er Zahlen

Memo: Y; = %(Xj EX;); Sn:=Yi+:::+ Yy, So:=0

. . P X Xj 1 X
Memo: supjSn Skj! Ofurk!1 =L konv.=) — Xj !
n k i=1 C] an j=1

SeiZ, :=supy ,JjS Skj. Beachte:0 Zna  Zn = jZajin 139)

P supjz¢j " = P(Znj ") = P SUDiS* Sn+ Sn Skj} "
k n Skoon {Z
]S SnJ+JSk Sn]

P 2supjSx Snj " ! Ofurn!l
k n

33=) Z, 1> 0. Def. von Z,, =) (Sn) ist mit W' 1 eine Cauchy-Folge, d.h.:
9 02A mit P( ¢)=1 und
8!/'2 o: lim supjS() Sk(')j = 0:
n!l “k n

Cauchy-Kriterium fur reelle Folgen=) 8 ! 2 o :S(!):=lim a1 Sa(!) ex.
Lemma von Kronecker (s. Memo) mitx; := X;(!) EX; =) Beh. B

OO

BY NC Norbert Henze, KIT
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4.8 Folgerung (Starkes GGZ bei gleichma ig beschr ankten Varianzen)

Sei(Xn) eine Folge unablngiger Zufallsvariablen mit gleichm ig beschmnkten
Varianzen, alsosup,,yV(Xn) c¢<1 fureinc2 [0;1 ). Dann gilt

X :
lim = (Xj EXj) = 0 P-fast sicher:
n'l n j=1

Beachte: Diese Situation deckt den Fall identisch verteilter Zufalvariablen mit
EX? < 1 ab. Es gilt dann
1 X .
= Xj ! EX. P-fast sicher;, vgl. Satz 4.2:
j=1

OO

BY NC Norbert Henze, KIT
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Beweis von Satz 4.2,,b) =) a):\

Sei X, = Xj
Es gilt: X1;%;
SeiAj = fx 2

X V(Rn)

n2
n=1

Memo: Zu zeigen: X1;X2;:::udv. ; EjX1j< 1 =) — EX1
1ff Xnj <n g (, Stutzung von X,\) .
:: unabhangig undEX2< 1 ,n 1.
. S P
jo1ixj<jgi 1 (3 LA =R
b3 1 X z
= RZAP (V(®n) ER;j®aj<n)
nmt NV ja f1i ®aisiog
% a0 Z ,
) X1dP (warum?)
noy 1 j=1 fi 1i Xaj<i g
% % 47 %
iz x*P*1(dx)  beachte jetzt: iz 2
.. nZ o, _.n j
j=1 n=j j n=j
AR 1] o X
2 jxj == P*1(dx) beachte jetzt: == 1 auf A;
FLoA J J

OO

BY NC

2 jxjP*idx) = 2 EjX4j < 1:
R

Norbert Henze, KIT
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Memo: Zu zeigen: X1;Xz;: iUV, ; EjX1j< 1 =) ST” 1" EX,
b3
Memo: X, = X,1ff Xnj<ng; V(fn) <1
n=1 h
Kolmogorov-Kriterium 4.7 =)
1 x f.s .
o >€’j E>€’j ' Obein'l

j=1
D.h.:9 ¢2A mit P( 9)=1 und
X X
8! 2 o: % )@j(!) % E>€’j ! 0:

j=1 i=1

Beachte: EX; = E[X;1fiX;j <] d]
= E[X11fi X1j<j d] (warum?)
I EXifurj!l (warum?)

EX1 (warum?).

m
20
I

Hieraus folgt lim 1
n'l n i=1

@0
Norbert Henze, KIT
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Memo: Zu zeigen: X1;Xz;:i:uiv. ; EjXij< 1 =) STH IS EX,
Memo: X, = Xn1fi Xnj<ng; lim = E® = EX:
ni

1% X
Memo: H >¢j(!) ﬁ E)@j I 082 o;P( 0)=1
j=1 j=1

%<

h 3
P(X, 8 X,) = P(jXnj n) = P(jX1j n) (ident. Verteilung')
=1 n=1

n=1 n
< 1 (warum?)

|
v B ’
Bore{Cantelli =) P fXx 8 Xxg =0: Komplementbild. =)

n=1 k=n

9 :2A mit P( 1)=J.I 8! 2 19ng= ﬂo(')gk No : Xk(!)= )@k(')

1 X 1 X
Folgerung: 8! 2 1: =  X;(!) = X (') ! 0 (warum?)
nj:]_ nj:l
. 1 X
Esgilt P( o\ 1)=1und 8 2 o\ 1ZH Xj(!)! EX:: N
()OS j=1

BY NC

Norbert Henze, KIT
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4.9 Anwendung: Monte-Carlo-Integration

Seien
@ B eine beschnkte Borelmenge inR* mit 0< jBj:= ¥(B),

o f eine aufB de nierte, messbare Lebesgue-integrierbare Funktion.

SeiU ein Zufallsvektor mit der Gleichverteilung (B) auf B. Dann existiert der
Erwartungswert vonf (U), und ei gilt

1
Ef (U) = f(X)=—dx = —;
= g

wobei z
I = f (x)dx:
B

SeiU;; Uz;::: eine u.i.v.-Folge mit Verteilung YB). Dann ist f (U1);f (Uz);:::
eine u.i.v.-Folge reeller Zufallsvariablen.

Nach dem starken Gesetz Gro er Zahlen gilt
X igi X
STty o ase BT ory oo
n j=1 18] n j=1
Durch Mittelung vieler Funktionswerte an unabéngigen rein zudlligen
Stutzstellen kann man also das Integrdl schatzen.

©NOK)

BY NC Norbert Henze, KIT
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Zahlenbeispiel:
k=3,B :=[0;1P, f (x1;X2;X3) :=sin( X1 + X2 + X3).
In diesem Fall kann man das Integrdl direkt ausrechnen: Es ist

z 1Z 1 z 1
sin(x1 + X2 + x3)dx1dx2dxs

0 0 0
= cos(3)+3cos(l) 3cos(2) 1 = 0:879354
10 Simulationen mit jeweilsn = 10000 gleichverteilten Pseudozufallspunkten in
B ergaben die Werte
0:8791; 0:8777, 0:8808 0:8789 0:8808 0:8801; 0:8812 0:8785 0:8783 0:8813
In jedem Fall ist die betragsm ige Abweichung zum wahren Wert bchstens
gleich 0.002.

Norbert Henze, KIT 4.16
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SeienX1;X2;::: wiv. mit E(X1) =0, E(X?) =1, Sn = X1+ 11+ Xn.

Sei" > 0 beliebig,a, := n*™?" ", Es gilt:
X oviXs) . * 1 <1 o) S gs o
aZ ~ o = g DO

n=1 n=1

4.10 Gesetz vom iterierten Logarithmus (Hartman/Wintner,  1941)
Ist (X 1) eine u.i.v.-Folge auf( ;A;P) mit EX; =0 und EX? =1, so gilt:

P limsu 1375" =1 =1= P liminf 1375" =
ni1 . 2nloglogn ni1 2nloglogn

Fur eine relle Folge(b,) seiH (b,) die Menge der Hwufungspunkte von(b, ).
Unter obigen Voraussetzungen gilt:

4.11 Satz (Strassen, 1967)

n | (o]
P 12 H p) =[ 1,11 =1
2nloglogn

OO

BY NC Norbert Henze, KIT
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5 Charakteristische Funktionen

Charakteristische Funktionen sind ein wichtiges Hilfsnbél zur
Charakterisierung von Verteilungen und zur Herleitung vd@renzwertstzen.

Zur Einfuhrung beretigen wir komplexwertige Zufallsvariablen.

C = fz=u+iviuyv2Rg i"= 1
u = Rez, v=1Imz Z:=u v,
. pP——

iz} = uz + v

e = cos#+isin#

B(C) fu+iv:(uv)2BgB 2B? :

Sei( ;A;P) ein W-Raum. SindU;V reelle Zufallsvariablen auf , so ist
Z = U+iV

eine C-wertige Zufallsvariable. FallEjUj < 1 undEjVj< 1, so

E(Z) := E(U)+iE(V):

N2
Norbert Henze, KIT
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) _ . . . _ P
Memo: E(Z) := E(U)+iE(V); jZj= T UZ+ V2

Beachte:max(jUj;jVj) j Zj j Uj+ jVj
Folg: E(Z) existiert ) EjZj< 1.

Rechenregelndr E() auf L1(C):= fZ: | C:EjZj< 1g
FerZ;Z1;Z> 2L Y(C) und 1; 2 2 C gelten:
E( 1Z1+ 2Z2) = 1EZ1 + LEZ;
JE(Z)] EjZj: (5.1)
Beweis von (5.1): SeiE(Z) =: ré* mit r = jE(Z)j, # = arg E(Z).
WegenRe e #Z j Zj (1) undr 2 R sowiee #E(Z) = r folgt

jE(Z)j = r = E ez = E Re(e "2) Ejzj: W

©NOK)

BY NC Norbert Henze, KIT
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5.1 De nition (Charakteristische Funktion)

Sei X eine reelle Zufallsvariable mit Verteilung®® und VerteilungsfunktionF .
Dann heit die durch

"x(t) = E % = e PX (dx) = e™ dF (x)
1 1

de nierte Funktion ' x : R ! C die charakteristische Funktion (CF)oder
Fourier-Transformierte vonX (von P*, von F).

5.2 Folgerungen

a) ImFallP* = f ! ggt wegene®™ = cos(tx)+zi sin( tx)
1 1

"x (1) = cos(tx)f (x)dx +i sin(tx)f (x) dx:
1 1
b) FallsP* (D)=1, 2 abzahlbar, so gilt “
"x () = costx) P(X = x) +i sin(tx) P(X = x):
x2D x2D

OO

BY NC Norbert Henze, KIT
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5.3 Beispiel (Poisson-Verteilung)
FallsX  Po( ), so folgt

"x(t) = E €% = e e =e — =

= exp (' 1)

Das Bildf' x (t):t2 Rg( f z2 C:jzj 1g) isteine 2 -periodische) Kurve.

Im

05 Re

ONOIS)
Norbert Henze, KIT
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5.4 Beispiel (Normalverteilung N (0; 1))

SeiX N(0;1). Dann hat X die !-Dichte
2
X

1
f(x) = pzzexp - x 2 R:

Beachte:f (x) =Zf ( x)undfOx)= xf(x).Es folgt fur jedest 2 R:
1
"x(t) = cos(tx) f (x) dx;
Zl
1

0 sin(tx) ( xf (x))dx (DOM, Di . unter Integral!)

1
Zl

sin(tx) f %(x) dx
1 Z L
= t cos(tx) f (x)dx (partielle Integration)
1
t' x (t):
Die einzige l®sung dieser DGL mit der Anfangsbedingurigx (0) =1 ist

"x (t) = exp %; t2 R:
Beachte:' x ist reellwertig!

Norbert Henze, KIT
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Memo: 'x ()= E &%

5.5 Satz (Elementare Eigenschaften charakteristischer Fu nktionen)
Fur die charakteristische Funktion einer ZufallsvariableX gelten:
a) 'x(0)=1,j'x()j 1, t2R,
b) ' x ist gleichma ig stetig,
c) 'x( t)="x(t), t2R,
d) ' a><+b(t)=e“b' x (at), a;b;t2 R.
Beweis: a), c) und d) folgen direkt aus der De nition (!).
b): Sei kurz' ="' x. Mit JEZ] EjZj folgtfurt;h 2 R
jv (t+h) ' (t)] E ei(t+ h)X eitx - E eitx (eihx 1) E eihx 1:

DOM =) limp oEE€™ 1 =0. W

5.6 Beispiel (Normalverteilung N (; 2))

FallsX N(; 2),s0X Y + mitY N(O;1). Mit d) und 5.4 folgt
2t2

>
@ ®@ Norbert Henze, KIT
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"x(t) = e exp t2R:
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5.7 Satz (Charakteristische Funktionen und Momente)
Es gelteEjX j < 1 fur eink 2 N. Dann ist' x k mal stetig di erenzierbar,

z
r 1 )
= S dfr(t) = @' €NPXdx); t2R;
1
insbesondere also @) = i"EX"; r=1;:5k (5.2)

Mit der Abkurzung x * y := min( x;y) gilt weiter fur jedest 2 R:

Xk P\ T i ik i ik+1
() (it) EX E 2tX ¢, X

o ! k! (k +2)! (5.3)
Beweis: Sei' ="' x.Furh2 R mit h 6 0 gilt
Z .
() I (O I L R
h = e h P* (dx):
ihx ihx 1
. H H | H = 1 .
Beachte: h i xj () und |!I!mo h i X:
Z .
DOM =) " %t)=  ixe™ P*(dx): Induktiv forttahren = ) * {(t) =
D00

BY NC Norbert Henze, KIT
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X‘ (It)r 2i H3 R ik+1
. PR r JEX " A JEX
Memo: Zu zeigen: ' x (t) ~ O EX E K (k+ D1
. Xy
SeiRk(x) = e %; X2 R; k2 No:
r=0 ’

Behauptung: Es gilt

2xj* , jxj<rt
kI (k+1)!’

Beweis: Induktion uber k. Induktionsanfangk = 0: Es gilt:

JRk(X)]

X 2 R; k2 No: (5.4)

. R,
Ro(x) = e™ 1 = jieVdy:
Hieraus folgen sowohjRo(x)j 2 als auchjRo(x)j j Xj =) Ind.anfang.

R
Induktionsschlusk ! k+1: Es gilt R+ (X) =i OX Rk (y)dy: (1) Ind.vor. =)

z P iy k+ z sk ik +
Y P LS 7 R .

JRk+1 (X)] JRk+1 (X)]

In (5.4) x durchtX ersetzen undg() bilden=) Beh. I

OO

BY NC Norbert Henze, KIT
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5.8 Satz (Multiplikationsformel f wr charakteristische Funktionen)

Y1
X1+ m+xn (1) = 'xj(t); t2 R:
j=1
Beweis: Sei 0.B.d.A.n =2 (warum?) und kurzX := X, Y := X, gesetzt.

Die Multiplikationsformel E(UV) = ( EU)(EV) fur reelle unablengige
Zufallsvariablenubertragt sich durch Zerlegung in Real- und Imaganteil
unmittelbar auf C-wertige Zufallsvariablen.(!)

Mit X undY sind auche™ und €Y unabhangig. Es folgt
Cav(t) = E JUX+Y) o g X gty
- E eit)( E eitY

"x ()" v () t2R: W

OO

BY NC

Norbert Henze, KIT
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5.9 Satz (Umkehrformeln)
Es seiX eine Zufallsvariable mit charakteristischer Funktioh. Dann gelten:
a) Sinda;b2 R mit a<b, so gilt:

z . .

1" Ted gl P(X = a)

dn o = S
Zl

j (jdt< 1

+P(a<X<b )+

b) Gilt

so besitztX die stetige besgunkte !_Dichte
1 1

f) = & e ™' (t)dt; x2R:
1

5.10 Korollar (Eindeutigkeitssatz)

Es seienX;Y Zufallsvariablen mit charakt. Funktionen x bzw.' y. Dann gilt:

PX:PYO "x ="y

Beweis: ,( =\: Seien F und G die VF'en vonX bzw.Y, C(F):= ft2 R: F
stetigin tg. a) =) F(b) F(a)= G(b) G(a) 8a:b2 C(F)\C (G), a<b.
RnF) und Rn G) abzhlbar, rechtss. Stetigkeit=) F=G. W

Norbert Henze, KIT
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Beweis von Satz 5.9: a): Seiér T > 0

ZT ita itb
M = L & (pydt
2 T it 5
Z . .
1 T e ita e itb 1 i X
= - - P t:
5 ] T ) € (dx) d
ita e itb z b .
Beachte: — - e d b a: Satz von Fubini =)
a
z, zZ, | _
1 e|t()< a) elt(x b) N
I(T) = — —dt P :
(M Lz . - dt P* (dx)
ZI {z }
_ 17 Tsin(t(x @) sin(t(x b)) dt
o t
Sei Z, .
S(T) = X 4x; T 0 =)
0 X

T

S'”i#t) dt = sgn(#) S(Tj#): #2 R
0

N0l
Norbert Henze, KIT
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z
T . T .
Memo: S(T) = S'Xﬂdx; S'“E#t) dt = sgn(#) S(T#j)
0 0
Z 1
Es folgt 1(T) = g(x; T) P* (dx);
1

wobei

g T) = sgn(x a)S(Tjx aj) sgn(x b)S(Tjx bj):

Die Funktion g ist beschankt, und wegen

TIlilm S(T) = > (Integral von Dirichlet, s. Kap. 1)

ergibt sich:
8
2 0; falls x<a oderx>b;
1, falls x = a oder x = b;
1; falls a<x<b:

=0 (0= m geaT)=

Vv

DOM =)
M 1(T)= ()P Ax) = S (fag)+ TP (fhy)+ P (a:b):
T 1 2 2

OO

BY NC Norbert Henze, KIT
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Memo: Z.z.

z 1
Falls j" (t)jdt< 1 ; so hat X die stetige beschmnkte
z,*

Dichte f (x) = Zi e ™' (dt; x 2 R:
1

b): Die Funktion f ist beschenkt. Wegen

Z,

. . 1 it ITIPRY
ety o ) e™ e j(njdt

ist f stetig (DOM!). Fur a;b2 R mit a <b gilt

z b
f (x)dx

a

=) f(x)2R,

Zy 24
= - e "™ (t)dtdx
a 2 1
1 Z, Zy )
= = "(t) e ™dxdt  (Fubini)
2 1 Z a
T ita ith
- om 2 % g
T 2 T it

- %P(X - a)+ P(a<X <b )+ %P(X = b) (naCh a))

P(X=b=08b2RundP* =f ! H

Norbert Henze, KIT
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5.11 Korollar (Charakterisierung der nullsymmetrischen V erteilungen)
Fer eine ZufallsvariableX qgilt:

X X0 'x(t)2R 8t2R:

Beweis: Ubungsaufgabe!

5.12 Korollar (Additionsgesetze)

Es seienX und Y unabhangigeZufallsvariablen. Dann gelten:

a) X N(; 3, Y N »=) X+Y N +; 2+ 2,

b) X Po(),Y Po()=) X+Y Po( + ).

c) X Bin(m;p),Y Bin(n;p)=) X +Y Bin(m+ n;p).
Beweis: a) Es gelten

2t2 , it 2t2

5= 5 Y ()y=e ~ exp >
Multiplikationsformel und Eindeutigkeitssatz liefern &i Behauptung.
Analog folgen b) und c).

OO

BY NC

x(W)=e'! exp
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5.13 Satz (Konzentrations-Ungleichung von levy)
SeiX eine Zufallsvariable mit charakteristischer Funktioh. Dann gilt fer jedes
a> 0: Z
P jXj 1 ! (1 Re' (1)) dt
JX] = 5 :

Beweis: Es giltE sinl furjuj 1 und 1 sinl 1
u 7
2 z, z,
S @ Re ()dt 1 cos(tx) P* (dx) dt
1

= ;—L‘ (1 cosx))dt P* (dx)

sin(ax) _x
. . P (dx)
sin(ax)

ax

1
fi xj 1=ag 7

(1 sin1) 1P (dx)
fi xj 1=ag

1. m

P* (dx)

%P iXi
@O

BY NC Norbert Henze, KIT
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5.14 Abschlie ende Bemerkungen
a) FallsP* =f ! sogiltlimyu; ' x(t)=0 (Riemann-Lebesgue-Lemma)
Beweisidee: Appreximieré durch eine Elementarfunktion. Letztlich
kommt es nur auf €™ 1j,5)(x) dx an. Beachte:
4 zZ, 1
€% Lpap(X)dx = e¥ dx = = g? &P 1 Qopeit! 1

a

b) Fallsj' x (t)j =1 fur eint 6 0, so ist X diskret verteilt (auf aquidistant
liegenden Punkten®bungsaufgabg

¢) In der Vorlesung Eindihrung in die Stochastik wurder eine No-wertige
ZufallsvariableX die (wahrscheinlichkeits-)erzeugende Funktion

X k
ox (s) = P(X = K)s';  jsi L
k=0
eingedihrt. Beachte:gx (s)= E s* ,' x(t)= E &%

d) Fur eine nichtnegative ZufallsvariablX (d.h. P(X  0) = 1) arbeitet
man oft mit der sog. Laplace-Tranhsformierten
i

Lx()=Ee* ; 0:

OO
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6 Verteilungskonvergenz

SeienX; X 1;X2;::: reelle Zufallsvariablen auf einem W-Raurh ;A; P)
mit VerteilungsfunktionenF; F1;F2;:: .

Fur eine FunktionG : R* | RS seiC(G) := fx2 R¥:G stetig an der Stelle xg
die Menge der Stetigkeitsstellen vorG.

6.1 De nition (Verteilungskonvergenz)
Xn 1® X 10 lim Fa(x)= F(x) fer jedesx 2 C(F):
n!

In Worten: (X ) konvergiert in Verteilung gegerX .

P* heit Grenzverteilung (asymptotische Verteilung) vo(X ») bzw. von(P*").

Beachte:Es nden sich auch die Schreibweisen

D D

Fo!® F; PP P x, 1P P

O enbar gilt X, !1° X ¢ lim Pl ix])= PY(1 ;x]) 8x 2 C(F).
eNole]
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Memo: X, !° X 0 limar  Fa(xX)= F(x) furjedesx 2 C(F):

6.2 Bemerkungen
a) AusXn 1° X undX, !° YfolgtX 2vY (0 P =P).

D D

Beachte:Xn !7 X; Xn 7 Y =) F(x)= G(x) 8x2C(F)\C (G)
=) F = G (warum?).
b) FallsF in De nition 6.1 stetig, so gilt (Ybungsaufgabe!)

D

Xn 7 X 0 sup Fa(xX) F(Xx) ! O (Satz von Polya)
x2R

¢) Warum nur Stetigkeitsstellen vonF in De nition von X, 1® X2
Betrachte (X ) und (Yn) mit

OO
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Es geltenXn, '° X, Yo !° X, wobeiP(X =0)=1, denn:

Fn (x) Gn (x)
l ——— f

1=n 1=n

Es gelten:
Fa(x)! 1fur x> 0 Fan(x)! Ofurx O;
Gh(x)! 1furx O Gh(x)! Ofur x< Q;

F(x)=1furx O F(x)=0fur x< O

Keine Konvergenz vor(F, (x)) fur x = 0!

©NOK)
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6.3 Beispiel (Gumbelsche Extremwertverteilung)
SeienY1; Yz;::: u.i.v. mit Exponentialverteilung Exfl), also
PY: t) =1 e t O
und P(Y; t)=0,t< 0.

Fur x 2 R gilt
Fan(x) = PXn x) = P(max(Y;:::;Yn) logn x)
= P(max(Y1;:::;Yn) XxX+log n) |
n o \n ’
= P(Y: x+logn)" max Y, u = fY; ug
] n .
=1
= (1 exp( (x+logn))" (falls x +log n  0)
ex "
= 1 ;
n
also Ililm Fa(X) =0 G(X); x2 R; wobei G(x):=exp e *:
ni

G heit Verteilungsfunktion der Extremwertverteilung von Gumbel

OO
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Memo: Yi;Ya;:::u.iVv. Exp(1); Xn = lmax Y; logn
j n

Xn 1° X, wobeiP(X x)= G(x); x 2 R.
exp( (x+e X)) = GYx)
I I I I I I I I
3 2 1 0 1 2 3 4 5
Dichte der Gumbelschen Extremwertverteilung
ONoIS

BY NC
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6.4 Beispiel (Zentraler Grenzwertsatz von de Moivre-Laplac €)
SeiS, Bin(n;p), 0<p < 1. Dann gilt
Sh np

!
np(l p)

® N@©;1) bein!1l

Beweis: In gre erer Allgemeinheit smter.

3 2 1 0 1 2 3

Histogramm der standardisierten Binomialverteilung B{&00; 0:3) mit Dichte
der Standardnormalverteilung

OO
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6.5 Beispiel (Gesetz seltener Ereignisse)
SeiX, Bin(n;pn), n 1, wobeilim,n np, = ,0< < 1 .Dann gilt

Xn 1° Po( ):

Beachte (vgl. Vorlesung Eintihrung in die Stochastik):

Fur jedesk 2 No gilt furn  k
!

n
PXn=k) = @ p)" "
_ An(n I:i(n k+1) K K npn "
Y K (npn)" (1 pn) 1 n
! % 1 K1e
= P(X = k);
wobeiX  Po( ). WegenP(X, X) = P(Xn = k) folgt Xn 1° X.

k=0

N0l
Norbert Henze, KIT
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6.6 Satz (Aus stochastischer Konvergenz folgt Verteilungs konvergenz)

a) AusX, !7 X folgt X, 1° X.
b) Die Umkehrung gilt, wennX eine Einpunktverteilung besitzt.

Beweis: a) SeienFn(x) = P(Xn x),F(X)= P(X x),"> 0. -Ungl =)
fX x "g f Xn xg[fiXn Xj "g x2R; ()
=) Fx ") Fa()+ P(Xn Xj ")
=) F(x ") liminf F,(x):
n!'l
Analog: lim sup Fn (X) F(x+"): "#0 =) Fa(X)! F(x) 8x 2 C(F).
n'l
b) SeiP(X = a)=1. Sei" > 0 beliebig=)
P(iXn Xj ")=P({Xn a ")=PXn a ")+ PX, a+")
Fan(a ")+1 Fnp(a+ "=2): (warum "=2 und nicht "?)
Wegena " 2C(F);a+ "=22C(F) (warum?)sowieF(a ")=0,
F(a+ "=2)=1 folgt P(jXn Xj ")! 0, alsoXhy P x.

OO
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Xn !

D

Xn 1™ X

Konvergenzbegri e tr Zufallsvariablen in ihrer Hierarchie

OO
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6.7 Satz (Lemma von Sluzki)
Es seienX; X 1;X2;:::;Y1;Y2; 11 reelle Zufallsvariablen auf einem W-Raum
( ;A;P) mit X, 1® X undY, !" afureina2 R. Dann gelten:
a) Xn+ Yn!° X +a,
b) XnYa!° ax.
Beweis: a) SeienF die Verteilungsfkt. (VF) von X, "> Oundt 2 R bel. =)
PXn+Yn t) = PXa+Yn tjYn aj>")
+P(Xn+ Yo tjYn a ")
P(GjYn a>")+ P(Xpn t a+"):

Fallst a+ " 2 C(F), so folgt wegenY,, ! P a
limsup P(Xn + Yn 1) F(t a+"):

n!l
Beachte:P(X + a t)= F(t a). Folg.:t Stetigkeitsst. der VF vonX + a
0 t a2C(F).Falls"=" #0mitx a+ "« 2C(F), so
limsupP(Xn + Yy, t) PX+a 1t):

nl!l

OO
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Memo: Vorauss.: X, 1P X; Yn 1” a: Beh.: Xn + Yy 1° X+ a
Bereits gezeigt: Fallg 2 C(Fx +a), SO:

Iimlsup P(Xn+ Yn 1) P(X +a t):
Analog ergibt sich ﬁr t a2C(F)
Iiminf P(Xn+ Yn 1) PX+a t): (1
Insgesamt folgrt]l!ilm PXn+Yn t)= PX+a t)
fur jedest mit t a2 C(F) und damit a).

b) Ubungsaufgabe! W

OO

BY NC Norbert Henze, KIT
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Achtung! Es gelten:

f.s. f.s.

Xo ™ Xund Yy "™ Y =) Xo+ Yy ™ X+Y;

P P

Xo 1P XundYn!” Y =) Xo+Ya!® X+V;

aber i. Allg. folgt ausXn 1® X undYs !° Y nicht Xn + Yo 1° X + Y.

Gegenbeispiel: Sei
e X N(0;1),
e Xn =Yy = X,n 1,
oY = X ( N(;1).

P X, Y, 1P

Es geltenX, ! Y, Xn+ Yo =2X 17 2X  N(0;4),

aberX +Y =0.

Memo: F (p):=inffx2 R:F(x) pg U U@O:;1)=) F Y(U) F

Interessanterweise besteht ein direkter Zusammenhang setien Konvergenz in
Verteilung und fast sicherer Konvergenz:

OO
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6.8 Satz (Skorokhod)

Es seienX; X 1; X2;::: reelle Zufallsvariablen auf einem W-Raur ; A; P) mit
Xn 1° X . Dann existieren auf einem geeigneten W-Rau(f; &; P) Zufallsva-
riablenY; Y1;Y2;::: mit

Y = PX; P = Pnin 1 (6.1)

. D
also insbesonder&, !~ Y, und

Iilm Y. = Y P-fast sicher: (6.2)
n!

Beweis: SeienF;F1;F2;::: die Verteilungsfunktionen vonX; X 1;X;:::.
Wir setzen

(&) = ((0:1);B\ (0;2); jor1))
undY ()= F Yp), Ya(p):= F, X(p),n 1, p2¢€.
Nach dem Satzeber die Quantiltransformation (vgl. ES, Satz 25.21) folgt
(6.1).
AusFn(x)! F(x)8x 2C(F) folgt F, *(p)! F (p) 8p2C(F ') (U)).
Da RnC(F ') abzmhlbar ist (warum?), folgt (6.2). H
ONoIS
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6.9 Satz (Abbildungssatz, Continuous mapping theorem)

SeienX; X 1; X 2;::: Zufallsvariablen aufl ;A;P)undh:R! R eine messhare
Funktion, die P* -fast berall stetig ist d.h. es gelteP* (C(h)) = 1 . Dann gilt:

Xn 1 X =) h(Xn)!° h(X):

Beweis: Seien(€;&;P) undY, = F, ;Y = F ! wie in 6.8. Es existiert eine
Menge €, 2 &£ mit P(€5) =1 und

lim Yn(p) = Y(p) ferjedesp?2 €:

Nach Voraussetzung giltl = P* (C(h)) = BY (C(h)) = B(Y *(C(h))).

Sei€; == €\ Y (C(h). Dann gilt B(€1)=1.

Fur jedesp 2 €1 gilt h(Ya(p)) ! h(Y(p)), alsoh(Yn) ! h(Y) P-fast sicher
und damit B 12 BN (warum?)

WegenP"(Yn) = ph(Xn) ph(Y) = phX) (warum?) folgt h(X,) !'° h(X). W

OO
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Warnung! Aus X n 1® X folgt im Allgemeinennicht EX, ! EX.
Gegenbeispiel: SeieK; X 1;X2;::: N(O;1).

Damit gelten trivialerweiseX » 1® X undEX,! EX.
Sei weiterYs mit P(Yq = n?) = % und P(Y, =0):=1 =

Es gilt Yy ! 0 und damit (Sluzki) Xn + Yn 1° X, aber

E(Xn+Yn) = n!1l

Beachte: SeienX; X 1; X2;::: mit VerteilungsfunktionenF; F1;F2;:::.
Sel He = 101 x:x2C(F) :
WegenF,(x)= PX"((1 :x]))= E 11 x;(Xn) (u.dgl fur F) folgt:

D

Xo 1? X 0 lim Eh(Xn)= Eh(X) 8h2HE:

Die Funktionen ausH sind (im Gegensatz zu ig) beschenkt.

OO
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Im Folgenden seien
e G, :=fh:R! R:h stetig und beschranktg,

@ G =fh2Cy: limxix  h(x) existiert g.
Beachte: Die Funktionen ausG,.; sind gleichna ig stetig.

6.10 Satz (Kriterium f ur Verteilungskonvergenz)
Die folgenden Aussagen sindquivalent:

a) Xn!° X,

b) nI!i{n Eh(Xn)= Eh(X) 8h 2 Cy,

c) nI!i{n Eh(Xn)= Eh(X) 8h2Cp1 .

Beachte: SeienF die Verteilungsfunktion vonX und

He =1l 4 :x2C(F)a:

Damit: X, !° X 0 limna Eh(Xn)= ER(X) 8h2HE.

Beweis: ,b) =) c)\:Klar,da G,1 Cy.
ONoIS

BY NC

Norbert Henze, KIT
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Memo: a) Xn !'° X; b) Eh(X,)! Eh(X) 8h 2 Cy:
.a) =) b)\: Seien h 2 C, beliebig und
K :=sup jh(xX)j; Yn = h(Xn); Y := h(X):
X2 R
Zu zeigen:EY, ! EY.
SeiGh(x):= P(Y, x),n 1, undG(x):=P(Y x),x2R.

AusXn 1° X folgt Yn ® oy (warum?) und damitG, ! G !-f.u. (warum?)
WegenjY,j K undjYj K ergibt sich

Z zZ,
EYn = (I Gn(x))dx Gn(x)dx (Darstell.formel)
Z, z,"
! (1 G(x))dx G(x)dx = EY: (warum?)
0 K

OO

BY NC
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Memo: Zu zeigen:Eh(X,)! Eh(X)8h2Cy1 =) X 1® X

D

Xn1® X 0 Eh(Xa)! Eh(X)8h2Hg, He = f1(; »; :x2C(F)g

.C) =) a)\: Idee: Approximierel(; j;2Hg durchh 2 Cy1 . Sei"> 0 bel.

Seih-(t):=1 furt x ", h(t):=0 furt x und lineare Interpolation.
1 () L0
X i >l< t X i )I( t

Es gllt 1( 1 x] h- 1( 1 x "] und damit

Fa(x) = Els ;x](xn) Eh-(Xn)
| ER(X)  El . (<) = F(x )

also Iimlinf Fa(x) F(x "):Analog(!): limsupFn(x) F(xx+"): N
n! n!l
@NOkE]
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6.11 Satz (Auswahlsatz von Helly)

Zu jeder Folge(Fn) von Verteilungsfunktionen gibt es eine TeilfolgéF,, ) und
eine monoton wachsende, rechtsseitig stetige Funktiéh: R! [0; 1] mit

kI!ilm Fn,(X) = F(x) 8x2C(F): (6.3)

Beweis: SeiQ =: fri;rz;:::g. Satz von Bolzano-Weierstra und
Diagonalfolgen-Bildung (Cantor)=) 9 Teilfolge (Fn, ), sodass

G(r) = Li.q‘ Fn,(r); rz2gQ;
existiert. Setze

F(X) ;= inffG(r):r2Q; r>xg:
DannistF : R! [0;1] wohlde niert, monoton wachsend.
F ist rechsseitig stetig denn:

Seienx 2 R und " > 0 beliebig. Es gibt einr 2 Q mit x<r und
G(r) <F (x)+ ".

Fer jedesy 2 Rmit x y<r gitdannF(y) G(r)<F (x)+ ". P

OO
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Memo: G(r) = Llrlrw Fn,(r); r2Q:

Memo: F(x) = inffG(r):r2Q; r>xg:
Seix 2 C(F). Behauptung:
F(x)= lI(lm Fn, (X):
Beweis: Wahle zu" > Oeiny <x mit F(x) "<F (y).
Wahle dannr;s 2 Q mit y<r<x<s undG(s) <F (x)+ ". Wegen
F(xX) "<G(r) G(s)<FxX)+"
und Fr(r) Fn(X) Fn(s),n 1, folgt dann
F(x) < G(r) = le Fn,(r) Ilmlnf Fn, (X)
limsup Fn, (X) lim Fn, (s) = G(s)
k11 ki1
< FMX)+"

"#0=) limgn Fn(x) = F(x). MW

OO
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Achtung! Die Funktion F im Satz von Helly muss keine Verteilungsfunktion
sein! BetrachteF, := 1.1, n 1

EsgqiltF, ! F 0. ,Masse ist nach Unendlich abgewandert\.

Wie stellt man sicher, das kein derartigerMasseverlust\ statt ndet?

OO
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6.12 De nition (Stra heit)
Es seiQ & ; eine Menge von Wahrscheinlichkeitsma en alB. Q heit stra ,
falls gilt: Zu jedem" > 0 gibt es eine kompakte Meng&K = K- R mit

Q(K) 1 " furjedesQ2Q:

6.13 Beispiele
a) Jede endliche Menge&) ist stra (&bungsaufgabe)

b) SeienX1;X32;::: Zufallsvariablen mit existierenden Erwartungswerten.

Gilt sup,,yEjXnj< 1 ,soist P*" :n2 N stra.

Beweis: SeiEjXnj M < 1,n 1 Furc> 0giltdann
P(jXnj >c) % M? " falls c:= M

SetzeK :=[ c¢;d. K ist kompakt, und es gilt
PP(K) = P(Xnj o 1 "%n 10

OO
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6.14 Beispiel (Translationen einer Verteilung)
Es seien( ;A;P) ein W-Raum undX : ! R eine Zufallsvariable.
Weiter sei(an) eine reelle Zahlenfolge. Dann gilt:

PX*@ :n 1 iststra | (an) ist beschrankt:

Beweis: ,( =\: Es gelte ja,j afurjedesn 1. Sei"> 0 beliebig.
Es existiert einc2 (0;1 ) mit P*([ ¢;d) 1 . (warum?)
Fur jedesn 1 folgt dann

1" P oad) P (c+ a)c+ a)):

.=) \: Angenommen, die Folge(an) sei nicht beschankt. O.B.d.A. gelte
an !l . Sei[ c;c] ein kompaktes Intervall. Es gilt

PX+an 2[ ¢;d)=P(X 2[ ¢ an;c an]) P(X c a)! Obein!'l

Damit kann PX*23 :n 1 nicht stra sein. (warum?)

OO

BY NC Norbert Henze, KIT

6.23



Verteilungskonvergenz

6.15 De nition (relative Kompaktheit)

Es seiQ & ; eine Menge von Wahrscheinlichkeitsma en au8.

Q heit relativ kompakt, falls gilt: Zu jeder Folge (Qn) aus Q existieren eine
Teilfolge (Qn, ) und ein WahrscheinlichkeitsmaQ (u.U. Q 2Q!) mit

Qn !° Q fark!1l (6.4)

6.16 Folgerung Gilt X, 1® X,soist PXn :n 1 relativ kompakt.

6.17 Beispiel
Jede endliche Meng& von Wahrscheinlichkeitsma en ist relativ kompakt.

6.18 Satz (Stra heit und relative Kompaktheit sind

aquivalent)
Fur eine MengeQ €& ; von Wahrscheinlichkeitsma en auB sind aquivalent:
a) Q ist stra,
b) Q ist relativ kompakt.
ONoIS
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Memo: a) Q ist stra () b) Q st relativ kompakt :

Beweis: ,a) =) b)\: Sei (Qn) eine beliebige Folge au®.
SeiFn(X):= Qn(( 1 ;x]), x 2 R, die Verteilungsfunktion vonQ,, n 1.

Auswabhlsatz von Helly (Satz 6.11F) 9 Teilfolge (Fn, ), 9F : R! [0;1],
F monoton wachsend und rechtsseitig stetig, min, (x) ! F(x) 8x 2 C(F).

Vorauss.=) zu beliebigem" > 0 existierena;b2 R mit a<b und
Qn((a;b)) = Fn(b) Fn(a) 1 " furjedesn 1
Seiena% b’ 2 C(F) mit a’<a und b°> b. Dann folgt
1" Qn (b)) Qn, ((a%b7)

= Fn (0 Fn (@9
I FM) F@

=) F ist Verteilungsfunktion.

SeiQ das zuF geh. W-Ma . Dann gilt Qn, 1° Q.

OO
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Memo: Noch zu zeigen:Q relativ kompakt =) Q stra.
.b) =) a)\: Annahme: Q ist nicht stra. Dann existieren ein" > 0 und eine
Folge (Qn) ausQ mit

Qn([ Mn) <1 " n 1
Vorauss.=) es existieren eine TeilfolgéQn, ) von (Qn) und ein W-Ma Q
mit Qn, !1° Qfurk!1
Wir wahlen Stetigkeitsstellena; b der Verteilungsfunktion vonQ mit

Q((a; hy) 1 E: (warum geht das?) (6.5)

Fur hinreichend gro esk qgilt

1" > Qn ([ niinkl)
Qn, ((a; 1))
I Q(ah]) furk!1

Dies ist ein Widerspruch zu (6.5)! H

@0
Norbert Henze, KIT
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Memo: Q stra () Q relativ kompakt

6.19 Satz (uber Stra heit und Verteilungskonvergenz)
SeienX; X 1; X 2;::: Zufallsvariablen auf( ;A;P). Dann gelten:

a) Aus X, !° X folgt die Straheitvon P*" :n2 N .

b) Ist P*" :n2 N stra, und existiert ein W-Ma Q, sodass jede
(uberhaupt) verteilungskonvergente TeilfolgéX,, ) in Verteilung gegenQ

konvergiert, so folgtX, 1° Q.
Beweis: a) folgt, da eine verteilungskonvergente Folge relativ kqrakt ist.

b) SeiFn(t)= P(Xn t), F(t)= P(X t). Annahme: X, 6E!) Q=)
9x 2C(F) 9"> 09 TF (Fn,) von (Fn) mit

Fro(x) F(x) > k L (6.6)
Vorauss.=) P*" :n2 N iststra =) P*"«x :k2 N iststra. Satz 6.18

=) 9 verteil.konvergente TF(XnE) von (Xn, ). Vorauss.=) Xng 1° Q.
Insbes. nusstanE (X)! F(x) beik!1 gelten. Widerspruch zu (6.6)! H

OO
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6.20 Bemerkungen

a) (Xn)stra :0f P*":n 1gstra.

b) (Xn) stochastisch besclenkt :()  (X,) stra.
c) Xn=0p@1) ) (Xn) stra.

d) Xn = Op(an) 0 X1 stra. (an 60 8n)

a

&) Xn=o0p(1):) Xn!~ O

n
f) Xn=op(an):) 217 0 (an 60 8n)

n

Die Notation Op, 0p wird als stochastische Landau-Notatiorbezeichnet.

Beachte: Fur reelle Zahlenfolger(an ), (bn), by 6 0, gelten analoge Notationen.

e ay = 0(1) : (an) beschankt,

@ a, = O(bn) :0 b beschankt,

@ an = o(1) :( limhy an =0,

@ an = o(bn) :( limhn  an=h =0.
ONoIS
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6.21 Satz (Stetigkeitssatz von levy-Craner)

SeienX1; X 2;::: Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionerf; F2;::: und cha-
rakteristischen Funktionen' 1;' 2 :::. Dann sind folgende Aussageaquivalent:

a) Es gibt eine VerteilungsfunktionF mit Fp 1® F.
b) Fer jedest 2 R existiert' (t) :=lim i1 ' n(t), und die Funktion
' 1R Cist stetig im Nullpunkt.

Falls a) oder b) gilt, so ist' die charakteristische Funktion vorF, es gilt also
z 1
T(t) = €* dF(x); t2R:
1

Beweis: ,a) =) b)\:
Memo: X !° X ( Eh(Xn)! Eh(X) 8h2Cs,
Memo: ', (t)= E €%n = EcosX,)+i Esin(tX):

Setzeh(x) := cos(tx) und h(x) :=sin( tx) fur festest 2 R. P

OO
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Memo: a): Es gibt eine Verteilungsfunktion F mit F, ° F
Memo: b):' (t):=lm n1 'a(t)ex.8t2R; und' :R! Ciststetigin0:

.b) =) a)\ Nach der Konzentrations-Ungleichung von levy gilt éira> 0

7Za

.1
> = —
P jXn] a aof

L Re'n()dt
1 Re' (1) }

z 2
! a(1 Re' (t))dt (warum?)

0

stetiginOund' (0)=1=) zu"> 09a> 0 mit
7Za

- (1 Re'(t)dt<™
a o

Es folgt P(jXnj > 1=a) " fur hinreichend gro esn. Also ist (X,) stra
(warum?).

Norbert Henze, KIT
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Memo: Bereits gezeigt: (Xn)n 1 Stra :

Satz 6.18=) 9 Teilfolge (Xn,) 9 W-Ma Q mit X, !° Q.

Sei X eine Zufallsvariable mit VerteilungQ und VerteilungsfunktionF .
Aus,a) =) b)\folgt ' n (t)! EE™ = (1); t2R.

Wegen' , ! ' gilt' = . Damitist' die CF vonX (von F).

Somit konvergiert jede verteilungskonvergente Teilfolgeon (X ) gegenQ.
Satz 6.19 b)=) Beh. H

6.22 Folgerung (Charakteristische Funktionen und Verteil ungskonvergenz)

Es seien X;X 1;X2;::: Zufallsvariablen mit charakteristischen Funktionen
' 1" 2500 Dann gilt:
Xn 1® X 0 im (=" () 8t2R:
n!

OO

BY _NC Norbert Henze, KIT 6.31



Zentrale Grenzwertsatze

7 Zentrale Grenzwerts atze

Zentrale Grenzwertatze betre en die Verteilungkonvergenz von
standardisiertenSummen unablangiger Zufallsvariablen gegen eine
Normalverteilung.

7.1 Satz (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-levy, 19 24)

SeienX 1; X »;::: unabhangige identisch verteilteZufallsvariablen mitEX ? < 1
und 2:= V(Xy) > 0. Setzen wira := EX1, so gilt
P n
Xj na o

L
n

N(@©;1) furn!1l

. P, .
Mit Sy := |, Xj (sog.n-te Partialsumme der Folge(X)) und ES, = na
sowieV(Sn) = n 2 nimmt obiges Resultat folgende Gestalt an:

S, = %i 1® N(0;1) farn!1
V(Sn)

Botschaft: Fur eine u.i.v.-Folge(X ) mit EX2 < 1 und V(X1) > 0ist die
Folge (S,) der standardisiertenPartialsummen asymptotisch ND; 1)-verteilt.

Norbert Henze, KIT
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Beachte: X
S E(S 1 X; a
s = Sp EG) _ L j

V(Sn) n j=1
=) oB.dA a=EX:)=0, 2=V(X1)=1.
Beweis: Sei
"(x) = L ex X x 2 R:
s P 5o '

Seih 2 Cp.;1  beliebig.
Memo: Gyi1 = fh2Cp: limyi1 h(x) existiert g:

Zu zeigen: z,
Iilm Eh(S,) = h(y)' (y)dy = (Eh(Z); wobei Z N(O;1):)
n! 1

Sei zZ,
f(x) := h(x) h(y)' (y)dy: (Beachte: f 2 Cp;1 )
1
Zu zeigen:
nI!ilm Ef (S,)=0:
©NolS
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z 1
Memo: f(x)= h(x) h(y)' (y)dy: Zu zeigen:Ef(S,)! O:
1

> " f(y) (y)d
— 1 ") y)dy, :
Es gilt:
f(x)= dg(x) xg(x) (nachrechnen!) (7.2)

In (7.1) Nenner durchx dividieren und I'Hospital anwenders)
limyi1  Xxg(x) existiert. Also istx 7! xg(x) gleichmeiig stetig. Wegen (7.2)
und gleichm. Stetigkeit vonf ist auch g° gleichm. stetig (sogar: g° 2 Cp;1 ).

Es folgt:
Ef(Sh) = Eg%S:) E(Sh9(Sh) ,
0 1 X 1 X '
= EBg(S) s EXOG))  Sh=pm o X
i=1 P | j=1
= EgYSn) PRE X149 p— + —p— (warum?)
| —{z2
= Z,
@O0
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5 = 0 p_ X 1 . _ =
Memo: Ef(S,)= Eg(S,) nE Xi1g p—ﬁ+ Zyn ; Zn= —pﬁ—

Taylor-Entwicklung um Z, (elementweise auf !) =)

X X X X
g P=+2Zn =09Z)+ Z)p=+ " Zn+ nP= oAZn) B=;
n n n n
| —{z—} | {z }
=S, = q

wobeij nj 1.

X1, Zn unabhangig, (warum?) EX; =0 und EX2=1 =)

PRE X10 L+, P REX19(Za)] + EIX2gUZa)]+ EIX? o]

El0%Zn)l + EIX? o] =)

Ef(s) = Ed fi+z,  Zy) EXE o]
| {z }ool—{z=}
10 (warum?) NN |

OO
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7.2 Satz (von Berry{Es®en, 1941/42)

In der Situation des Satzes von Lindeberg-levy geltgjX 1j*> < 1 . Dann gibt
es eine (vonP*1 unabhangige) KonstanteC mit

supPS—”p$ x  (x) p— E ;

X2 R

wobei i
0:39894.:: = p? <C < 04748

Beachte: Die UngleichungC 1:p 2 folgt durch die WahlX;  Bin(1;1=2).

P
Dann: Maximale Sprungehe der Vert.funktion von 1.221 Xj  Bin(2n;1=2)
ist (mit Stirlingscher Formel)

znn fay 1 - n 2 n 1 .
22n ~ ? R 2— [ %
Dabeiian bn:) 21 1
. dn . bn H .
O ene Frage: Kann man C weiter eingrenzen?

OO
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Der ZGWS (Zentrale Grenzwertsatz) von Lindeberg-levy ist ein Sp&dfall des
ZGWS von Lindeberg{Feller.

Im Folgenden schwchen wir die Voraussetzung der identischen Verteilung ab.

7.3 Dreiecksschemata
Wir betrachten eineDreiecksschemaenannte doppelt-indizierte Folge
Xn N2 N;j =1;:::5Kn

von Zufallsvariablen. Dabei seieruf jedesn 2 die Zufallsvariablen

0< 5 =V(Xy)<1 (i =1;:1kn)
und setzena, = E(Xy ) sowie

2
n

und Sp = Xn1 + 1+ Xk, . Damit gilt V(Sy) = 2.

2

— 2
- n1+---+ nk n

Beachte: Eine u.i.v.-Folge(X,) liefert ein Dreiecksschema mit
Xn = Xj; j=1;::n n L

OO
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Sei

Xnj a .
Yo = o nj. i =1;::kn
n
Es geltenEYy, =0,j =1;:::;kn, Sowie
S, ES, X
Si = P=—x = Y
V(Sn) j=1
Mit )
V(X nj i
6= V(Yy) = (2”’) = 3 =15ke;
n n

gilt 2+ i+ 5, =1.

7.4 Satz (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg{Feller)
Ist in obiger Situation eines Dreiecksschemas die sagndeberg-Bedingung

Xn
La(") = E Yi1fiYyj “g ! O ferjedes"> 0 (7.3)
j=1

erfullt, so folgt S, D
ONoIS
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. — . 2 . 2 2 —
Memo: S, = Yni+ i+ Yok, o = V(Y ), mat it g, =1

Beweis: Wir verwenden Folgerung 6.22. Sei, die CF vonS, . Zu zeigen:

t2
n(t) = exp > ; t2 R

lim
n!l

Sei' , die CF vonYy , und sei j die CF der Verteilung NO; n2, ). Es gelten

t2 ¥ 2 42

exp 5 = m(D): o ()=exp i
j=1

(Additionsgesetz tir die Normalverteilung, 5.6 und 5.8) Aus 5.8 folgt

¥n
"n(t) = " (1):
j=1
Sind allg. z1;:::5zZm ;Wi W 2 Cmit jzij;jwij  1,) =1;:::;m, so gilt
\d Nd xn
Zj Wi izi  wjj:  (Induktion eber m)
j=1 j=1 j=1

OO
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Es folgt
. t2=2 ¥ . ¥ X '
n(t) e = n (1) n (1) n (1) ni (1)
j =1 J =1 J =1
Xn 2 2 2 2
= () 1 "'2 nj 1 n'T

j=1
Xn 2 2 Xn 2 2
_ "o (t) 1+ "'2 * n () 1+ "'T
j=1 j=1

Satz 5.7 mitk = 2 besagt: FallsEZ? < 1 , so (mit ¢= c(t) 2 (0;1))

2

. 2 __, 24222 | jti%izj?
",(t) 1 itEZ+ —EZ E A
z(1) ! 2 21 3l
c E 2°(A7jzj) :
2 42
Z = Yn;j :) ' nj (t) 1+ HJT c E Yn? (1AJ Y"lj ])

it o
Z:=2Zy NO; §)3)  w() 1+~ ¢EZj@AZy))
@NOIS]

Norbert Henze, KIT
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Bislang:
~ Xn 2 2 Xn 2 2
Ta(t) e U RIOREEE W) 1+
= {z yoT {z }
CE Yo (17 Yai ) CE Z§ (17 Zn )

P
Sei" > 0 beliebig. Memo: L, (") = jkgl E Y,ﬁ fiYyj "g ! 08'>0

Es gilt mit Apj == fiYyj<"gundBn; :=1fiYy] "0

Xn Xn
E Yo (1N Yo ]) = E Yo (1N Yo D1ay, + E Yo (1% Yoy )18,
j=1 =1 |_{z }
Xn ) Xn .
"EYZ + EYZliYyj g
i=1 i=1
="+ Ln("): (warum?)
Xn 2 t2
Lindeberg-Bedingung =) limsup "o () 1+ "'T "
n!l ]
j=1
()OS
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Xn

Es bleibt zu zeigeniim sup E Z,fj @aArjzyj) = 0:
n'l .
j=1

Hierbei:Z,  N(O; 2 ). Beachte:Zy nZ,Z N(O;1). Esist

X 2 . - X . .3 X . -3
E Zy (A7 Zn i) EiZn j° = E jnZj
j=1 j=1 i=1
Xn Xn
= Ejzj}? = EjiZj® max &
. j=1:5k n o
j=1 j=1
= EZj° max
] iKon
Wegen & = EYZ =E Yo 1fiYyj<"g +E Yi1fiYyj "g folgt
an ||2+ E Yn? 1fJ Yn]] ug :) szma)lf nZJ n2 + Ln("); " 0
Somit folgt aus der Lindeberg-Bedingund., (") ! 08" > 0 die Bedingung
2
. . max; =1 .- -
im max 2 =0=lm ———fXn U. m (7.4)
n'l j=1k n!l n1+ N K n

OO
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7.5 Bemerkungen

a) Der ZGWS von Lindeberg{levy ist ein Spezialfall des ZGWS ro
Lindeberg{Feller(¥bungsaufgabe)

b) Fur die ZufallsvariablenX1;:::; X, nimmt die Lindeberg-Bedingung
folgende Gestalt an: lfeachte:Ynj = (Xnj  @nj )= n)
1 X

|—n(")= > E (an anj )zlfjxnj an,-j n"g I 0 8"> 0:
N =g

c) Aus der Lindeberg-Bedingung folgt (vgl. (7.4)) die sodg-eller{Bedingung

4+ o4 2

2
1
niy nil nk n

Die Lindeberg{Bedingung garantiert also, dass jeder Summ#X ; nur
einen kleinen Ein uss auf die Summ&, besitzt.

d) Aus der Feller-Bedingung folgt mit der Markov-Ungleichundie Bedingung
der gleichne igen asymptotischen Vernaclessigbarkeit

i & w -9 g0

©NO)
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Eine einfache hinreichende Bedingungif die Gultigkeit des ZGWS von
Lindeberg{Feller liefert das folgende Resultat.

7.6 Satz (Zentraler Grenzwertsatz von Ljapunov)
In der Situation des Satzes von Lindeberg-Feller existiesim > 0 mit
Xn h i

lim zi E jXn anj> =0 (7.5)
nl!l 5 j=1

(sog. Ljapunov-Bedingung.
D

Dann gilt der Zentrale Grenzwertsats, !~ N(O; 1).
Beweis: Es sei" > 0 beliebig. Fur x;a 2 R und > 0 folgt
(x @1fix aj>" g (x @ 2 =jx %
. 1 X 2,0 o
=) (") = -  E Xy ayg) Xy ayj>" ng
noj=1
1 1 Xn h . i
i EXnooa
|l {7 }

! Onach (75) N
eNole]

BY NC Norbert Henze, KIT
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7.7 Beispiel (Anzahl der Rekorde in einer rein zuf alligen Permutation)

OO

BY _NC Norbert Henze, KIT 7.14
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Sei , die Menge der Permutationen vori; 2;:::;n.
SeiAny = f(a;:i;an) 2 g =max(ar;:ii;ai)o.
SeiXn = 1fAng,j=1;:::5n.

Sn = Xn1+ 11+ Xnn zahlt die Anzahl der Rekorde

Sei P, die Gleichverteilung auf . Es gilt (Ybungsaufg. ES Blatt 3)
Ant1;:::;Ann stochastisch unabhangig; Pn(An ) = j}
Es gilt: ay = EXyj :jl; = =V(an)=j} 1 1 cj=1iin.

Prufen der Ljapunov-Bedingung mit =2: WegenX = X,‘fj , k1, folgt

1 AX pj 6X nj 4X pj 1
(an an; )4 = an - 4= an .n] + .2'1] .snj + by
J J J J J
Xnj + 6)1.(2"] + Ji“ =) E Xn  ag)? :—3 (warum?)
Mit Hp :=1+1 =2+ :::+1=n gilt also
X 4
E (an anj ) 8Hn:
j=1

Norbert Henze, KIT 7.15
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Weiter ist " "
.l 1 l = Hp iz
i=1 J J j=1

Mit Integralabschatzungen folgtlog(n + 1) Hn 1+log n: (!) Wegen

2
n

1
7 2 ()
i=1
folgt:
X E Xy an)* 8H, 8L+logn) .
te & (og(n+1) 2 = °

Mit dem Satz von Ljapunov ergibt sich also

F ES quH"_ 1® N(@;1):
V(Sh) Hnp jn:1 1=j2

Mit H,  logn liefert das Lemma von Sluzk({!)

S logn \D
! N(O; 1):
g ©0:1)

Norbert Henze, KIT
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Beachte:

q
S logn S H Hn anl H logn
% - an—nPﬁ pIogn rIl}logr?
I {z A {z | —{z—}
1® N(0; 1) 11 1o
1® N@©;1)

(Lemma von Sluzki)

Norbert Henze, KIT
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7.8 Beispiel (Zwei-Stichprobenproblem mit dichotomem Merk mal)
Seien

@ Ug;:::;U uwiv.  Bin(l;p), Vi;:::;Vm uiv.  Bin(1;q),
@ p;g2 (0;1) unbekannt.
@ HypotheseHo: p= q

In Lehrbuchern zur Angewandten Statistik ndet man mit

R R _ 1 X x
Ui Vm= — Wi [ . = e U+

i=1 j=1 i=1 j=1

— X
U = 1

die Testgm® e
1 ‘m — = 2

T\;m 8 l'b‘:m (1 m‘;m ) S+ m v Vi

und die Aussage:

.Unter Ho ist T~ bei groem * und m approximativ 2-verteilt\
Warum gilt das? Beachte:Unter Hq gilt W\;m 1P pbeism!l

Norbert Henze, KIT
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1 ‘m — o 2
Memo: T-m = < U- Vn
}b‘;m (1 I'kP‘;m ) A

Betrachte Folgen™n, mp mit "'n;m, !'1 bein!1l . Seik, := "n + m,. Sei
r—
Wp = p—t M g g
Pl p) n + Mn

Nach dem Lemma von Sluzki und dem Abbildungssatz ist zu zeige

° N@©:1) furn'l

W, !
Direkte Rechnung ergibt:

Wy = Xni;

wobei

Mn Uj P ‘n' X 1= : p. J
“nkn (1 p) ' : m“k" p(l p)

Es gelten:EXy =0 8], V(X5 )= 22—, ) “n, V(Xy)= 78— j> 0.

an =

2 ~ Mn n n+ Mp
= V(Xy) = ——+m = =1
n . ( nJ) n n mnkn kn

Norbert Henze, KIT
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r
Memo: W, = pli _ oM U, Vn,
p(L  p) n+ My
¥n
Memo: W, = Xnj 5
j=1
' U F— V,
. — M (I T TN _ noNioca P
Memo: X, = < —; 7 Xnj = — = | > :
T ke o p mke T p "
Nachprifen der Ljapunov-Bedingung mit = 2:
L X e o, M B Rt R EM )
A : Aké PP p)? maki p*(1 p)?
N S S S
p?(L p)? n Mn

! 0 bein!1l

ZGWS von Ljapunov=) W, 1® N(0;1). W

Norbert Henze, KIT 7.20
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8 WUbergangswahrscheinlichkeiten und bedingte Verteilungen
Zur Einstimmung (vgl. ES, Kapitel 9):

Seien 1, 2 abzhlbar, P; ein W-Ma auf P( 1), pa(! 1) := P1(f! 19),
112 1. Seiweiterpi2: 1 > R o mit

X
pr.2(t1;12) =1 8.2 1:

22 2
Sei p(! 1! 2) = pl(! 1) pl;z(! 15! 2); (! 15! 2) 2 1 2 (1. Pfadregel):
Dann de niert

X
P(A) = p(! 1;!2); A = 1 2;
(13! 2)2A

ein W-Ma auf P() . Verallgemeinerung auf allgemeine WeRime?
Beachte:Fur A= 1 A, mit A, 2 gilt
]

X X ' 4
P( 1 A = pr.2(! 11 2) Pi(f!i1g) = P2o(! 1;A2) P1(d! 1)
112 1 |22A2 {Z } 1

= Pya(! 15 A2)

Norbert Henze, KIT 8.1



Ubergangswahrscheinlichkeiten und bedingte Verteilunge

Zur Erinnerung (vgl. ES, Kapitel 10):

SeienA; B , P(B) > 0.
P(AjB) := % (bedingte W' von A unter B)

EaIIsX diskrete Zufallsvariable auf mit P(X = x;) > 0,j 1, und
j ,PX =x;)=1, so:
X
P(A) = P(AjX = xj) P(X = Xj) (Formel von der totalen W')
i1

Man weirde hier ein, stetiges Analogon\ vermuten, also:
Z 1
P(A) = P(AjX = x)f (x)dx;
1

falls X eine stetige Zufallsvariable mit *-Dichte f ist.

Aber: P(AjX = x) nicht (elementar) de niert, da P(X = x)=0.

Norbert Henze, KIT
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Zur Erinnerung (vgl. ES, Kapitel 17):
Seien( ;P) ein diskreter W-Raum,
z: ' R X: ! R;
Zufallsvektoren.
Seiz 2 R mit P(Z = z) > 0.

Sei
P5-,(B) := PYZ7%(B) = P(X 2 BjZ = 2); B R:

Dann ist P5-,() einW-Ma. Es heit bedingte Verteilung vonX unter (der
Bedingung)Z = z.

Beispiel: U; V unabhangig,U  Bin(m;p), V. Bin(n;p) =)
Pysv=k = Hyp( k;m;n).

Frage: Macht P5_, () auch Sinn, fallsP(Z = z) = 0 ? (etwa falls P* k2)

Norbert Henze, KIT
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8.1 Motivierendes Beispiel

Zweistu ges Experiment:

Erste Stufe: Realisierung vonZ  U(0; 1) beobachten.

Zweite Stufe:n mal in unabh. Folge Minze mitz = W' fur ,Adlen werfen.
Frage: Welche Verteilung besitzt die AnzalX der geworfenen Adler?

Beachte: Es sollte gelten:
P(X = kjiz=z) = E @ 2" % k=0;1::nm
Aber: WegenP(Z = z) =0 ist obige Wahrscheinlichkeit im elementaren Sinn

nicht de niert.

Trotzdem sollte diese Gleichung alBe nition f ur P(X = kjZ = z) Sinn
machen.

Norbert Henze, KIT
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8.2 De nition ( ®Ubergangswahrscheinlichkeit, Markov-Kern)
Es seien( 1;A1) und ( 2;A2) messbare Rume. Eine Abbildung

P1;2: 1 A2l R

heit ®bergangswahrscheinlichkeite{W) oder Markov-Kern von( 1;A1) nach
( 2;A»), falls gilt:

Pi.2('1;) : A2! R istein W-Ma auf A, furjedes!12 1; (8.1)

P1.2(;A2) 0 1! R ist (A1;B)-messbar fur jedes A, 2 As: (8.2)

Interpretation: ! 1 steht fur das Ergebnis eines ersten Teilexperiments.

Bei gegebenen 1 modelliert das W-Ma Py;2(! 1; ) die Wahrscheinlichkeit des
Auftretens von Ereignissed, 2 A ; beim zweiten Teilexperiment.

Die Messbarkeitsbedingung (8.2) wird basiigt, weil spater beziglich P,(d! 1)
integriert wird. Dabei wird P1 ein W-Ma auf A; sein.

Norbert Henze, KIT 85
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8.3 Satz und De nition (Kopplung)

Seien( 1;A1;P1) ein W-Raum, ( 2;A>2) ein messbarer Raum undPy., eine
UW von ( 1;A1) nacE( z;éAz). Dann wird durch

P(A) = Ia(t1;12) Pra(t 1;d! 2) Po(d! 1) (8.3)

1 2
ein W-Ma P auf der Produkt- -AlgebraA; A > de niert.
P=: P1 P12 heit Kopplung vonP; und P1.5.
P ist das einzige W-Ma aufA; A > mit
Z
P(Al Az) = Pl;z(! 1;A2) Pl(d! 1) (Al 2A1; A2 Az): (8.4)

Ay

Beweis: SeiA = A1 A L. lIstf @ 2! R o A-messbar, so ist die Abb.
1o 7V f(11;12)8!12 1 Az-mb.=) inneres Int. in (8.3) wohlde niert! Um

R
131, 7! 2f (V151 2) Pr.2(t 1;d! ) ist Ai-messbar (8.5)

zu zeigen, seD := fA 2 A : (8.5) gilt fur f = 1f Agg. Mit (8.2) folgt: D ist
Dynkin-System undD M = fA; Ax:A12A1; A2 2A,g()).DaM
\ -stabil und (M )= A folgt D = A. Rest mit algebraischer Induktion!

Norbert Henze, KIT
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R
Memo: P(A1 Az)= A, Pio(! 1;A2) Pi(d!1); A12A1; A2 2A5:

Somit ist P wohlde niert und o enbar nichtnegativ. Wegen (8.4) gilt
P( 1 2)=1.SindA1;A;::: 2 A paarweise disjunkt, so folgt

! " #
% Z Z %
P An = 1 An (Y131 2) Pr2(t 1;dl 2) Pi(d! 1)
n=1 1, 2 n=1
Z'7 y #
= 1An(! 1;! 2) P1:2(! l;d! 2) Pl(dI 1) (1A+B = 15 + 15)
1, 2n=1
z X Z #
= Ia, (V151 2) Pr2(t 1;d!l 2) Pi(d! 1) (MON)
1 n=1 1
% Zz Z
= lag (Y131 2) Pr2(t15d! 2) Po(d! 1)  (MON)
n=1 1 2
S
= P(An) =) Pist -additiv:
n=1

Nach dem Eindeutigkeitssatzefr Ma e ist P durch (8.4) eindeutig bestimmt. l
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Z Z
Memo: P(A) = 1A(! 1! 2) Pl;z(! 1;d! 2) Pl(dl 1); A2A;1 A >

1 2

8.4 Satz (von Fubini f ur Ubergangswahrscheinlichkeiten)
Istin der Situationvon 8.3f : 1 ! ReineA; A >-messbare nichtnegative
oderP;  Pi.z-integrierbare Funktion, so gilt
z z z
f dPl P1;2 = f(‘ 1;! 2) Pl;z(! 1;d! 2) Pl(d' 1)I (86)

1 2 1 2

Beweis: Nach (8.3) (s. Memo) gilt (8.6) furf = 1o, A2A1 A 2, und somit
auch fur nichtnegative messbare Funktionen (algebraische Indign!). Ist f
P1  Pi.2-integrierbar, so ist der in (8.6) in Klammern stehende Inggand fur
P,fastalle! ; 2 4 endlich, und somit giltf (1 1; ) 2L Y( 2;A2;Pi2(! 1; ).
Folglich ist die Abbildung
z
1y 7! (1! 2)Pr2(l 1;d! 2)

2

P;-f.s. de niert, und die Zerlegungf = f* f liefert die Behauptung. W
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R
Memo: P(A1 Az) = A, Pio(! 1;A2) Pi(d! 1); A12A1; A2 2A5:

8.5 Bemerkungen

a)

b)

c)

Der W-Raum( 1 2;A1 A 2;P1 Pi1.2) modelliert ein zweistu ges
gekoppeltes Experiment. Erstes Teilexperiment wird durgh 1; A1; P1)
beschrieben. Ein vom Ausgang dieses Experiments abgiges 2. Teilexp.
wird durch eine®W P1., von ( 1;A1) nach( 2;A2) modelliert.

Die Koppelungn-stu ger Experimente de niert man induktiv.

Seienfbig 2 A1, Pi(fk1g) > 0, A = fkig >, B:= 1 Ao mit
A2 2 A ,. Dann gilt mit (8.4) (siehe Memo) in der Situation von 8.3:

P(A\ B) = P(feig A2) = Rfelgpl;Z(! 1;A2) P1(d! 1)
= Pi(fe1g) Pi2(B1;A2) = P(A) Pi2(E1;A2);
alsoP12(B1;A2) = P(BjA).
In diesem Fall sind also di®W'en elementare bedingte Wahrsch'keiten.

Falls P1:2(! 1; ) =: P2() fur jedes! 1 2 1 mit einem W-Ma P, auf A,,
so git P= P; P, (Produktma). Ereignisse der GestaltA = A; 2,
B= 1 Az (A12A;1; A22A3) sind dann unabtengig beaglich P.

Norbert Henze, KIT

8.9



Ubergangswahrscheinlichkeiten und bedingte Verteilunge

8.6 Ubergangswahrscheinlichkeiten und Dichten

Seien( 1;A1), ( 2;A2) Messmume, ; ein -endliches Ma aufA; und
P; = g1 1 fur eine mb. Funktiong; : 1! R o.

Weiter seien , ein -endliches Ma aufA, und g2 @ 1 2! R o eine

A1 A 2-mb. Funktion mit
Z

Ou2(t1;12) 20d!2) = 1 8112 1:
2
Dann wird durch
Z

Pio(l 1;A2) = Ou2(! 131 2) 2(d!2); A22Ay;
Az

eineW von ( 1;A1) nach( 2;A2) de niert.
Far A2A1 A 5 gilt

Z Z
P:  Pi2(A) = Ia( 130 2) gu2(t 15t 2) 2(d!2) 0u(M1) 2(d!a):
1 2 | {z P {z—}
= Pl;z(! 1;d! 2) = Pl(d! 1)

Norbert Henze, KIT
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8.7 Beispiel (n Munzwarfe mit gleichverteilter Erfolgswahrscheinlichkeit)
Wir modellieren das in 8.1 beschriebene gekoppelte Experithwie folgt:
o ( ;AP = (0;1);B\ (0:1); Yjoiy o
@ o= fO;l;:::;ng,Az = P( 2),
.
k

o ( ;AP = 1 2;A1 A 2;P1 P12 .

e Pio(z;fkg) = @ 2" % k=0:1::::n,

Weiter de nieren wir auf  ZufallsvariablenZ und X durch Z(z;k) := z,
X (z;k) := k (Projektionsabbildungen) Dann folgt mit der De nition von
P=P1 P12 (siehe (8.3)) fur jedesk 2 0;:::;ng:

Z 1
PX=Kk) = P( 1 f kg = P1.2(z;fkg) ‘j:1(d2)
| 0
z ! . k k
= z(1 2)" “dz
.k ( )
1 .
= ] : (Beta-Funktion, vgl. ES 25-7)

Die ZufallsvariableX hat also einediskrete Gleichverteilung auf0;1;:::;ng.

Norbert Henze, KIT
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Z Z Z
Memo: fdP1 P2 = f (1130 2)Pro(! 15d! 2) Po(d! 1):

1 2 1 2

8.8 Bemerkung
Formel (8.6) (sieche Memo) kann zuiterierten Berechnung von
Erwartungswertenverwendet werden. So gilt in der Situation des vorigen

Beispiels
Z Z Z
E(X) = X dP = X (z;k) Pr.2(z;dk) Pi(dz)
" 1 2

Z, # z,

= k Pi2(z;fkg) dz = n zdz
0 k=0 0

_ n,

= 3

Dieses Resultat htte naturlich leichter aus der Verteilung vorKX erhalten
werden lennen. Es zeigt aber eine agliche Vorgehensweise inefflen, in denen
die direkte Berechnung der linken Seite von (8.6) Kopfzedwhen bereitet.
Beachte:P1  Py;2 muss gar nicht explizit bestimmt werden!
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8.9 Konstruktion der Verteilung eines Zufallsvektors mith ilfe von
Marginalverteilungen und bedingten Verteilungen

Seien
¢ ( 1;A1)=(R%BY), ( 2iA2)=(R;B),
e P; ein W-Ma auf B,
@ P :RY B | ReinetW von (R¥;B¥) nach(R ;B).
Satz 8.3=) P:= P; Py istein W-Ma auf B* B = B** mit

VA
P(A B) = P12(z;B)Pi(dz); A2B*; B 2B :
A
Setze(Z;X ) :=id g+, also
(Z; X ) za; i zip Xas i xe) = (zagiinzg X i X)) 8(z;x) 2 RK*
Dann ist (Z; X ) ein (k + *)-dimension. Zufallsvektor auf(R** ; BX* ; P).
Es gilt P, = P? (d.h.: Py ist die Marginalverteilung vonZ), denn:
Z
P(A)= PP )(A R)=  Piy(z;R)Pi(dz) = Pi(A); A2Bk:
A

Interpretation der &bergangswahrscheinlichkeiPs., ?

Norbert Henze, KIT
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Memo: W-Raum (R¥* :BX* :P); P= Py P12;(Z;X)=id ge+; Py = P?

8.10 De nition (Bedingte Verteilung)

In der Situation von 8.9 heit die UbergangswahrscheinlichkeiPy., =: P%
bedingte Verteilung vonX bei gegebenenZ.

Fur jedesz 2 R* heit das W-Ma P% (z; ) := Pi1.2(z; ) bedingte Verteilung
von X unter der BedingungZ = z, und man schreibt hierir

P7-.() = PZ(z) (= Pu2(z;)):
Es gilt alsoP“* ) = p* P},
Beachte: Fur B 2 B schreibt man auch
P(X 2 Bjz = z) := P5_,(B)
(obwohl im Fall P(Z = z) =0 keine elementare bedingte Wahrsch' vorliegt!)
Fur A2B* undB 2B gilt:

z
P(Z2AX 2B)= P?*)A B)= P(X 2BjZ = z)P*(dz):
A

Norbert Henze, KIT
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z
Memo: P(Z 2 A;X 2B)= P(X 2 Bjz = z)P*(dz); A2B";B2B
A

Speziell: RrB 2B gilt:
Z

P(X 2 B) = P(X 2 BjZ = z) P*(dz)
RK

Beachte: Integrand kann aufP? -Nullmengen modi ziert werden!

Spezialtlle der letzten Gleichung:
a) FallsP? = f "Zso:

P(X 2B) =  P(X 2 BjZ = 2)f(2)dz,
Rk

b) FallsP?(D)=1,D R* abzhlbar, so:
X

P(X 2 B) = P(X 2 BjZ = ) P(Z = Z).
z2D

(vgl. die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)
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8.11 Beispiel (Verteilungsmischungen)

P
EsgelteP(Z = z)=:p > 0,j =1;:::;n, sowie [, P(Z=17)=1

Weiter gelte
z
B
z
P(X2B) = J(x)dx P(Z.= z)
=1 |—iz _1
|
Z x
= fi(x) dx:
| ——fz—1}
=: f(x)

(diskrete Mischung endlich vieler absolut stetiger Vertangen).

In diesem Fall heitf Mischungsdichte

Norbert Henze, KIT
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Auftreten: Population bestehe aus Teilpopulationen. Merkal, das durchX

Tritt bei rein zufalliger Auswahl eines Elementes der Population mit der

Wabhrscheinlichkeitp; ein Element derj -ten Teilpopulation auf, so hatX die
Mischungsdichtepif1 + :::+ pnfn.

Dichten f1 (blau) und f» (rot) der Normalverteilungen N 2;1) bzw.
N(2; 1=2) und Mischungsdichte0:7f1 + 0:3f, (orange)

Norbert Henze, KIT
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8.12 Beispiel Die ZufallsvariableZ besitze dieGammaverteilung( r; ),

wobeir 2 N. P¥-,, z> 0, sei diePoisson-VerteilungPo(z). Welche Verteilung

hat X ? Lesung: Die !-Dichte g von Z ist

r

9(2) = 2 te?; z>0
(r)
und g(z) = 0, sonst. Weiter ist
Zk
P(X =kjz=2) = e Zﬁ; k 2 No:
Durch Integration uber die bedingten Wahrsch'keited?(X = kjZ = z) folgt
z 1
P(X = k) = P(X = kjZ = z)g(z)dz
0
z ! z Zk ' r 1 z
= e " — zZ “e “dz
o K, (N
_ k+r 1 S S o:
- ro1 1+ 1+ 7
X hat also dienegative BinomialverteilungNB(r;p) mit p= =(1+ ).

Norbert Henze, KIT
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8.13 Beispiel (Bivariate Normalverteilung)
Es seien; ; ; ; 2Rmit ; > Oundj j< 1. Es gelte:
e PX =N(; 2,
e PY_,=N + —(x ) 22 ? Beachte:(Z; X ) ist hier (X; Y )!

Welche gemeinsame Verteilung besitzext und Y? Es gilt:

2
au(x) = —912: exp ()(272)
2!
oy 1 y -(x )
Gu2(x;y) = —Pﬁ exp 2 2(1 2)

Wegen 77
PXY )(B) = n(X)gu2(x;y)dydx; B 2B?;
B
hat (X;Y ) die 2-Dichte
f(y) = (X)gu2(xy)= i

x )2 2 (x )y )+ Ay )
222(1 2)

1
= —p—— ex
2 1 2 P
D.h.: (X;Y) N2 ; 2 , vgl. ES, Kap. 26.
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8.14 Satz (Zerlegung einer gemeinsamen Verteilung)

Es seien( ;A;P) ein beliebigerW-Raum undZ : | R, X : | R
Zufallsvektoren. Dann existiert ein®W P5 von (R*; B*) nach (R ;B ) mit

pEX) = p2 Py (8.7)
d.h.:

e P¥(z;) ist ein W-Ma auf B fur jedesz 2 R¥,
e R¥ 3z 7! P%(z;B) ist BX-messbar éir jedesB 2B .
P5-,():= P%(z;) heit bedingte Verteilung vonX unterZ = z.

Die Darstellung (8.7) ist in folgendem Sinn eindeutig: Fall

P*) = Q1 Quz;

wobei Q; W-Ma auf B* und Q1.2 ¥W von (R¥; B¥) nach(R ;B ), so gelten:

o Q1= P?,
@ 9N 2B¥ mit P"(N)=0 und Q1:2(z; )= P%(z;) 822 R*nN.

Beweis: ohne (Resultat gilt auch #@ir Zufallsvariablen mit Werten in
allgemeineren Rumen, #ir einen wichtigen Spezialfall siehe Satz 8.15).

Norbert Henze, KIT
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8.15 Satz (bedingte Verteilung bei gemeinsamer Dichte)

In 8.14 gelteP%%) = f mit -endlichen Maen und auf BX bzw.
B . Seifi(z) = . f(z;x) (dx), z 2 R*, die maginale Dichte vonZ. Sei
g :R ! R o einebeliebigemesshare Funktion mit .. god =1. Setze

8 f (z;x)

< ) . n
fxjz) = 1) falls f1(z) > 0;

" go(x); sonst

(sog. bedingte -Dichte von X unter Z = z). Dann de niert
Z
P3.,(B) = f(xjz) (dx); z2R*: B 2B ; (8.8)
B

eine bedingte Verteilung vorX unter Z = z.

Achtung: go wird nur beretigt, damit fur jedesz ein W-Ma P5_, entsteht.

Beweis: Rechte Seite von (8.8) ist bei festenz ein W-Ma auf B und bei
festemB eine mb. Funktion von%. Wir zeigen: Fur belieb.A 2 BX;B 2B gilt

PZ(A B) =  Pi.,(B)P'(d2): (ged)
A

Norbert Henze, KIT
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v
Memo: Zu zeigen:P@* J(A B)=  Ps-,(B)P*(dz)
A
(.0 z
HE): falls f1(2) > 0;

Memo: f(xjz) :=

Es ist

P (A B)

Oo(X); sonst

; fu(@) = f(zix) (dx)
R

VA

fd
%

f(z;x) (dx) (dz)
2 %z

f(xjz) (dx) fi(z) (dz)

AY (1209 B }

7 = P)Z(:Z(B)
P7-2(B)f1(2) (dz)

ZA

P;-,(B)P*(dz) W
A

Norbert Henze, KIT
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8.16 Spezialfall = = 1
Der Zufallsvektor (X;Y ) habe die 2-Dichte fxy (X;y).
(Achtung: (Z; X) ist hier (X; Y )!)

Sei Z,
fx (X):= fxy (x;y)dy; x2R;
1

die marginale Dichte vonX . Dann ist

Fy e (viX) = W falls fx (x) > O

eine bedingte Dichte vonY unter der BedingungX = x.

Im Fall fx (x) =0 kannfyx (yjx) beliebig de niert werden.

Norbert Henze, KIT
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Beachte: Sind (x;y) eine Stetigkeitsstelle vorf x;y und x eine Stetigkeitsstelle
vonfx mit fx (x) > 0, so gilt:

fxy (xy) = Ilim Plx X x+7y Y y+ );

'#0 "2
fx(x) = lim M
"#0
_ vy = Ixy (6Y)
=) fyix(yix) = (%)
- Im Ply Y y+"jx X x+"):

"#0

Norbert Henze, KIT
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8.17 Beispiel (Bedingte Verteilung von X unter der Bedingung jX j)
Die ZufallsvariableX habe eine stetige -Dichte f .
Welche bedingte Veteilung haX unter der BedingungjXj = t, t> 0?
O enbar kann X unter der BedingungjX j = t nur die Wertet und t
annehmen. Es sollte also gelten:
Pij=t = P(t) ¢+ p(t)

Dabeiist0O p(t) 1,und  ist das Dirac-Ma in Xx.
Seienf (t) > O0und " > 0 beliebig. Es ist
Pt X t+")
P(t j Xj t+")

f(t)" + of")
f)"+f(C )"+ of")

Pt X t+"t jXj t+"

f(t)
l " .
! O+ 0 fur " #0:
Also sollte p(t) = f (t)=(f (t)z+ f ( t)) gelten. Zeigen Sie, dass hiermit
P(Xj2 A;X 2B)= P X 2B jXj=t P*idt); A;B 2B;
A
gilt. (Ubungsaufgabe!)
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8.18 Beispiel (Bivariate Normalverteilung, Fortsetzung v on 8.13)

Sei )

(X;Y) N2 ; 2 ;

wobei; 2R, ; > Oundjj< 1 Esqilt

x )2 (x )y )+ Ay )

1
fxy (Xy)= Z—’Sﬁ exp

2 2 2(1 2)
sowie ( )2
1 X
fx (x) = —92: e&xp T
Hieraus folgt |
By xy) 1 y —(x ))?
fyvix (yYix) = fx(x) " 2a 9 exp 2721 7

Also ist die bedingte Verteilung vorY unter der BedingungX = x die
Normalverteilung

N + —(x )1 ?
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9 Bedingte Erwartungswerte und bedingte Erwartungen

Wiederholung aus ES, Kapitel 17:

Seien( ;P) ein diskreter W-Raum X : ! R, EXj<1,A , P(A) > 0.
VA
. 1 X E(X 14) 1
E(X]JA) = —— X(M)P(f'g= ———== —/—— X dP

heit bedingter Erwartungswert vonX unter der BedingungA.

P
Seiz: ! R‘mitP(Z=12)>0] 1lund ;| P(Z=1z)=1.
Gesucht; Funktionh : R¥ I R mit;
E(X h(zZ))? = min!

(beste Vorhersage vorX durch Funktion vonZ im Sinne der mittleren
quadratischen Abweichung)

E(XjZz=17),; fallsz=12z fureinj 1

Lesung: h(z) := 0; fallsz2 R nfzi;z2;23;:::0

Norbert Henze, KIT
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Memo: E(X1a) = E(XJA)P(A)
Memo: h(z) = E(X]Z = z); fallsz= z fereinj 1
Die ZufallsvariableE(X jZ): ! R, de niert durch

E(Xjz=2z()); fallsz(!)2fz;z;:::9d

E(XjZ)(!):= h(z(!)) = 0: sonst;

heit bedingte Erwartung vonX bei gegebenenz.

Beachte:
e E(XjzZ) = ; 1E(XjZ =27)1fZ = zg
@ E(XjZ) ist konstant auf den MengerfZ = z;g; | 1, und damit als
Abbildung prinzipiell ,einfachei als X .

e Es qilt
E[X1fZ = zg] = F[E(ij){%fz = ng}]

= E(XjZ = z)P(Z = 7)

@ X und E(XjZ) liefern gleiche Integralesber die MengenfZ = z;g,j 1.

Norbert Henze, KIT

9.2



Bedingte Erwartungswerte und bedingte Erwartungen
Jetzt allgemeine Situation: Seien
e ( ;A;P) ein W-Raum,
e X 2LY( ;A;P), alsoEjXj< 1,
@ G A eine beliebige Sub--Algebra vonA.

Gibt es eine Zufallsvariabléy auf  mit folgenden Eigenschaften?

e EjYj< 1,
@ Y ist G:messbar, (umso swrkere Forderung, je kleinefs ist)
VA
e YdP= X dP 8A 2G. (identische Integralesber Mengen auss)
A A

9.1 Beispiele (Extremf alle)

a) G:= f; ; g: Da nur konstante AbbildungenG-messbar sind!), erfullt nur
Y EX alle drei Bedingungen.

b) G= A: Jede ZufallsvariableY mit Y = X P-f.s. erfullt alle Bedingungen.
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Memo: X 2LY( ;A:P) ge%eben. Wu&sch:Y mit: EjYj< 1 ;
Y ist Gmessbar; , YdP= , XdP 8A2G

9.2 BeistieI (von einer Zerlegung erzeugte -Algebra)

Sei = j2s Aj eine Zerlegung von in paarweise disjunkte Mengen
Aj 2A;j 2S,wobeiS N, jSj 2, undP(Aj)> O furjedesj.

P
SeiG:= (fA;:j25Sg) = 2T AT S

Fur eine ZufallsvariableY auf gilt: (Ubungsaufgabe)

Y ist Gmessbar ( 8 j2S9a 2Rmit Y(!)=a 8! 2 A;:

Beachte:
z z z 1 z
YdP= X dP| a P(Aj) = X dP ( a = X dP:
Aj Aj Aj P(A}) Aj
X 41 4
=) Y = ———  XdP 1fAjg leistet das Verlangte. (warum?)

P(Aj) Aj
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X
Y = _1 XdP 1fAj;g leistet das Verlangte. (warum?)
i2s P(Aj) Aj
Memo: G:= (fA; :j 2Sg) = j21 AT S

Y ist G-messbar, da konstant auf jeder der Mengeh; .
Sei0.B.dA. X O(sonst: X = X* X .)Esgilt

Z Z 1 Z
E(Y) = YdP = —_ XdP 1fA;g dP
]ZSP(AJ) Aj
X 1 z
= _— XdP  1fA;gdP
s PAD a0 |z
= P(Aj
. 2 L= P(A)
= X dP = XdP = E(X)< 1:
j2s Aj
X Z X 1 Z Z
A= A 2G =) YdP = —_— X dP 1fA;gdP
i2T j2T i
X
= X dP = X dP:
j2T Aj A

Norbert Henze, KIT
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Bedingte Erwartungswerte und bedingte Erwartungen

9.3 Beispiel Sei :=(0 ;1], A:=B\ ,P:= Jl .

SeiX =id ,A; =] 1=4j=4],] =1;2,3;4. Sei

X
G:= (A1;A2AzA) = AT f 12,349

j2T
X (1) EXjelt)
14
z
1 1 2 1
XdP = —5—
3=4 L P(Aj) A 8
1 - X 5 1
1=2 1 E[X ]G] = 8 1fAjg
1 =1
1=4 1
0 t ¥ I H—,
0 Aty Ay Ay Ay

Norbert Henze, KIT
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9.4 De nition (bedingte Erwartung)

Es seien
e ( ;A;P) ein W-Raum,

e X 2LY( ;A;P),alsoEjXj< 1,
@ G eine Sub- -Algebra vonA.

Eine ZufallsvariableY : ! R heit bedingte Erwartung vonX gegebenG,
kurz
E[X|G]:=Y;
falls gilt:
a) Ejiyj< 1,

b) Y ist G-messbar,
c) E(Y1a)= E(X1a) fur jedesA 2 G.

9.5 Satz (Existenz und Eindeutigkeit der bedingten Erwartu ng)
E[X jG] existiert und ist P-fast sicher eindeutig bestimmt.

Norbert Henze, KIT
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Bedingte Erwartungswerte und bedingte Erwartungen

R R
Memo: EjYj< 1 ; Y ist Gmessbar; A YdP = A XdP 8A 2G
Beweis: Existenz:SeienX ™ :=max(X; 0), X := min(X; 0),
Z
(A) = X dP = EX 1. ; A2G
A

Dannsind * und  endliche Ma e aufG. SeiPjs die Restriktion vonP auf G.
Wegen Pic gibt es nach dem Satz von Radon{Nikodym Dichtelf  mit:
z Z

8A2G: (A)= Y dPgc = Y dP= EY 14
A A

Die ZufallsvariableY := Y* Y erfullt die im Memo stehenden
Eigenschaften.

P-fast sichere Eindeutigkeit:

Annahme:Y und ¥ haben Eigenschaften im Memo. Dann gilt

R R _
LYdP = ,®dP B8A2G:
WegenfY > ¥g2GundfY < ¥g2 G (warum?) folgt:
R
(Y ¥)dP+ ¢ (% Y)dP =0=) Y ="¢Pfis. N

. . _ R
E]Y ?] = fY>eg

Norbert Henze, KIT
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Bedingte Erwartungswerte und bedingte Erwartungen

9.6 Bemerkung Es ist aucheblich, die Menge
VA Z

E[XjG] = Y2LY ;GP): YdP= XdP8A2G
A A

als bedingte Erwartung vonX unter G zu bezeichnen. Man nennt dann jedes
Y 2 E[X ]G] eine Version der bedingten Erwartung voiX unter G.

Im Folgenden:E[X jG] steht fur beliebige Version im obigen Sinne.

9.7 Satz (Bedingte Erwartung als Orthogonalprojektion)

Fur X 2 L2( ;A;P) ist E[X|G] eine Orthogonalprojektion vonX auf den
Teilraum L2( ; G;P) beaglich des (positiv-semide niten) Skalarproduktes

hU; Vi = E(UV)
aufL?( ;A;P). Es gilt (mit kUK? := hU; Ui = E(U?)):
kX E[XjGIK® = inf nkX WK% : W 2 L% ;G;P)O
sowiehX E[XjG;Wi = 0 8W 2L2?( ;GP):

Norbert Henze, KIT
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Bedingte Erwartungswerte und bedingte Erwartungen

Memo: Z.z.: E(X?)< 1 =) E[X|G] ist Orthog.proj. auf L?( ;G;P):

Beweis: SeiL?(G):= L%( ;G,P) sowie := inf kX Wk:W 2L2%G)

Wir zeigen zumchst: Es gibt einY 2 L 2(G) mit kX Yk=

Def. von = )9 Folge(Ys) ausL?(G) mit limay kX  Yok= . Es gilt

2 2 1 2 1 2
X Yok + KX Yok =2 X S(Ym 4 Ya) + SKYm Yak® ()
2 %+ %kYm Yok% mn 1L
Somit ist (Yn) eine Cauchy-Folggwarum?).
L?(G) vollstandig (Analysis 3)=) 9 Y 2L ?(G) mit kY, Yk! 0. Wegen
KX Yk KX Yok + kY, Yk

folgtfurn!1l kX Yk=

Beachte:Es gilt EjYj < 1 (warum?), und Y ist G:-messbar.

Norbert Henze, KIT
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Bedingte Erwartungswerte und bedingte Erwartungen

z Z

Memo: Noch zu zeigen: Y dP = X dP 8A 2 G:
A A

Memo: kX Yk=infftkX Wk:W 2L?*G)g:

Beachte: Fur jedesW 2 L 2(G) und jedest 2 R gilt Y + tW 2 L (G).
EsfolgtkX Y tWk® k X Yk? und somit

2t HW; Y}i + t2KW K 0 (t2R; W 2L?*0Q):

| —{z—
= EW(X Y]
Da diese Ungleichungefr jedest gilt, ergibt sich
EW(X Y) =0 furjedesW 2L %G):

SpeziellW = 14, A 2G =)
Z Z

XdP = E[1aX] = E[laY] = YdP. H
A A

Norbert Henze, KIT
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Bedingte Erwartungswerte und bedingte Erwartungen

R R
Memo: E[X ]G] ist G-messbar, A EX[G]dP= , X dP 8A 2G

9.8 Satz (Eigenschaften der bedingten Erwartung I)

Es seien( ;A;P) ein W-Raum, G eine Sub- -Algebra von A und X;Y 2
L*( ;A;P). Dann gelten (bei b)-d) jeweilsP-fast sicher):

a) E(E[X|jG]) = EX, (iterierte Erwartungswertbildung)
b) Ist X G-messbar, so giltE[X jG] = X,

c) E[aX + bYjG] = aE[X|G]+ bE[Y|G]; a;b2 R, (Linearit at)
d) FallsX Y P-f.s, sofolgtE[X|G] E[Y|G]: (Monotonie)

Beweis: a) und b) folgen direkt aus der De nition vonE[X jG]. (!)

c): Die rechte Seite istG-messbar sowieP-integrierbar, und #ir A 2 G gilt

aE[X jG] + bE[Y|G] dP

R R
A a EXJGldR+ b, E[Y(GldP

= a , XdP+b ,YdP= ,(aX + bY)dP:

d): SeiA ;= fE[X|G] > E[Y|G]g (2G). Mit X Y P-f.s. ergibt sich
0 E[1a(Y X)]= E[1a(E[Y]G] E[X|G])]. Hieraus folgtP(A)=0. N

Norbert Henze, KIT
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Bedingte Erwartungswerte und bedingte Erwartungen

9.9 Alternativer Nachweis der Existenz von E[XG]
In 9.4 sei 0.B.dAX O(sonst: X = X* X ).

SeiX, :=min( X;n) " X. Beachte:X, 2 L 2.

Nach Satz 9.7 existiertY, ;= E[X,jG], n 1. WegenX, Xpn+1 folgt mit
Satz9.8d):Yn  Yna P-fs,n L

SeiY :=lim i1 Yn (auf einer Eins-Menge,Y := 0, sonst).

Y ist G-messbar(warum?), und es gilt fur jedesA 2 G:
z h i
YdP = EY1la = E Ilm Yy, 1a
A h i nl!l
= E Iilm (Ynla) = Iirln E Ynla  (warum?)
n! n!
= lim E Xp1la (warum?)
n! .
i
= E Ilim X 1a (warum?)
n!l Z

= EX1a = X dpP: R
A

Norbert Henze, KIT
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Bedingte Erwartungswerte und bedingte Erwartungen

9.10 Satz (Eigenschaften der bedingten Erwartung Il)
In der Situation von 9.8 gelten (jeweild>-fast sicher):
a) Gilt EjXY j< 1 undistY Gmessbar, so folgt

E[XY jG] = Y E[X]|G]: (G-messbare Faktoren wirken wie Konstanten)
b) IstF G eine Sub- -Algebra vonG, so gilt

E[XjF] = E E[X]|G]F : (Turmeigenschaft)
c) E[X|G] EjXjG. (Dreiecksungleichung)
d) Sind X und G unabhangig, so giltE[X jG] = E(X).

Beweis: a) Seien 0.B.dA.X OundY 0 (warum?).
Die rechte Seite istG-messbar. Zu zeigen:
R . R
A YEXjGldP = XY dP 8A 2 G: 9.2
Waebhle spezielly = 1fBg mit B 2 G. Dann geht (9.1) mber in
. R : .
a g EXIGIdP =, X dP =) (9.1) gilt wegen A\ B 2 G:

Weiter mit algebraischer Induktion!(Linearitat und MON)

Norbert Henze, KIT
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Bedingte Erwartungswerte und bedingte Erwartungen
Memo: b) Zz.: F G =) E[X]jF] = E E[X]|G]F

SeiA 2 F (und damit auch A 2 G). Es folgt
Z Z Z Z
E E[X|G] F dP = E[XjGldP = X dP =  E[XjF]dP:
A A A A

Memo: c¢) Z.z.: E[X]|G] E jXjG:

EsistX = X* X undjXj= X" + X . Linearitat von E[ |G] =)
E[X iG] = E[X *jG] + E[X jG] und E[XjG] = E[X*|G] E[X jGI.
WegenX* 0, X 0 folgt aus Satz 9.8 d)E[X*jG] 0, E[X jG] O
und damit die Behauptung.

Memo: d) Z.z.: X; G unabhangig =) E[X ]G] = E(X):

Die konstante AbbildungE(X) ist G:messbar. SeA 2 G beliebig. Dann sindX
und 1, unabhangig. Es folgt
VA VA VA
E[XjGldP = X dP = E(X1a) = E(X)P(A) = E(X)dP: H
A A A

Norbert Henze, KIT
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Bedingte Erwartungswerte und bedingte Erwartungen

9.11 Satz (bedingte Versionen der Konvergenzsetze)

Es seienX; X 1; X2;::: integrierbare Zufallsvariablen aut ;A;P) und G A
eine Sub- -Algebra vonA. Dann gelten:

a) Ist0 X, " X, so folgt
E[XnjG] ! E[X]G] P-fast sicher:

b) Gelten X i x sowiejX,j Y P-f.s,n 1, fur eine ZufallsvariableY
mit EjYj< 1 , so folgt

E[XnjG] ! E[X]G] P-fast sicher:
Beweis: Ubungsaufgabe

Hinweis #ir b): Fur die durch
Zn i=sup Xg X
k n
de nierte Folge (Z,) gilt Z,, #0 P-f.s. Nach Satz 9.8 c) und Satz 9.10 c) gilt
weiter (!)
E[XnjG] E[X]G] E Z,jG :

Norbert Henze, KIT
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Bedingte Erwartungswerte und bedingte Erwartungen

9.12 Satz (Jensen-Ungleichung fur bedingte Erwartungen)

Seieng: R! R eine konvexe Funktionun& 2 L*( ;A;P) mit Ejg(X)j< 1 .
Ist G A eine Sub- -Algebra vonA, so gilt

E g(X)iG g EXjG)] :

Beweis: Fur x 2 R seiD* g(x) die maximale Tangentensteigung vog an der
Stelle x, also der maximale Wert mit

aly) tly x)+ g(x); y2R:

Die AbbildungR 3 x 7! D* g(x) ist monoton wachsend, also messbar. Damit
ist D* g(E[X jG]) eine G-messbare Zufallsvariable. Es folgt

g(X) D g(EIXjGD) (X E[XjG]) + 9(E[X|G])
und somit
E[g(X)jG] ED"g(EIX|G]) (X E[XjG]) + g(EIX|G]) G (9.8 d))
E D" g(EIXjG]) (X E[XjG)jG + E g(EIX|G]) G (9.8¢))
D" g(E[XjG]) E X E[XjG] G + E g(E[X|G]) G (9.10 a))
9(E[XjG]D): (9.8 b)) M

Norbert Henze, KIT
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Bedingte Erwartungswerte und bedingte Erwartungen

9.13 Satz (eine von X und G unabhengige -Algebra ist irrelevant)

In der Situation von 9.8 seH A eine weitere Sub--Algebra vonA. Sind H
und ( (X)[G) stochastisch unabkngig, so gilt

EXjG] = E[Xj (G[H)]:
Beweis: Sei 0.B.d.A.X 0(!). Setze
(A) = RAX dp; (A) = RA E[X jG]dP; A2 (G[H):
Dann sind und endliche Mae auf (G[H) mit jec= js. (warum?)
Beachte:E[X|jG]2LY( ; (G[H);P)=) nur = zu zeigen.

SeiM =fG\H:G2G;H 2Hg =) M\ -stabil,und (M)= (G[H).
(warum?) Zeige: (M)= (M) 8M 2 M (g.e.d. wg. Ma -Eindeutigkeitssatz).

SeienG 2 G;H 2 H. Vorauss.=) 1y und X 1g stoch. unabhangig. (warum?)
=) RG\HX dP= (G\ H)= E(ln X1g) =(E1l4)E(X1ls)= P(H) (G):
Da 14 und E[X jG]1s unabh. sind, folgt ebenso (G\ H)= P(H) (G): A
Beachte: Satz 9.10 d) ergibt sich mitH := Gund G:= f; ; g als Spezialfall.

Norbert Henze, KIT
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Bedingte Erwartungswerte und bedingte Erwartungen
Memo: H; ( (X)[G)unabh. =) E[X]|G]= E[X] (G[H)]

9.14 Beispiel

Die ZufallsvariablenX , Y und Z seien stochastisch unal#ingig, und es gelte
EX2< 1 ,EZ?< 1 .Dann gilt (stets P-f.s.):

E 3X?Z 5z%+4X (Y;2) ((:2)= (V)L @)

E3X2%zZ 5Z%+4X (2) (9.13mit G= (Z),H= (Y))

3E X2%Z (Z) B5BEZz? (z) +4E[X] (2)] (9.8 ¢))

3ZEX? (z) 5Z%E[}j (Z)]+4EX] (Z)] (9.10 a)

3ZEX? 57%+4EX: (9.10 d))

In diesem Beispiel ist die bedingte Erwartung gegebeifZ) eine (messbare)
Funktion der ZufallsvariablenZ .

Dass hier ein allgemeiner Sachverhalt vorliegt, wird durclas nachfolgende
Lemma begendet.

Norbert Henze, KIT
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9.15 Satz (Faktorisierungslemma)

Seien 6 ;, ( %A% ein messbarer Raum sowig : | %Y : I
Abbildungen. Dann sind folgende Aussageaquivalent:

a) Y ist (Z Y(A9:B)-messbar () (Y) (Z))
b) Es gibt eine(A% B)-messbare Funktiorh: °! RmitY =h Z.

Py

Beweis: ,b) =) a)\: Die Verkettung messbarer Funktionen ist messbar!

(2 A9, z = ( %A
PPP L

Ppp h

Y quD n

(R;B)

.a) =) b)\: Algebraische Induktion! Sei 0.B.d.A.Y 0 (warum?). Ist
P
Y= jifAjg mit ;2R o; Aj=2Z Y(Af); A{2A°

P
eine Elementarfunktion, so setzé := jk:1 jlfAjOg =) Y=h Z.lIst
Y 0, sogiltYy, " Y mit ElementarfunktionenY, und Yn = hn  Z mit
(A%B)-mb. Funktionenh, : °! R.DannistY = h Z mit h=sup, ,hy.
|
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9.16 De nition und Folgerung
Seien( ;A;P) ein W-Raum,( %A% ein messbarer RaumZ : ! Ceine
(A; A%-messbare Abbildung unK 2 LY( ;A;P). Dann heit

EXjZ] = E[Xj (2)]

bedingte(r) Erwartung(swert) vonX gegebenZ (oder unter der BedingungZ).

E[X]jZ1;:::;Z¢] = E[X]Z]:
Nach Satz 9.15 istE[X jZ] eine messbare Funktioh vonZ, alsoE[X jZ]= h Z.
Die Funktionh : °! R heit (eine) Faktorisierung vonE[X jZ].
Wegen (Z)= Z (A9 gilt fur jedesA®2 A
z z z z
hdpP? = h zdp = E[Xj (2)]dP = X dP:
0

A Z 1(A0) Z 1(A0) Z 1(A0)

Beachte: Die Funktion h ist P? -f.u. eindeutig bestimmt, denn: Istg: °! R
eine weitere Faktorisierun% so folgt mit Satz 1.23

R
A00dP? = chdP?; A°2A%=) g= h P*-fs.

Norbert Henze, KIT
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Memo: R hdP? = h zdP = X dpP; A°2AC
€mo: A0 - Z l(AO) - Z 1(AD) 1 .
9.17 Bemerkung und De nition (bedingter Erwartungswert un ter Z = z)

Istin 9.16 h: °! R eine Faktorisierung vorE[X jZ], so heit
E[XjZ = z] := h(2)

(ein) bedingter Erwartungswert vonX unter der BedingungZ = z.

Die E[X jZ = z] P* .s. charakterisierende Gleichung ist
Z Z

E[XjZ = z]P*(dz) = X dP; A°2AC
0

A Z 1(A0)

Fur A%:= P ergibt sich speziell
Z
EX = E[X|Z = z] P*(dz) (iterierte Erwartungswertbildung)
0

9.18 Beispiel (Z ist diskret verteilt)
FallsP(Z = z)> Ofurj 1und j ,P(Z=2)=1,soqilt
X
EX = E[XjZ = z]P(Z = z); vgl. Einf. in die Stochastik.
i1
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R R V4 0 0.
Memo: ,,E[X]Z = z]P“(dz) = 1(A0)X dP; A2A"

9.19 De nition und Bemerkung (bedingte Wahrscheinlichkei t)
In der Situation von 9.16 heit fur jedesA 2 A

P(AjZ) = P(Aj (Z)) = E1la Z
(eine) bedingte Wahrscheinlichkeit vorA unter (der Bedingung)Z.
P(AjZz =2) == E1la Z =2
hei t (eine) bedingte Wahrscheinlichkeit vorA unter (der Bedingung)Z = z.

Die charakteristische Gleichung (siehe Memo) wirdif X = 1, zu
Z

P(AjZ = Z) P*(dz) = P(A\f Z 2 A%); A°2AC
A0

Fur A= ©folgt speziell o
P(A) = P(AjZ = z) P*(dz); A 2A:
0
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R
Memo: P(A) =  (P(AjZ = z) P*(dz); A2A:

9.20 Beispiel (Z ist diskret verteilt)
FallsP(Z = z)> Ofurj 1und j ,P(Z=27)=1,soqilt

X
P(A) = P(AjZ = z) P(Z = z); vgl. Einf. in die Stochastik.
i1

(Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)

Norbert Henze, KIT
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R
Memo: ,,P(AjZ = z) P“(dz) = P(A\f Z2A%); A°2A° (CG)

Beachte:Sind A1;Az;::: 2 A paarweise disjunkt undA®2 A° so gilt:

| | |
Z X H , X . . H
P AjZ=z P’dz) = P Aj \fZ2A% (CG)
A0 j=1 j=1
X 0,
= P A\fZ2A%g ( -Add.)
i=1
Z
= P(A;jZ = z) P*(dz) (CG)
j=1 A°
Z %
= P(AjjZ = z) P*(dz): (MON)
! Al o
X X .
Es folgt P AjZ=2z = P(AjjZ = z) fur P~ -fast alle z:
j:]_ j:]_

Die Ausnahmemenge éngt im Allg. von der FolgeA1;Az;::: ab!

Frage: Gibt es P* -NullmengeN , so dass #ir jedesz 2 °nN die Zuordnung
A3 A 7! P(AjZ = z) ein W-Ma ist? Antwort: Unter allgem. Vorauss. ja!

Norbert Henze, KIT
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Memo: Zerlegung einer gemeinsamen Verteilung, vgl. Satz 8.14

=) 9  UW P% von (R¥;B*) nach(R ;B ) mit P%**) = pZ  pP%:d.h.:
e P¥(z;) ist ein W-Ma auf B fur jedesz 2 R¥,
e R¥ 3z 7! P} (z;B) ist BX-messbar érr jedesB 2B .

P heit bedingte Verteilung vonX gegebenZ.

P5_,()= P%(z;) heit bedingte Verteilung vonX unter der Bedingung
Z =1z

Die DarstellungP?* ) = PZ  P% st in folgendem Sinn eindeutig: Falls
P(ZJX ) = Ql Q1:2

mit einem W-Ma Qj auf B¥ und einer®W Qi:» von (R*;B¥) nach(R ;B),
so gelten:

") Ql = PZ,

@ 9N 2B¥ mit PP(N)=0 und Q12(z; ) = P5(z; ) 822 R*nN.

Norbert Henze, KIT

9.26
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9.21 Satz (bedingter E-Wert als E-Wert der bedingten Vertei lung)

In der Situation von Satz 8.14 seX reellwertig, und es gelteEjX j < 1 : Dann
ist A
h(z) =  xP3.,(dx); z2R";
R

ein bedingter Erwartungswert vorX unter Z = z.

Beweis: Zg zeigen:h erfullt die charalgeristische Gleichung

E[X|Z = z]P*(dz) = X dP; A°2AC
0

A z 1(A9)

%us 9.17. SeiA=: BZZ Bk := A° SetzeT(ZZ;X Y= X (lg Z)=)

XdP = X (la Z)dP = T(ZX)dP
z 1(B) b

= T(z;x) P%* ) (d(z;x)) (Trafo-Satz)
B R
Z

= X 1g (z) P%* ) (d(z;x))
2%

= X P3-,(dx) P*(dz) (Fubini f ur ¥W'en) MW
B R
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9.22 Folgerung
In der Situation von Satz 8.14 seK reellwertig mit EjXj < 1 , und es gelte

pZX) = § mit -endlichen Maen und auf B bzw. B. Weiter sei
. f (z;x) f(z;x)
f(xjz) = R = ;. falls f1(z) > O;
™02 = By @) - fe) 1@
und f (xjz) := go(X), sonst. Dabei istgo eine beliebige W-Dichte bzgl. uber
R. Dann ist Z,
E[XjZ = z] = xf (xjz) (dx)
1

ein bedingter Erwartungswert vorX unter Z = z.
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9.23 Satz (Berechnung von Ef (Z; X))

Es seien( ;A;P) ein W-Raum undZ : ! R, X : | R Zufallsvektoren.
Weiter seif : R* | R eine(B** ;R)-messb. Funktion mitEjf (Z;X )j < 1 .
Dann gilt z

Ef (Z;X) = Ef(Z;X)Z =z P*(dz);

RK

wobei Z

Ef(ZX)Z=2z = f (z;%) P¥-,(dx):

.

Beweis: Mit P(%*) = pZ  pP% und dem Satz von Fubini ér
Ubergangswahrscheinlichkeiten folgt
Z Z nz i
Ef (Z;X) = f (z;x) P%* )(d(z;x)) = f(z;x)|P§ $z;d>]f) P* (dz):
k+ " k R

R R —_—Z

= P7-,(dx)

Bemerkung:h(z) := E[f (Z; X )jZ = Zz] ist eine Faktorisierung von
E[f (Z;X)j (Z)] (Beweis analog zu Beweis von Satz 9.21).

Norbert Henze, KIT 9.29



Stoppzeiten und Martingale

Soll sie stoppen? Eine Sechs wirft sie aOfPunkte zurick.

Norbert Henze, KIT 10.1



Stoppzeiten und Martingale

Es seien( ;A;P) ein W-Raum und( %A9 ein messbarer Raum.

10.1 De nition (Filtration, Stoppzeit, Adaptiertheit)
a) Eine aufsteigende Folg& := (Fn)n o von Sub- -Algebren vonA, d.h.

Fn F naa A n 2 No;

heit Filtration.

b) Eine Abbildung : ! No[flg heit Stoppzeit beaglich der Filtration
F=(Fn)n o, falls gilt:

f =ng2F, furjedesn 2 No: (10.1)
Gilt P( < 1)=1,soheit endlich

c) Eine Folge(Xn)n2n, von ZufallsvariablenX, : ! %heit (an F)
adaptiert, falls gilt: X, ist Fn-messbar ér jedesn 0.

d) In c) heit die durch
FX = (Xo;X1:ii:Xn)
de nierte Filtration F* := (FX)n o die naterliche Filtration von
(Xn)n 0-

Norbert Henze, KIT 10.2



Stoppzeiten und Martingale

Memo: Filtration: Fn F 1 A

Memo: Stoppzeit : ! No[flg :f =ng2F., 8n2 No

10.2 Bemerkungen

a)

b)

c)

Interpretation: Deute 0; 1; 2; : : : als Zeitpunkte. Zum Zeitpunkt n kann
Eintreten bzw. Nichteintreten der Ereignisse aus, beobachtet werden.

Filtration modelliert , Informationsgewinn mit fortschreitender Zeit\.
Speziel:FX = (Xo::::;Xn) enthalt die durchXo;:::; Xn
beschreibbaren Ereignisse.

Die Folge (X ) ist an (FX) adaptiert (warum?).

Intuitive Vorstellung des Begri s Stoppzeit:

Man kann ein Gucksspiel (oder eine Finanztransaktion) zu einem
zufallsabhangigen Zeitpunkt beenden. Die Bedingunfj = ng2 F,
besagt, dass zum Stoppen nur die (bis) zum Zeitpunkt vorhandene
Information einie t.

Fo ::: F ¢ A .Dann:Stoppzeit : If 0;1;:::;kg,
f =ng2F,fur0O n k.

Norbert Henze, KIT
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Stoppzeiten und Martingale

Memo: Stoppzeit : ! No[flg :f =ng2F, 8n2 Np

10.3 Satz (Charakterisierung einer Stoppzeit)
Eine Abbildung : ! No[flg

f ng2F, furjedesn 2 No:
Beweis: Aus (10.1) folgt f

= kg2Fx F , furjedesk n und somit
f ng = Sﬂzof = kg2Fnq:
Umgekehrt ergibt sich aud ng 2 F, fur jedesn 2 No:
f =ng = f ngnf n 1g2F,: &

10.4 Folgerung

Seien ; und , Stoppzeiten berglich einer Filtration (F,). Dann sind auch

1+ 2; max( 1; 2); min( 1; 2)
Stoppzeiten berglich (Fn).

Beweis: tbungsaufgabe!

Norbert Henze, KIT
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Stoppzeiten und Martingale

10.5 Beispiele
a) Die wichtigsten Stoppzeiten sind sogenanntersteintrittszeiten:

Seien(Xn)n o eine Folge( % A%-wertiger Zufallsvariablen undA®2 A °.
Dann ist (mit der Konventioninf ; := 1 ) die durch

= inffn  0:X, 2 A%

de nierte Ersteintrittszeit in die MengeA® eine Stoppzeit bemglich der
naturlichen Filtration FX . Beachte: Fur jedesn 2 Ng gilt:

i=0

b) Eine triviale Stoppzeit ist diefeste Stoppzeit (! ):= c,! 2 , fur ein
vorgegebenegs 2 Ng, denn es gilt

; falls n = c;
f =ng =
;; fallsn 6 c:
c) Keine Stoppzeitist (im Allg.) :=inffn 0:X, = Xn+1 0.

Norbert Henze, KIT
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Stoppzeiten und Martingale

10.6 De nition ( -Algebra der -Vergangenheit)
Sei eine Stoppzeit bzgl. einer Filtration(F,). Dann hei t das Mengensystem

A = A2A A\f ng 2 F, fur jedesn 2 No

die -Algebra der -Vergangenheit (Warum ist A eine -Algebra?)

10.7 Satz

Seien eine endliche Stoppzeit beaiglich einer Filtration (F,) und (Xn)n o
ein Folge reeller adaptierter Zufallsvariablen. Dann isieddurch

X : 'R 11 X ():=

X ay(t) ; falls (1)< 1;
0 ; falls (1)=1

de nierte Abbildung A -messbar.
Beweis: SeiB eine beliebige Borelmenge.ef jedesn 2 No gilt
fX 2 Bg\f ng = SE:O (fXxk2Bg\f =kg) 2F, ()
Def. vonA =)f X 2Bg=X }B)2A . N

Norbert Henze, KIT
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Stoppzeiten und Martingale

10.8 Beispiel Urne mit 5 Kugeln, davon tragen 3 die Zah| 1\ und 2 die
Zahl ,+1\. Rein zufallig ohne Zurcklegen ziehen. Man darf jederzeit stoppen.
Die Summe der erhaltenen Werte ist der Gewinn.

Gibt es eine Stoppregel, sodass der erwartete Gewinn pasigt?

Modell:
o]

X8
= L= (agiinas) 2f 1,197 1fay =1g=2
j=1
P sei die Gleichverteilung auf . X; (! ) := & (Projektions-Abbildungen). Setze

gl;fa”SX1(!):1;

_ 2 falls Xe(M)= L;X2(t)=1;

- 34 falls Xo(!)= Xo2(1)= L Xs(')= Xa(!)=1;
"5 falls X1(1)= Xo(1)=  LXs(!) Xa(l)= L

M):

P
Beachte:Mit S, = j”=1 X ist die gestoppte SummeS der Gewinn.

E(S) = 1 P(S =1)+( 1) P(S = 1)

2 822 _ 1
5 5 4 3 5

Norbert Henze, KIT
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10.9 De nition (Submartingal, Supermartingal, Martingal)

Es seien( ;A;P) ein W-Raum,F = (F,), o eine Filtration und (Xn)n o
eine adaptierte Folge reelleP-integrierbarer Zufallsvariablen. Die FolgéXn)n o
heit (bzgl. F) ein

a) Submartingal falls fer jedesn 2 No gilt: E[Xn+1 jFn] Xn P-f.s,,
b) Supermartinga) falls fer jedesn 2 No gilt: E[Xn+1 jFn] Xn P-f.s,

c) Martingal, falls fur jedesn 2 No gilt: E[Xn+1 jFn] = Xn P-fs.

Beachte: Im SpezialfallFX = (Xo;:::;Xn) (naturliche Filtration) lassen wir
den Zusatz,bzgl. (Fn)\ weg und sprechen kurz von einem Submartingal (bzw.
Supermartingal bzw. Martingal).

Die obigen De nitionen nehmen dann folgende Gestalt an:

E[Xn+1 jXo0;::15Xn] Xn P-fs. (Submartingal) ;
E[Xn+1jXo0;:::;Xn] Xn P-fs. (Supermartingal) ;
EXn+1jXo0;::5;Xn] = Xn P-fs. (Martingal) :

Norbert Henze, KIT 10.8
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10.10 Bemerkungen
a) Interpretation im Zusammenhang mit einem zu den Zeite®; 1;2;:::
durchgetihrten Ghicksspiel:

Xn ist Kapital eines Spielers zum Zeitpunkn (vor dem (n +1)-ten Spiel).
Martingaleigenschaft besagt: Spiel ist in dem Sinne fairads daserwartete

Kapital nach dem mchsten Spiel gleich dem Kapital vor diesem Spiel ist.

In diesem Sinn modellieren also Submartingale bzw. Supertiryale die
Kapitalstande bei Spielen, die prinzipiell vorteilhaft bzw. unvoitbaft sind
=) .Eselsbecke\ fur Richtung der Ungleichung bei Supermartingal:
Ein Supermartingal ist &ir den Spieler gar nicht super!

b) Das Konzept des Martingals geht auf P. levy zwrck. Die sog.Martingale
ist eine Gucksspielstrategie (nach verlorenem Spiel verdoppeln).

¢) (Xn)n o Submartingal() ( Xn)n o Supermartingal,
(Xn)n o Martingal ( (Xn)n o Supermartingal und Submartingal.

Norbert Henze, KIT
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Stoppzeiten und Martingale

10.11 Bemerkung Sei(Xn)n o ein Submartingal bzgl.(F,). Dann gilt fur jede

Wahlvonm undn mit m>n  O:
E[XmjFn] Xn P-fs. (Ybungsaufgabe)
Diese Ungleichung kehrt sicheir Supermartingale um. Insbesondere folgt:
@ (Xn) Submartingal=) E(Xn) E(Xn+1); n 0O,
@ (Xn) Supermartingal=) E(Xn) E(Xn:1); n 0O,
@ (Xn) Martingal =) E(Xo) = E(X1) = E(X2)= :::.

10.12 Satz (Test eines Sub- oder Supermartingals auf ein Mart ingal)
Es sei(Xn) ein Submartingal oder Supermartingal. Dann gilt:

(Xn) Martingal () EXn = E(Xo) 8n 1

Beweis: Sei(Xn) 0.B.d.A. ein Submartingal. Zu zeigen ist nur:
E(Xn)= E(Xo); N 1=) (Xn) Martingal. (Xn) Submartingal =)

E Xn+1jFn Xn 0 P-f.s.

R
Wegen E Xn+1 jFn Xn dP= EXns1  EX, =0 folgt die Beh. W

Norbert Henze, KIT
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10.13 Beispiel (Partialsummen unabh angiger Zufallsvariablen)
SeienYo; Y1;::: unabhangige Zufallsvariablen miEjY,j< 1 ,n 0. Sei

X
Xn = Y; n 0
j=0
Dann gilt (jeweils P-fast sicher):

E[Xn+1jXo0;::5;Xn] = E[Ynsa + XnjXo;:i::; Xn]
= E[YnajXo;:i5; Xn]+ Xn
= EVYna + Xg:

Also: (Xn) Martingal 0 EY, =0 fur jedes n;

(Xn) Submartingal () EY, O fur jedesn;
(Xn) Supermartingal () EY, O fur jedesn:

Norbert Henze, KIT
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10.14 Beispiel (Produkte unabh angiger Zufallsvariablen)

SeienZo;Z1;::: unabhangigeP-integrierbare Zufallsvariablen mi€z; =1 fur
jedesj 0. Setzen wir

Xn = Zo i Zn; n 0

so gilt nach der Multiplikationsformel #ir Erwartungswerte (ES Satz 25.3)
EjXnj<1,n O

Fur jedesn 0 gilt (stets P-fast sicher):

E[Xn+1 jXo;::5;Xn] = E[Zn+1 XnjXo;:::: Xn]
=  Xn E[Zn+1)X0;:00;Xn] (9.10 a))
= Xn EZpn (9.10 d))
= Xn:

Produkte unabhangiger Zufallsvariablen mit gleichem Erwartungswett bilden
somit ein Martingal.

Die obige Gleichungskette zeigt, dass die Voraussetzugg; 1 fur jedes
j 0 zu einem Submartingal dihrt.

Norbert Henze, KIT 10.12
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10.15 Das Doobsche Martingal

Es seien( ;A;P) ein W-Raum, X eine reelle Zufallsvariable auf mit
EjXj< 1 und(Fn)n o, Fn A , eine Filtration. Dann ist

Xn = E[XjFnl; n 0
ein Martingal (das sog.Doobsche Martinga).
Beweis: WegenEjXj < 1 ist auchX, P-integrierbar.
Nach De nition von E[X jF,] ist Xn Fn-messbar.

Somit ist die Folge(X ) adaptiert.
Mit der Turmeigenschaft (Satz 9.10 b)) folgt:

E[Xn+1an] = E E[XJFn+1]]Fn = E[XJFn] = Xn:

Dabei gilt jedes GleichheitszeicheR-fast sicher. Il

Norbert Henze, KIT 10.13
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10.16 De nition (Pr avisible (vorhersagbare) Folge)

Es seien( ;A;P) ein W-Raum undF := (Fn)n o eine Filtration. Eine Fol-
ge (Vn)n o von ZufallsvariablenV, auf heit pravisibel oder vorhersagbar
bezglich der Filtration F, falls gilt:

Vn ist Fn 1-messbar ér jedesn 0.

DabeiistF ;= f; ; g gesetzt.

10.17 Beispiel
Sei in der obigen Situation : ! No[flg eine Stoppzeit bzgl.F, und sei
Vy = 1f ng, n 0. Dannist (Vn)n o pravisibel bzgl.F, da

f ng = f n 1g° 2F, 1; n O
10.18 Fur ein vorhersagbares Martingal (X,) gilt X, = Xo P-f.s., n 0.

Beweis: (Xn) Martingal =) E[Xn+1 jFn]= Xn P-f.s.
(Xn) vorhersagbar=) E[Xn+1 jFn]= Xn+1 P-f.s. (warum?) W

Norbert Henze, KIT 10.14
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10.19 Satz (Doob-Zerlegung)

Es seien ;A;P) ein W-Raum,F := (Fn)n o eine Filtration und(Xn)n o €ine
an F adaptierte Folge vonP-integrierbaren Zufallsvariablen auf .

Dann existiert eine eindeutig bestimmte Zerlegung der Gakt
Xn = Mpn+ Vh; n 0:

Hierbei ist (M) ein Martingal, und die Folge(Vn) ist vorhersagbar mitVp := 0.
(Xn) ist genau dann ein Submartingal, wen@n)n o P-f.s. monoton wachst.

Beweis: Existenz: Setze

X ] x ]
Mnp = Xo + Xk E XkjFk 1 ; Vh = E XkjFk 1 Xk 1t
k=1 k=1

O enbar gilt X, = M, + V,, und (V,) ist pravisibel (warum?) mit Vo = 0.
(My) ist ein Martingal, weil h i

EMn Mn 1Fn 1 =EXn EXnjFn 12 Fn1 = 0:

Eindeutigkeit: Aus Xn = My + Vo, = M2+ V2 folgt M, M2= V2 V, =)
My MY ist pravis. Martingal (warum?) mit M, M2 = Mg M{=0.

Norbert Henze, KIT 10.15
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Memo: Xn = Mp + Vn; (My) Martingal ; V, F, 1-messbar

(Xn)Subm. 08 n:Xn E Xns Fn :||5M a F +|Evn{% Fn

}

= My = Vi1
08 n:Xn Xp+Voeaa Vo B

10.20 Satz (L 2-Martingale haben orthogonale Zuw &chse)

Es sei(Xn)n o ein Martingal bzgl. der Filtration (Fn)n o mit E(X2) < 1 fur
jedesn 0 (sog. L2-Martingal). Dann gelten:

a) (Xn) besitzt orthogonale Zuwachse d.h. es gilt
E (Xm Xm 1) (X X‘ 1) = O 8\6 m:
b) Es gilt X
V(Xn) = V(Xo)+  E (X; X; 1)®:
j=1

Beweis: UbungsaufgabeHinweis: Turmeigenschaft ér bedingte Erwartungen.

Norbert Henze, KIT
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10.21 Satz (Martingale und konvexe Funktionen liefern Subma rtingale)

Sind (Xn)n o ein Martingal beaiglich (Fn)n o undg: R! R eine konvexe
Funktion mit Ejg(Xn)j< 1 ,n 0, so gilt:

(g(Xn))n o istein Submartingal bezuglich (Fn)n o:

Beweis: Mit der Jensen-Ungleichungefr bedingte Erwartungen folgt (jeweils
P-f.s.):

E[g(Xn+1)jFn] g(E[Xn+1jFn])
= 9(Xn):

Dabei gilt das Gleichheitszeichen, weX ) ein Martingal ist. W
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10.22 Spielsysteme
Sei(Xn)n o ein Martingal bzgl. der FiltrationF = (Fn)n o.

Interpretiert man X als Anfangskapital undX, X, 1 als Gewinn in einem
n-ten Spiel pro eingesetztem Euro, so liefert die Martingadgenschatft:

E Xn Xn 1an 1 = E[anFn 1] Xn 1 =0 PAfs.

=) ,Spiel im Mittel fain. Frage:Kann man durch situationsabkngigen
Kapitaleinsatz das Spiel vorteilhaft machen?

Mathematische Pmrzisierung:SeiC, der Einsatz in dem-ten Spielrunde

Im Sinne von 10.16 ist die FolgéC,) pravisibel bzgl. der FiltrationF. In
diesem Zusammenhang nennt mafCn)n 1 auch einSpielsystem @ir (Xn)n o.

In diesem Fall ist (mit der Interpretation vonCy als Einsatz beimk-ten Spiel)
X
Yo = Ck(Xk Xk 1)
k=1

der (Gesamt)-Spielgewinn nach dem-ten Spiel.

Norbert Henze, KIT 10.18
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10.23 Martingaltransformation
Es seienC := (Cn)n 1 ein Spielsystemdr X :=( Xn)n o wie in 10.22.
Man schreibt die Gleichungen
P n
Yo = 4 Ck(Xk Xk 1), no 1
(mit Y :=(Yn)n 1) gerne in der Kurzform

Y=C X;Yn=(C X)n:

Der Ubergang vonX zu C X heit Martingaltransformation von X durch C.

Norbert Henze, KIT 10.19
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P
Memo: Yo = 7, Cc(Xxk Xi 1); n L

Memo: Y =2 C X; Y, =(C X)n:

10.24 Satz
Es seienX = (Xn)n o €in Martingal beaiglich (Fn)n o und C = (Cp)n 1

pravisibel benglich (Fn). Gilt
Co(Xn Xn 1)2L%( ;A;P); n 1 (10.2)
so istC X ein Martingal.

Gilt C, O fur jedesn, so bleibt die Aussage @jtig, wenn man jeweils, Mar-
tingal durch ,Submartingal bzw. jeweils durch, Supermartingal\ ersetzt.

Beweis: C X ist adaptiert (warum?), und wegen (10.2) ist(C X )n fur
jedesn integrierbar. Aufgrund derF, 1-Messbarkeit vonC, folgt mit 9.10 a)

E(C X)n (C X)n 1jFn 1] = E[Ch(Xn Xn 1)jFn 4]
Cn E[Xn Xin 1jFn 1] =0:

Fur ein Sub- bzw. Supermartingal ist das letzte=\ durch ,, \ bzw. durch
\ zu ersetzen. W
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Memo: Cn(Xn Xn 1)2L%( ;A:P); n 1

10.25 Bemerkungen

a)

b)

c)

Eine hinreichende Bedingungef (10.2) (s. Memo) ist die gleichma ige
Beschenktheit der Folge(C,) (in jedem Casino gibt es ldchsteingtze,
und auch das auf der Welt veefgbare Investitionskapital ist besclankt!).

Die Martingaltransformation X 7! C X macht auch dann Sinn, wenn
X =(Xn)n o nicht unbedingt ein Martingal darstellt, sondern nur eine
adaptierte Folge ist.

Ist C = (Cp) pravisibel und die Bedingung (10.2) ewflt, so nennt man
den®bergang vonX zu C X (diskretes) stochastisches Integral vo@@
beziglich X .

Satz 10.24 besagt: Es ist uneyglich, durch geschickte Wahl des Einsatzes
aus einem fairen Spiel ein vorteilhaftes Spiel zu machen.

Die nachsten Resultate zeigen, dass dieshglich auch keine noch so
geschickte Stoppstrategie hilft.

Norbert Henze, KIT
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10.26 Folgerung (gestoppte Martingale bleiben Martingale)

Seien(Xn)n o ein Martingal bzgl. (Fn) und eine beliebige Stoppzeit. Sei
(X an)n o de niert durch

Xoan(P)=X @ya() 2 5

wobeix A n:=min( x;n), x 2 Rund1” n := n. Dann ist auch diegestoppte
Folge (X ~n)n o ein Martingal.
Eine entsprechende Aussage gilaf Submartingale und Supermartingale.

Beweis: Betrachte das SpielsystenC, := 1f ng,n 1
Beachte: Es qilt f Nng2F, 1 =) CyistF, 1-messbar. Es gilt

X

Yn = Ck(Xk Xk 1) = X ap Xo:

k=1

Nach Satz 10.24 ist(Yn)n o ein Martingal und damit auch(X ~n)n o, denn:
E X A (n+1) jFn = E Yna + XojFn = E Ynu1jFn + E XojFn
= Yn + XO = X f\n: .
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10.27 Satz (Optionales Stoppen (Doob); you can't beat the sy stem!)

Seien(Xn)n o €in Martingal und eine Stoppzeit bemglich der natrlichen

Filtration (FX), FX = (Xo;:::;Xn), MtE < 1:
Weiter gebe es eirc 2 (0;1 ) mit

E 1f ng jXn Xn 1j Xo;::i;Xn 1 cilf ng P-fs; n 1

Dann gilt

Beweis: Es gilt punktweise auff! : (1)< 1g, d.h. P-f.s.:
P
X = Xo+ 1f ng(Xn Xn 1) =)

P
EjX j EiXoj+ E L, 1f  ngiXn Xn ij

1
n=1

P
= EjXoj+ ., E1f  ngiXn Xn i (MON)
h

. .. P . .
= EjXoj+ ., E I? 1f ngjXn >{§Zn 1j Xo;111: Xn )
P clf ng
EjXoj+c L, P( n) = EjXoj+CcE < 1:

n=1

Norbert Henze, KIT
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Memo: (X,) Martingal und  Stoppzeit bzgl. (FX) mit E < 1
9c2(0;1): E1f ngiXn Xn 1j Xo;::i;Xn 1 clf  ngP-fs.
=) EX = EXo
Bereits gezeigt:EjX j< 1.
Seik 2 No und ~ k:=min( ;k). Dann gilt
JE(X)  E(X ~i)i EiX X k]

P
It ng(Xn Xno1) ()

P : )
%:k+1 1f ngjXn Xn 1j

= E

E

P ] )
hokn E(LF ngiXn Xn 1j) (MON)

P
C aaPC 1) (2. Zeile Memo)

und damit (warum?)
EX = 1|'En EX & K-

Norbert Henze, KIT
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Memo: (X,) Martingal und  Stoppzeit bzgl. (FX) mit E < 1
9¢2(0;1): E1f ngjXn Xn 1j Xo;:::;Xn 12 clf  ngP-fs.
=) EX = EXo

Bereits gezeigt:EjX j< 1, EX =lmyn EX »k.

—

P
Esgelten X ~x = Xo+ K 1f  ng(Xn Xn 1);
f ng = f n 1g°2 (Xo;:::;Xn 1) =)

P h h ii

E(X /\k) = E(X0)+ n:lE E 1f ng(Xn Xn 1) Xo;:::;xn 1
h
P .
= E(Xo)+ X E 1f ngF[Xn Xn 11{>Z<o;:::;xn 1; (9.10 a))

- E(Xo) W =0; da (Xn) Martingal

10.28 Folgerung Fur Sub- bzw. Supermartingale gilt unter den Voraussetzunge
von Satz 10.27 gy Ex, bzw. EX  EXo:

Beweis: Fur ein Submartingal sind das letztg=\ sowie das,=\ unter | _{z—}
durch, \ zu ersetzen, #r ein Supermartingal durch, \. W
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10.29 Das Spieler-Ruin-Problem
SeienX1; X2;::: u.iv. auf einem W-Raum( ;A;P) mit
PX1=1) = p=1 g=1 PXi= 1), O<p< L
SeiSy:=0,Sy = X1+ :::+ Xp,n L
Seiena; b2 N. Deutung: a bzw. b ist Kapital von Spieler A bzw. B.
Sei =inf n 1:S,2f ajbg .

i Sn B ist bankrott

Norbert Henze, KIT
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: P
Memo: Xj u.iv.;P(X1=1)= p=1 P(X1= 1);S0:=0;Sy:= =1 X
Memo: =inffn 1:S,2f a;bgg

Gesucht istP(S = b)  (Interpretation: Ruin von Spieler B)

Seik := a+ b. Es gilt fur jedesm  1:

\m

f mk +1g Sk S;j yk <Kk (warum?) =)
j=1

P( mk+1) P(Sk<k) ™ =@ poy"

n 2 N beliebig=) 9 m:mk+1 n (m+1)k=) m ¢ 1 Also:
P( n) P( mk+1) (@ pH" 1 pf oK ?
1 h 1=k in.

= 1 p 1 p

Folgerung:E( )< 1 .

Norbert Henze, KIT
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Stoppzeiten und Martingale

P
Memo: Xj u.iv.;P(X1=1)= p=1 P(X1= 1);S0:=0;Sn:= F:l X

Memo: =inffn 1:S,2f a;bggE( )< 1 :
Sei zurachstp 6 ¢, alsop 6 1=2. Es ist
X1 1 1
q q q
E 2 = 2 + 2 = 1:
p p P p a
10.14=) M, :=(g=p°", n 0, ist Martingal. Satz 10.27=)
S
1 = EMg=EM =E 2
p
qg ° q "
= = S = + = P(S = b
p [Ce P 5 PGP
=1 P(S =h
1o’
=) P(S =b =
1 g

Fallsp =1=2, so ist(Sy) ein Martingal. Satz 10.27=)

0=ESo=ES =bP(S =b aP(S = a)=) P(S = b= —2

a+ b:

Norbert Henze, KIT
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Stoppzeiten und Martingale

P(S = b)
1:0

0:8

0:6

0:4

1 1 1 1 1
0 0:2 04 0:6 0:8 1.0 P

P(St = b) in Abhangigkeit der Erfolgswahrscheinlichkeip fer Spieler A #ir
a= b=3 (schwarz) unda= b=10 (blau)
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Stoppzeiten und Martingale

10.30 Beispiel (., Stoppen bei erstem positiven Kontostand\)
SeienX1; X2;::: u.iv. auf einem W-Raum( ;A;P) mit

1

P(X1=1) = > = P(X1= 1)
SeiSy=0,S, = X1+ :::+ Xp,n 1L

Sh
5,
4,
3,
2,
1
0 / . \/\
11 :fS 5 10 15 n
2,
3,

Die ersten 18 Schritte einer symmetrischen Irrfahrt af als Polygonzug
Sei =inffn 1:S,=1g. Esgit P( < 1)=1: (Beweis smter)
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Stoppzeiten und Martingale

Es gilt E(S ) = 1. Weiter ist fur jedesn 1
X
Sap = 1f kog(Sk Sk 1)
und damit
X k
E[S A = E[1f S :
[S ~n] . [ Q(Fk_{zk_l})]
= Xk
Da 1f kg eine Funktion vonX1;:::; X« 1 ist, folgt
E[1f kgxXk] = P( k) EXxk, =0
und somitE[S ~,]=0,n 1, also:
1=E(S) 6 0= ln'T E[S ~n] = E(S1):
Die Aussage von Satz 10.27 gilt also nicht. Woran kann dasgen?

EsgiltE( )= 1 (1) (Beweis folgt)
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Stoppzeiten und Martingale

Memo: =inffn 1:Sp=1g(1 )
Beachte: Es qgilt:
f 2n+1lg = fS;1 0;S; 0;:::;Sn  Og
= f,Weg bis zur Zeit 2n nicht posit\\ g =)
P( 2n+1) = P(S1 0;S; 0;:::;S2n 0)

= P(S1 0;S; 0;:::;S2n 0) (warum?)

10.31 Satz (Hauptlemma f &r symmetrische Irrfahrten auf Z)

2n
n

Esgilt: P(S1 0;S; 0;:::;S2n 0) = P(San =0) = 2

Beweis: folgt.

Wegen
2n 1 P—
n p=— (mit Stirling-Formel): k! ke ¥ 2k
22n n

ergibt sich:

Norbert Henze, KIT
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2n
Memo: P( 2n+1) = 22” pl?:

10.32 Folgerung Es gelten:

a P(<1)=1.

b) E( )=1.
Beweis: a) P( = 1)=Ilm 1 P( 2n+1)=0:

b X
by E() = 2j+1) P( =2j+1) = 2 1

j=0 j=0 n=0
X X b3

= 2 P( =2j +1) P( =2j +1)
j=0 n=0 |j:o (z )
X X =1

= 2 P( =2j+1) 1
n=0 j=n

X
= 2 P 2n+1) 1=1:

1 P( =2j+1)

Norbert Henze, KIT
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Stoppzeiten und Martingale

Beweis des Hauptlemmas: Zu zeigen: Es gibt genauso viele nichtntgm

Wege bis zur Zeit2n (d.h.: S;  0;S; 0;:::S2n 0) wie es, Bruckenwege\

(d.h.: Szn =0) gibt.

nichtnegativer Weg

3,
2,
1,
0= : T —— L,
1} S n
2}
3,
Breckenweg
Formal:
M = f(ai;:i;a)2f1; 19" tar+ :::+ ax =0g;
X
M, = f(ag;:::;az)2f1; 1g" am Ofurj=1;::::2ng
m=1

Wir konstruieren injektive Abbildungen vorM; nachM; und vonM; nachM3.

Norbert Henze, KIT
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Stoppzeiten und Martingale

1) Wir ordnen jedem BrickenwegW: einen nichtnegativen Wegh» zu.
Ist W1 nichtnegativ, setzen wirW, := W;. Andernfalls:

b ———

W2

2n

M

2n

An erster Minimums-Stelle vonwW: Nullpunkt eines neuen Koordinatensystems!
Teilweg von (0;0) nachM an (alter) y-Achse spiegeln!

Gespiegelten Teilweg an Ende voW; ansetzen!

Im blauen Koordinatensystem entsteht ein nichtnegativer &g Wo.
Verschiedene Weg#V: gehen auf verschiedene Wedd/, uber! (Injektivit at!)
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Stoppzeiten und Martingale

2) Wir ordnen jedem nichtnegativen WedV, einen BrickenwegW; zu.
Ist W, ein Breckenweg, setzen wikV; := W;. Andernfalls:

‘ Zh ‘
Weg erreichtletztmalig halbe Endeheim Punkt P
Teilweg abP an Achsex = 2n spiegeln

Roter Abschnitt wird im Ursprung nach links angeheftet.

Im neuen Koordinatensystem entsteht ein BckenwegW,!

Verschiedene Weg&V, gehen auf verschiedene Wegd/1 uber! (Injektivit at!)
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Stoppzeiten und Martingale

10.33 Satz (Waldsche Gleichung)

Seien(Xn)n 1 eine u.i.v.-Folge mitEjX1j < 1 und N eine Stoppzeit bzgl. der
Zu X 1; X 2;::: geborenden natrlichen Filtration mit E(N) < 1 . Dann gilt:
!

E X, = EX; EN:

. . P, )
Beweis: Sei 0.B.d.A.EX1 =0 (), Sp = =1 Xj. Nach Bsp. 10.13 ist
(S1;:::Sn)=(S1:::::Sn) Y(B), (Xip::iXn)=(Xa1;::Xa) Y(BM).

(X1;X2;::5:Xn) = (S1:;S2 S1;::5:Sn Sa 1);
(S1;S2;:::;Sn) = (X1 X1+ Xzt Xa+ 120+ Xp)

E 1fN ngjSn  Sn 1) S1;:::;Sn 1 = E1fN ngjXnj S1;:::;Sn 1
= 1fN ngEjXij:

Satz 10.27 liefert nun0 = E(S1) = E(Snv)= EX; EN: W
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