Extreme Gewinnhaufigkeiten beim Lotto: Pech und Glick oder nur Werk
blinden Zufalls?

NORBERTHENZE, KARLSRUHE

Zusammenfassung: Ein Artikel von R. Motzer (Mot-  Tabelle 1 zeigt die Ziehungshaufigkeiten der einzel-
zer (2010)) thematisiert das extrem seltene odernen Lottozahlen nach 4914 Ausspielungen (Stand:
haufige Auftreten bestimmter Lottozahlen (insbeson-5. 12. 2010).

dere der als, Pechzahl” titulierten 13). Wir zeigen,
dass die bislang beobachteten Gewiaufigkeiten 1 2 3 4 S 6 7
im deutschen Zahlenlotto 4 aus 49 vollkommen mit 602 | 612 | 623 | 611 | 596 | 624 | 603

einem stochastischen Modell véglich sind, das 8 9 10 1 11| 12| 13 | 14
die Unablangigkeit der Gewinnzahlen verschiede- 577|622 587 601 | 586 | 543 | 590
ner Ausspielungen sowie die Gleichwahrscheinlich- 15116 | 17| 18 | 19 | 20 | 21

keit aller Sechserauswahlen der 49 Zahlen pro Aus- | 572| 601 | 604 | 599 | 594 | 572 | 580
spielung annimmt. Das stochastische Verhalten ex- 22 | 23| 24| 25| 26| 27 | 28
tremer GewinnBufigkeiten kann nicht mit Hilfe der 610 592 | 598 | 639 | 640 | 628 | 562

Binomialverteilung beurteilt werden. 29 | 30 | 31| 32| 33| 34| 35
572 | 593 | 633 | 610 | 620 | 595 | 599

36 | 37 [ 38| 39| 40 | 41 | 42
1 Einleitung 601 | 596 | 641 | 603 | 600 | 620 | 608
43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49
648 | 602 | 560 | 577 | 602 | 602 | 634

Beim Zahlenlotto 6 aus 49 kollidieren die Begrif-
fe stochastische Unabhangigkeit und Gleichwahr-
scheinlichkeit oft mit dem allgemeinen Empfinden  Tapelle 1: Ziehungshaufigkeiten der Lottozahlen
von Zufalligkeit. Hat die Lottotrommel ein Gedacht- nach 4914 Ausspielungen
nis? Merkt sie sich etwa, wenn irgendeine Zahl schon
ein Jahr nicht mehr auftrat, und bevorzugt sie dieseBesonderes Augenmerk rufen hier Zahlen hervor, die
dann in nachfolgenden Ziehungen? extrem selten bzw. oft auftraten. So geht ein Artikel
von R. Motzer (Motzer (2010)) der Frage nach, ob
Akzeptiert man die beiden Modellannahmen, dass gje pislang vom Lottozufall meistgemiedene Zahl 13
die Ergebnisse (Gewinnzahlen) verschiedener Lot-gine Pechzahl ist. So kam die 13 in den ersten 996
toausspielungen stochastisch unabhangig voneinanZiehungen nur 96-mal vor, obwohl doch der nach
der sind und bei jeder Ausspielung eine Gleichver- ger Binomialverteilung berechnete Erwartungswert
teilung tber aller(’y) moglichen Sechserauswahlen 129 betragt, im Zeitraum 1955-2009 (4792 Ausspie-
der 49 Lottokugeln vorliegt, wird klar, dass jegli- lungen) war die 13 (bei einem Erwartungswert von
ches Stobern in Datensatzen vergangener Ausspiesgz) nur 524-mal Gewinnzahl. Da die ebenfalls nach
lungen die Gewinnwahrscheinlichkeit bei zukinfti- ger Binomialverteilung berechneten Standardabwei-
gen Ausspielungen in keiner Weise beeinflusst. Ma”chungen 10 bzw. 22,7 betragen, liegen beide Ergeb-
lauft hierbei nur Gefahr, nach einer einfachen Regel hisse unterhalb der vom Erwartungswert subtrahier-
zu tippen, die auch viele Mitspieler befolgen. Eine ten doppelten Standardabweichung. Liegen hégr

len zu setzen, die bislang am haufigsten auftraten. Sie

wurde fur die Ziehung am 16. Oktober 1993 allein in In diesem Aufsatz wird gezeigt, dass das stochasti-
Baden-Wirttemberg 393-mal angewandt (Henze undsche Verhalten von Gewinnhaufigkeiten, die durch
Riedwyl (1998), Abschnitt 5.3). Auf das Bundesge- ihr extremes Verhalten quasins Auge springen®,
biet hochgerechnet ist davon auszugehen, dass mehiicht mit Hilfe der Binomialverteilung (und deren
rere Tausend Lottospieler die aus ihrer Sicht jeweils Approximation durch die Standardnormalverteilung)
LheilResten* Zahlen ankreuzen. Noch extremer siehtbeurteilt werden kann, sondern eine simultane Ana-
es mit den Zahlen der jeweiligen Vorwoche aus, die lyse aller 49 Ziehungshaufigkeiten erfordert. Als Fol-
sich in der darauf folgenden Woche mehrere Zehn-ge werden sich die extremen Gewinnhaufigkeiten
tausendmal auf deutschen Tippscheinen finden (Hen648 und 543 sowie deren Differenz als ganz norma-
ze und Riedwyl (1998), S. 67). les Werk blinden Zufalls herausstellen.
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2 Das Verhalten einer a-priori gewahlten Fur das 5%-Quantik£ —1.645) der Standardnormal-
Zahl: Binomial- und Normalverteilung verteilung liefert dann (3) die Approximation

Wir betrachtemn Ausspielungen im Lotto 6 aus 49. P(Hag14j < 6017 — 1.645-22.98) ~ 0.05,  (4)

Das Ergebnis dek-ten Ausspielung schreiben wir
zweckmaRigerweise als Zufallsvektor also unter Beriicksichtigung der Ganzzahligkeit von

H4914J‘ das Resultat

X = (X1, X2, - - -, X 49). (1)
P(Has14j < 563) ~ 0.05. (5)

Hierbei istXy ; = 1 bzw. X, j = 0 gesetzt je nachdem, .
ob die Zahlj in der k-ten Ausspielung Gewinnzahl Aufgrund des Gesetzes groler Zahlen ist diese Aus-
ist oder nicht. Der VektoX, weist also an genau 6 sage W|§fo!gt Zl_J mt_erpretler(—‘in: Nach Wa_‘hl eifes-
Stellen eine Eins und an 43 Stellen eine Null auf, '€14ahlJ wird die Ziehungshaufigkeit vonin 4914
Summiert man die Vektorek, ..., X, (komponen- Ziehungen beobachtet. Betrachtet man diese 4914

tenweise) auf, so entsteht ein Zufallsvektor Ziehungen glsein ExRerir_nent und wieder_hokﬂie— .
sessehr oft in unabhangiger Folge, so wird auf die

Hn = (Hn1,Hno, ..., Hnao) Dauer in ungefahr 95% aller Falle die beobachtete
Ziehungshaufigkeit fur die Zahlkleiner oder gleich
mit den Komponentehl, j = Xqj+Xoj+ ...+ Xnj 563 sein.

(j =1,...,49). Dabei istH,; die Gewinnhaufig-
keit der Zahl j in n Ausspielungen. Unter der
(die Gedachtnislosigkeit der Lottotrommel wider-
spiegelnden) Annahme, daXs,X»,...,X, stochas-
tisch unabhangig sind und jeder dgf) Vektoren
mit 6 Einsen und 43 Nullen mit gleicher Wahrschein-
lichkeit auftritt, besitzt die Ziehungshaufigketty

fur jede a-priori, d.h.vor Durchfihrung dem Zie-
hungen, gewahlte Zaljleine Binomialverteilung mit
Parameterm und p = 6/49; es gilt also insbesondere

Offenbar ist diese Idealsituation bei dem Datenma-

terial aus Tabelle 1 nicht gegeben, da alle 49 Zie-

hungshaufigkeiten algnemExperiment (4914 Zie-

hungen) stammen und nicht stochastisch unabhangig

sind (es gilty®; Hag14j = 6-4914). Intuitiv leuch-

tet jedoch ein, dass die stochastische Abhangigkeit

der ZufallsvariablerHae14j(j = 1,...,49) nicht all-

zu grof3 sein durfte. In der Tat ist im Hinblick auf

(5) die Feststellung interessant, dass drei der Ge-

winnhaufigkeiten (fur die Zahlen 13, 28 und 45)
E(Hnj) = np. V(Hnj) =np(1—p). hochstens gleich 563 sind (was ca. 6% aller 49 Zah-

len entspricht).

Nach dem zentralen Grenzwertsatz von de Moivre-

Laplace (s. z.B. Henze (2010), Kapitel 26) konver- 3 Die Verteilung der kleinsten

giert die Binomialverteilung nach Standardisierung  Gewinnhaufigkeit

gegen eine Standardnormalverteilung; es gilt also fir

die standardisierten Haufigkeiten Wahlt manim Nachhinein(d.h. nach Durchfihrung

der 4914 Ziehungen)j = 13, weil die 13 un-

o Hnj—np @ ter allen Zahlen am seltensten auftrat, so besitzt
T /npl-p) die Ziehungshaufigkeit der 13 keine Binomialver-
teilung mehr,weil wir die Zahl mit der kleinsten
der Grenzwertsatz Ziehungshufigkeit ausge@hlt haben Ware die 24
) am seltensten gezogen worden, so ware ja deren
AmP(Hﬁ,j <x) = ®(x), (3)  Ziehungs-Negativrekord ins Auge gesprungen. Wir

haben es stattdessen mit der Verteilung der kleinsten
Gewinnhaufigkeit

X 1 t2 - _
(D(X) - /mﬁexp<—§> dt Kn T lgj]lgrlan,]

die Verteilungsfunktion der Standardnormalvertei- Nachn Ziehungen zu tun. Die exakte Verteilung von
lung bezeichnet. Mi = 4914 undp = 6,/49 ergeben Ky ist nicht bekannt, wohl aber das asymptotische

sich Erwartungswert und Standardabweichung von Verhalten vorKy fur n — .

wobei

Hag14j zu Hierzu verwenden wir die Tatsache, dass fur un-
abhangige und identisch verteilte Zufallsvektoren
E(Hag14j) ~ 6017, V(Hag14j) ~ 22.98. (also insbesondere fiXy,..., X, mit X, wie in (1))




ein zentraler Grenzwertsatz gultig ist (s. z.B. Hinde-
rer (1972), S. 229). Hiernach gilt fuir den aus den
standardisierten Haufigkeiten (2) gebildeten Vektor

H;: = ( ;,17 vy H;:.49)
die Verteilungskonvergenz

mP(H; <) =P(T <t), te RY.  (6)

Hier bezeichnefl = (Ti,...,Tag) einen multivariat
normalverteilten Zufallsvektor mit standardnormal-
verteilten Komponenteilj, die paarweise die nega-
tive Korrelation -1/48 besitzen (Henze (1995)). Die
Kleiner-Gleich-Relation in (6) ist komponentenwei-
se zu verstehen, d.h. es gilt filk= (tg, ... ,t49):

{Hy <t} {Hn1 <t1,...,Hygo <tao},
{T <t} {T1 <ty,..., Tag < tyo}.
Wichtig fur die Beurteilung von im Nachhinein fest-

gestellten Kuriositaten im Zusammenhang mit allen
49 Ziehungshaufigkeiten ist der afbildungssatz

bekannte Umstand, dass fir jede stetige Funktion

g: R®— R aus (6) die Limesbeziehung

lim P(g(H;) <X) =P(@(T) <%, xR,

(7)

folgt. Setzt man etway(ty,...,ts9) = tj, S0 ergibt
sich wegen der Standardnormalverteilung vign=
o(Ty,...,Ta9) aus dem Abbildungssatz unmittelbar
Aussage (3). Wegen

Kn—n .
nip: min HrTJ
npl—p) =49 "
folgt fur die wuns interessierende Funktion

o(ty,...,ta9) = mMini<j<agt; aus (7) die Grenz-

wertaussage

Kh—np ( . >
————<Xx| =P min T; <x], (8
(«/np(l—p) n ) 1<j<a9 !~ ®

x € R. Die Grenzverteilung der kleinsten Zie-

limP

n—oo

p Up p Up
0.01 | -3.53| 0.75 | -1.95
0.025| -3.27 || 0.9 -1.75
0.05 | -3.07| 0.95 | -1.63
0.1 -2.85| 0.975| -1.53
0.25 | -2.53| 0.99 | -1.43
0.5 -2.21

Tabelle 2: Simulierte Quantile der Verteilung van

Anhand von Tabelle 2 wird klar, dass die Verteilung
vonU linksschief ist, was sich in den Ungleichungen

Ui—p —Ups < Ups—Up

fur p=0.01, p=0.025, p = 0.05, p = 0.1 und
p = 0.25 aul3ert. Zudem ist der Erwartungswert klei-
ner als der Median.

Setzen wir in (8) fux das 5%-Quantilip o5 der Ver-
teilung vonU ein, so folgt fur grof3ea

p( K= 307) ~005 ©)
vNnp(l-p)
und somit fUm = 4914
P(K4914< 6017 —3.07-22.98) ~ 0.05, (10)

also unter Beriicksichtigung der Ganzzahligkeit von
K914 das Ergebnis

P(K4914§ 531) ~ 0.05. (11)

Ein Vergleich mit (5) zeigt, dass die beobachte-
te (vermeintlich sensationell kleine) minimale Tref-
ferhaufigkeit 543 nicht signifikant auf dem 5%-

hungshaufigkeit, nachdem man diese wie eine bi-
nomialverteilte Zufallsvariable standardisiert, also
np subtrahiert und durch die Standardabweichung

vve?tg(iltg p\)/v?évilg Ig;’ ;S;:ézc;:zlir;evsetr?;?uanrdr;c;r;nl\jli-_ Ausspielungen beobachtete minimale Trefferhaufig-
9 ' 9 keit von 543 (oder noch extremer) stellt sich al-

nimums von 49 stochastisch abhangigen standard- L ) N o
. . so mit einer wenig spektakularen Wahrscheinlich-
normalverteilten Zufallsvariablefy,.. ., Tso.

keit von ungefahr 1/4 ein. Eine wichtige Botschaft

Uber die Verteilung der Zufallsvariablet : von (9) ist auch, dass man im Vergleich zu (4) das
mini<j<49Tj ist wenig bekannt. Unter Verwendung 3.07-fache (und nicht das 1.645-fache) der Stan-
von Resultaten von Owen und Steck (1962) und Ru-dardabweichung,/np(1— p) einer Binomialvertei-

Niveau ist. Setzt man anstelle des 5%-Quantils
das 25%-Quantil £ —2.53) ein, so ergibt sich
P(Ks914 < 543) ~ 0.25. Eine beim Lotto nach 4914

ben (1954) ergibt sick(U) ~ —2.272. Eine Simu-
lation der Verteilung vorJ mit insgesamt 100000
Wiederholungen ergab folgende Schatzwerte gr
Quantileup vonU:

lung Bin(n,p) vom Erwartungswerinp subtrahie-
ren muss, um ein auf dem 5%-Niveau signifikantes
~unterschreitungs-Resultat* fur das Minimum der
Ziehungshaufigkeiten zu erhalten.




4 Die Verteilung der grof3ten
Gewinnhaufigkeit

Das asymptotische Verhalten der grofdten Ge-
winnhaufigkeit

Gn

max Hp j
1<j<49

folgt ebenfalls aus (7), wenn man die Funktion
g(t1,...,ta9) = maxi<j<aot; wahlt. Es ergibt sich
Gh—np

(\/ﬁ < x> =P <1Q§§9Tj < x> ,(12)

X € R. Aus Symmetriegriinden besitzt das rechts auf-
tretende MaximumV := mini<j<49T; die gleiche
Verteilung wie das Negative der Zufallsvariablen
Somit besteht fur dag-Quantil v, von V und das
(1— p)-Quantilu;_, vonU der Zusammenhang

limP

n—oo

Vp = ~Uip,

und man erhalt die zu (9), (10) und (11) korrepondie-
renden Resultate

g

P(K4914> 6017+ 3.07-22.98) ~ 0.05,

_ &P S 307) ~00s,
np(1-—p)

P(K4914> 673) ~ 0.05.

und beachten die Gleichheit
Dn

H)= maxH!i— min H': = ——
(F) " np(1-p)

1<j<a9 ™M 1<j<ae M

so liefert (7)

Dn
VNnp(1-p)

limP

n—oo

(

< X> =PW<x), (13)

x > 0. Tabelle 3 zeigt einige (aufgrund von 100000

Simulationen der Verteilung vow ermittelten) p-
Quantilewp vonW.

p Wp || P Wp
0.01 | 3.19| 0.75 | 4.94
0.025| 3.37 || 0.9 5.40
0.05 | 3.53|| 0.95 | 5.69
0.1 3.72| 0.975| 5.96
0.25 | 4.06| 0.99 | 6.28
0.5 4.48

Tabelle 3: Quantile der Verteilung vow =V —U

Eine wichtige Botschaft von (13) ist, dass die Haufig-
keitsspanne der Gewinnzahlen nachusspielungen
stochastisch mit der Wurzel ansvachst. Setzt man
in (13) fur x das 95%-Quantilvg g5 = 5.69 ein, so
folgt fur grol3es

P(D, > 5.69-/np(1— p)) ~ 0.05

und somit unter Beriicksichtigung der Ganzzahlig-
keit vonD,, im vorliegenden Falh = 4914

P(D4914Z 131) ~ 0.05.

Auch die nach 4914 Ausspielungen beobachtete ma-

ximale Gewinnhaufigkeit von 648 ist somit wenig
spektakular. Setzt man fiurin (12) den Median 2.21
vonV ein, so ergibt sicP(Kag14 > 653) ~ 0.5. Man

Die beobachtete Haufigkeitsspanne von 105 (=648-
543) nach 4914 Ausspielungen ist also weit davon
entfernt, auf dem 5%-Niveau signifikant zu sein. Sie

kann also getrost darauf wetten, dass sich nach 4914iegt eher im Bereich des Medians der Verteilung von

Ausspielungen eine maximale Gewinnhaufigkeit von
mindestens 648 einstellt.

5 Die Verteilung der Haufigkeitsspanne
Das stochastische Verhalten dédufigkeitsspanne

Dn :=Gn—Kn= maxHnj— min Hy
1<j<n 1<j<n 7

kann ebenfalls mit Hilfe von (7) beschrieben werden,
wenn man die Funktion

t1,....ta90) = max t; — min t;
9t leo) 1<j<49 ) 1<j<d9’

wahlt. Setzen wir kurz

W:=V-U= max Tj— min T
1<j<49 ' 1<j<49

D914 (es giItP(D49142 103) ~ 05)

6 Der x?-Test auf

Gleichwahrscheinlichkeit der

Lottozahlen
Um die Hypothesdiy der Gleichwahrscheinlichkeit
der Lottozahlen aufgrund der Ziehungshaufigkeiten

Hn1,...,Hn4g der 49 Zahlen nach Ausspielungen
zu testen, kann die PrifgroRRe

49

2

verwendet werden. Bei Gliltigkeit der Hypothddg
besitztT, asymptotisch fin — o eine Chi-Quadrat-
Verteilung mit 48 Freiheitsgraderxig-VerteiIung)

(Hnj —n-6/49)?
n-6/49

48

T, = —.
" 43




(Morgenstern (1979) oder Henze (1995)). Der ver- sowie einerx?-TestgroRe zur Prufung auf Gleich-
glichen mit der Chi-Quadrat-TestgrofR3e zur Prifung wahrscheinlichkeit der Lottozahlen zu beurteilen.
auf Gleichwahrscheinlichkeit der Trefferarten in Die Quantile der entsprechenden Funktiorgéit)
einem multinomialen Versuchsschema (siehe z.B.wurden in den ersten drei Fallen durch Simulation
Henze (2010), Abschnitt 28.7) angebrachte Korrek- ermittelt.
turfaktor 48/43 ruhrt daher, dass pro Ausspielung . o _
nicht nur eine, sondern sechs verschiedene ZahlerP'€ Géwinnhaufigkeiten der 49 Zahlen im deutschen
gezogen werden. Die Ablehnung der Hypotheise Lotto na_lch 4914 Ausspielungen sind aus stochasti-
erfolgt fur groRe Werte vorf,,. Fir die Daten von scher SICht upspektqkulér. Dle beob_achtete Schwan-
Tabelle 1 ergibt sich der Wert der Priifgrofe zu kungsbreite ist vollig vereinbar mit den Annah-
men der stochastischen Unabhangigkeit verschiede-
Tag14= 44,04, ner Ausspielungen und der Gleichwahrscheinlichkeit

Dieses Resultat liegt unterhalb des Erwartungswerte!ler Sechserauswahlen pro Ausspielung.
(= 48) derxﬁs—Verteilung. Die vorliegenden Daten
sind also in jeder Hinsicht vertraglich mit den ein-
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